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PRÉFACE. 


APre’s  tous  les  Traités  que  j’ainiis'au  jour  fur  prefque  toutes 
les  parties  des  Mathématiques , on  feroit  fans  doute  furpris 
de  voir  paroître  des  nouveaux  Elémens  de  ma  façon,  fi  je  ne 
rapportois  les  motifs  qui  m’ont  engagé  à entreprendre  ce  travail. 
Lorfque  je  compofai  mon  Cours  en  cinq  Volumes  mon 
defiein  étoit  d’écrire  pour  l’inftruélion  du  Public  en  général,  6c 
par  conféquent  pour  toutes  les  profeflions  6c  les  états  aufquels 
les  Sciences  Mathématiques  peuvent  être  de  quelque  fecours  ; 
de-là  cette  efpece  de  diffufion,  ou  pour  mieux  dire,  ces  longs 
détails  dont  il  ne  m’étoit  pas  pollîble  de  me  difpcnfer  dès  que 
je  voulois  me  rendre  utile  également  à tous.  Aujourd’hui  mes 
vues  fû'nt  bien  difiérentes,  les  perfonnes  pour  qui  principalement 
je  me  fuis  attaché  à cet  Ouvrage,  font  des  Militaires  deftinés  à 
un  Service  qui  demande  des  connoiflances  particulières  6c  beau- 
coup de  fçavoir.  On  conçoit  d’abord  aifément  qu’il  faut  ici  du 
choix  dans  les  matières  , qu’il  en  efi  beaucoup  que  je  dois  pafifer 
fous  filence,  ou  ne  traiter  que  légèrement , 6c  d’autres  au  contraire 
que  je  ne  fçaurois  trop  éclaircir.  A quoi  fcrviroit,  par  exemple, 
de  faire  de  grands  difcours  6c  de  longues  dificrtations  fur  les 
nouvelles  Méthodes,  6c  le  calcul  différentiel  6c  intégral?  les  belles 
6c  fubtiles  recherches  que  l’on  fait  aujourd’hui  fur  les  différentes 
courbes , qui  font  le  principal  objet  de  ces  calculs,  fur  les  différons 
ordres  de  ces  courbes,  fur  la  route  que  prennent  leurs  branches, 
fur  leurs  points  d’inflexion  6c  de  rebrouffement , fur  les  points 
Amples  6c  multiples , fur  leur  reâiflcation , 6c  fur  la  quadrature 
des  efpaces  qu’elles  renferment,  font  kIcs  connoiffances  aufli 
inutiles  à des  Guerriers,  que  le  feroit  la  découverte  d’un  nouveau 
Tçme  /.  a 
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Satellite  autour  de  Jupiter,  ou  de  quelque  calcul  qui  üxeroit  le 
retour  périodique  d’une  Comète.  Ces  fortes  de  fujets  ti’ont  rien 
de  commun  avec  le  bien  que  les  Militaires  doivent  procurer  à 
l’Etat,  & l’on  peut  fort  bien  fans  eux,  parvenir  à la  gloire  6c  aux 
récompenfes  que  méritent  l’application  à fon  devoir  6c  les  belles 
aélions. 

Il  n’en  eft  pas  de  même  des  calculs  ordinaires , de  la  Géométrie , 
de  la  Trigonométrie,  de  l’ufagc  qu’on  fait  de  cette  Science  fut 
le  terrein,  du  Nivellement,  de  la  Mefure  des  furfaces  planes, 
de  leurs  rapports  entr’elles,  de  leurs  changemens,  de  leurs  divi- 
fions,  de  la  Mefure  des  folides,  du  Toifé  des  furfaces  ôc  des 
folides,  de  celui  des  bois,  des  feâions  coniques,  de  la  fcience 
du  mouvement,  de  la  Méchanique,  de  la  connoiffance  des 
Machines,  des  proprictés'des  fluides,  6c  entr’autres  de  celles  de 
l’air  ôc  de  l’eau.  C’efl  fur  les  principes  de  la  plupart  de  ces  chofes 
qu’efl  fondé  le  grand  Art  de  la  Guerre,  6c  s’il  efl  permis  à quel- 
ques Officiers  de  n’en^avoir  que  des  legetes  notions,  il  en  eft 
beaucoup  au  contraire  qui  ne  f(^auroient  remplir  leurs  poftes  avec 
diftinêlion  ôc  honneur , s’ils  négligeoient  d’en  acquérir  de  profon- 
des 6c  folides  connoiflTances.  La  plupart  des  manoeuvres  militaires 
fe  font  avec  beaucoup  de  promptitude , il  faut  fouvent  fe  décider 
fans  avoir  le  tems  de  faire  de  longues  reflexions  ; comment 
voudroit-on  qu’un  homme  fuperfleiel , 6c  qui  ne  fe  feroit  pas  fait 
un  ufage  de  f^avoir  fe  retourner  félon  les  occurrences , put 
prendre  le  parti  convenable , à moins  que  le  hazard  6c  la  fortune 
n’y  euflTem  la  meilleure  part. 

L’Etabliflement  des  cinq  Ecoles  d’Ârtillerie , 6c  les  avantages 
que  l’Etat  en  retire,  font  aujourd’hui  connus  de  tout  le  monde. 
On  fçait  que  ces  Ecoles  font , pouralnfi  dire , autant  de  pepinieres 
d’où  fortent  grand  nombre  d’Officiers.en  qui  la  fcience  6c  la 
valeur  lemblent  fe  difputer  à l’envi  la  gloire  de  les  rendre  utiles 
au  fervice  de  leur  Prince,  ôc  au  bien  du  Royaume;  l’éloge  que 
j’entreprendrois  d’en  fairç  ici , feroit  certainement  au-deflTous  de 
l’idée  que  j’ai  de  leur  mérite , ôc  de  celle  que  toute  l’Europe  en 
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a conçue  depuis  long-tems.  Or  dans  ces  Ecoles  où  MelTieurs 
les  Commandans  prennent  un  extrême  foin  que  les  Officiers 
foient  inftruits,  & fàflent  des  progrès  dans  les  parties  des  Ma- 
thématiques qui  conviennent  à leur  état,  il  a été  réglé  que  l’on 
enfeigneroit  un  même  Cours,  afin  que  les  Officiers  ôc  les  Cadets 
des  cinq  Bataillons  de  Royal-Artillerie,  qui  fe  tranfplantent  de 
trois  en  trois  ans  d’une  Garnifon  à l’autre,  ne  fuflent  pas  retardés 
dans  leurs  Etudes  par  les  changemens  de  Méthodes , & les  diffé- 
rentes maniérés  d’enfeigner.  Cependant  comme  ce  Cours , de 
l’aveu  même  de  Ton  Auteur,  n’a  pas  toute  laperfeéUon  qu’il  au- 
roit  pù  lui  donner , s’il  avoir  eu  le  loifir  d’en  faire  une  fécondé 
Edition;  que  la  plupart  des  matières  y font  traitées  d’une  maniéré 
trop  refferrée  ôc  trop  feche,  qui  ne  laiffe  point  entrevoir  les  ufages 
aufquels  elles  peuvent  fervir , & qu’il  s’en  trouve  grand  nombre 
d’autres  qui  demanderoient  des  démonffrations  plus  nettes  ôc 
plus  exaâes , il  n’eff  pas  furprenant  que  les  ProfefTeurs , fans 
vouloir  déroger  au  fage  Reglement  qui  a été  fait,  mais  unique- 
ment pour  mieux  répondre  aux  intentions  de  l’Augufie  Prince 
qui  leur  a confié  l’infiruéUon  de  fcs  Officiers , fe  foient  toujours 
crûs  obligés  d’ajouter  à cet  Ouvrage  les  réflexions  & les  com- 
mentaires qui  peuvent  en  corriger  les  défauts , & procurer  l’a- 
vancement de  ceux  à qui  ils  ont  l’honneur  de  montrer. 

Il  feroit  affez  inutile  en  effet  d’entaffer  Theoreme  fur  Theoremc, 
fi  l’on  ne  faifoit  voir  l’ordre  & l’enchaînement  qu’ils  ont  entr’eux, 
l’étendue  des  conféquences  qu’on  en  peut  tirer,  & l’application 
qu’on  en  peut  faire  à grand  nombre  de  fujets  utiles  & intéreffans; 
c’eft  à quoi  ne  font  pas  affez  d’attention  la  plupart  des  perfonnes 
qui  étudient  les  Mmhématiques , & fouvent  même  les  Maîtres 
qui  les  enfeignent.  On  fçait  par^oeui  toutes  les  Pfopofitions 
d’Euclide , grand  nombre  de  celles  d’Archimede , de  Pappus 
(a  d’Appollonius,  on  lit  dans  les  Ouvrages  des  Modernes,  on 
fe  fait  gloire  de  fçavoir  que  Pythagore  facrifia  cent  Boeufs  aux 
Mufes,  pour  avoir  découvert  la  47®.  d’Euclide,  qu’Archimedc 
tranfporté  5c  hors  de  lui- même,  d’avoir  trouvé  en  entrant  dans 
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levain , le  moyen  de  réfoudre  la  queftion  que  le  Roy  de  Syraeufe 
lui  avoir  propofée,  en  fortit  tout  nud,  & courut  comme  un  fou 
par  les  rues,  en  répétant  :je  t ai  trouvé,  je  Fai  trouvé,  8c  cent  autres 
traits  hiftoriques,  qui  marquent  de  l’érudition;  mais  avec  toutes 
ces  belles  connoilTances,  qu’on  vienne  à propofer  un  Problème 
qui  malheureufement  ne  fe  trouve  point  dans  les  Auteurs  qu’on 
a lus , on  s’y  trouve  tout  au(Ti  embarraflé  que  s’il  s’agiflbit  d’un 
métier  qu’on  n’auroit  jamais  fait. 

Pour  fe  mettre  à couvert  de  ce  reproche , on  ne  manque  pas 
de  dire  que  l’efprit  d’invention  n’eft  pas  donné  à tous,  6c  qu’il 
n’appartient  qu’à  certains  génies  heureux  6c  tranfeendans  de 
s’élever  au-deflus  de  ceux  qui  nous  ont  précédé.  Ceci  pourroit 
Être  vrai  à l’égard  de  certaines  découvertes  extraordinaires  qui 
demandent  une  fagacité  ôc  une  contention  d’efprit  dont  tous  les 
Géomètres- ne  font  peut-être  pas  capables,  quoique  doués  d’ail* 
leurs  de  beaucoup  de  talens.  Mais  qu’en  général  la  moindre 
Propofition  que  l’on  n’aura  pas  vû  dans  les  Ouvrages  de  ceux 
qui  ont  écrit  avant  nous , nous  étonne  6c  nous  arrête  tout  court  > 
c’eft  une  erreur  qui  ne  peut  provenir  que  de  la  mauvaife  façon 
dont  on  s’avife  d’étudier.  Le  propre  des  Mathématiques , eft 
d’étendre  les  lumières  de  l’efprit,  de  le  perfectionner,  6c  de  le 
rendre  inventif.  Tout  homme  qui  a alfez  de  génie  pour  com- 
prendre les  démonftrations  que  cette  Science  employé,  en 
auroit  certainement  affez  pour  en  faifir  la  Méthode , 6c  s’il  n’arrive 
pas  à tous  ceux  qui  s’y  appliquent  de  parvenir  jufques  là , c’eft 
qu’on  étudie  d’une  façon  plutôt  hiftorique  que  judicieufe,  ôc 
qu’on  s’imagine  avoir  tout  fait,  lorfqu’au  bout  d’un  certain  tems 
on  a amaffé  dans  fon  efprit  un  tas  mal  arrangé  de  Propofitions 
6c  de  Problèmes  dont  on  ne  connoît  les  tenans  ôc  les  aboutilfans , 
qu’à  travers  un  nuage  rempli  d’obfcurité.  Il  ne  s’agit  donc  pas 
ici  d’aller  avec  précipitation,  ni  de  faire  de  grands  pas,  qui  ne 
mènent  à rien  ; c’eft  à l’ordre  ôc  à la  liaifon  des  matières  qu’il 
faut  être  attentif  autant  ôc  plus  qu’aux  matières  même , ôc  pourvu 
qu’on  fe  gêne  à marcher  avec  cette  précaution,  on  éprouvera 
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bien-tôc  que  la  Géométrie  ôc  les  Mathématiques  offrent  un  vade 
champ,  où  il  e(l  permis  à tout  homme  qui  veut  travailler  de 
partager  la  gloire  d’une  riche  moiflbn. 

Ces  maximes  que  je  n’ai  jamais  perdu  de  vue  dans  les  exer- 
cices Mathématiques  de  l’Ecole  de  laFere  où  j’ai  l’honneur  de 
profeffcr , ont  eu  tout  le  fuccès  que  je  pouvois  en  attendre,  on  y 
a vû  grand  nombre  d’ Officiers  & de  Volontaires  dans  l’efpace 
de  fept  ou  huit  mois,  faire  des  progrès  qui  après  une  étude  de 
quelques  années,  auroient  pû  paroître  étonnans,  & s’élever  au- 
tant au-deffus  des  Géomètres  ordinaires,  que  ceux-ci  Ce  croyent 
fupérieurs  aux  fimples  Artiftes  quifuivcnr  une  pratique  aveugle  ,* 
dont  ils  ignorent  la  raifon  ; c’eftle  témoignage  qu’en  ont  fouvent 
rendu  Meffieuts  nos  Commandans  & nos  Officiers  plus  avan- 
cés , qui  par  une  longue  6c  fcrieufe  application , ont  acquis  un 
fçavoir  confommé.  Je  puis  même  dire,  fans  crainte  d’en  être 
démenti , que  c’eft  à leur  follicitation  que  je  me  fuis  déterminé 
à rédiger  & mettre  dans  un  ordre  naturel  les  differens  Commen- 
taires 6c  les  Supplémens  que  j’ajoutois  à notre  Cours , à mefure 
que  l’occafion  s’en  préfentoit,  de  façon  qu’on  trouvera  dans  ce 
.Volume  non-feulement  tout  ce  qui  eft  dans  le  Cours,  mais  en- 
core grand  nombre  d’autres  matières  donr  la  connoiffance  eft 
abfolument  néceffaire,le  tout  expliqué  6c  démontré  de  la  manière 
la  plus  fimple  ôc  la  plus  conforme  aux  fages  vues  que  l’on  a eu 
en  établiftant  nos  Ecoles. 

Quoique  ce  foit  aujourd’hui  un  ufage  prefque  général  de 
mettre  de  l’Algebre  pattour,  6c  de  ne  rien  démontrer  qu’en  em- 
ployant les. réglés  de  ce  Calcul,  il  m’a  paru  cependant  qu’il 
m’étoit  permis  cfe  ne  me^as  conformer  à cette  cfpece  de  loi , 
pour  des  bonnes  raifons  qu’il  eft  à pmpos -qu«  je  rapporte , afin 
qu’on  ne  dife  pas  que  c’eft  par  caprice  ou  par  défaut  de  lumière 
que  je  refufe  d’acquiefeer  à un  fentiment  qui  paroît  avoir  pris 
le  deftus. 

En  premier  lieu,  l’Algebre  fuppofe  la  formation  des  figures 
aufquelles  on  l’applique , 6c  la  connoiffance  de  leurs  prinsipales 
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propriétés;  c’eft  par  le  moyen  de  celles-ci  qii’elle  parvient  à eû 
découvrir  d’autres  qui  demandereient  de  plus  férieufes  réfle- 
xions. Il  faut  donc  laifTer  à ceux  qui  commencent,  le  loifir  de 
confidérer  attentivement  ces  figures,  de  déduire  de  leurs  for- 
mations les- propriétés  qu’ils  ont  befoin  de  connoitre,  6c  de  s en 
tracer  dans  le  cerveau  des  images  familières  ôc  nettes , fans 
lefquelles  il  cft  impoflîble  qu’on  puifTe  fuivre  le  fil  d un  raifon- 
nement  géométrique.  Le  Calcul  qu’on  voudroit  joindre  ici  par 
trop  de  précipitation,  ne  ferviroit  qu’à  les  jetter  dans  un  nouvel 
embarras , non  - feulement  pat  les  dénominations  diflPérentes 
* qu’il  donne  aux  mômes  grandeurs , mais  encore  par  l’attention 
qu’il  faut  faite  pour  ne  pas  commettre  d’erreur  dans  fes  opéra- 
tions. L’Efprit  humain  veut  être  ménagé , ce  n’eft  pas  le  connoitre 
à fonds,  que  de  lui  propofer  de  plein  faut  tant  de  difficultés  a 
furmontcr  à la  fois. 

En  fécond  lieu , la  fimplicité  des  principes  fut  lefqucls  le 
Calcul  Algébrique  eft  fondé,  donne  une  certitude  parfaite  à fes 
réfultats , mais  elle  ne  làtisfait,  ni  n’éclaire  l’efprit  » on  fçait  après 
avoir  examiné  fi  l’on  ne  s’eft  point  trompé , que  les  chofes  d<fi- 
vcnt  être  comme  on  les  a trouvées  par  le  calcul , fans  f<;avoir  les 
raifons  qui  doivent  les  rendre  telles,  6c  deflors  l’efprit  toujours 
curieux  de  connoître  les  caufes  des  eflFets  quife  préfententa  lui, 
s’agite  6c  ne  celTe  d’être  dans  l’inquiétude,  à moins  qu’on  ne  lui 
donne  des  démonflrations  tirées  de  la  nature  même  du  fujet. 
Il  faudroit  donc  pour  le  tranquillifer  avoir  recours  à ces  démon- 
flrations, 6c  c’eft  ce  qu’on  n’a  garde  de  faire , puifqu’on  n em- 
ployé le  calcul  que  pour  ne  pas  fe  jetter  dans  ces  difficultés.  S’il 
cft  vrai,  comme  Wallis,  6c  quelques  Sçavans  de  notre  fiécle 
l’ont  penfé , que  les  Anciens  ayent  eu  une  Analyfe  aflez  femblable 
à la  nôtre,  pour  faire  les  découvertes  qu’ils  nous  ont  laiffées , je 
trouve  qu’ils  ont  pris  le  bon  parti  en  fubftituant  à cette  Analyfe 
les  démonftrarions  que  nous  trouvons  dans  leur  Ouvrage;  ils  fe 
font  rendus  plus  intelligibles  6c  plus  convaincans , 6c  de  plus  ils 
ont  fermé  la  porte  aux  difputes  qui  ne  font  que  trop  fréquentes 


TDigitized  by  Google 


PREFACE.  vi 

de  nos  Jours  au  grand  fcandale  de  bien  des  gens , & à la  honte 
d'une  Science , qui  autrefois  unique  dépofitaire  de  la  vérité  entre 
les  Sciences  humaines  ne  peut  maintenant  fe  garantit  des  préju- 
gés ôc  des  opinions  qui  tirannifent  les  autres.  Un  Auteur  au- 
jourd’hui entreprend  de  traiter  un  certain  fujet,  & y employé 
une  certaine  Méthode;  fon  calcul  fait,  il  rire  de  fon  réfultat  les 
conféquences  qu’il  croit  pouvoir  en  déduire , & nous  donne  ces 
conféquences  6c  ce  réfultat  comme  autant  de  vérités  dont  on  ne 
peut  douter.  Un  autre  dans  le  même  tems  s’applique  à la  même 
queftion , mais  par  une  autre  voye,  fon  réfultat  ôt  fes  conféquences 
font  différentes  ; grande  difpute  là-deflus , on  répbnd , ôn  réplique, 
les  Ecrits  fe  multiplient,  6c  la  difficulté  loin  d’être  éclaircie, 
s’embrouille  de  plus  en  plus.  D’oigpeUvent  venir  ces  fortes  de 
difputes  dont  il  feroit  aifé  de  donner  des  exemples  récens  ; c'eft, 
s’il  m’efl  permis  de  dire  mon  avis,  qu’en  pareil  cas  les  uns  ni  les 
autres  ne  cherchent  point  à réfoudre  la  queffion  par  la  voye 
qui  feule  pourroit  la  terminer.  Si  les  calculs  font  julles  6c  exafts, 
fl  les  conféquences  qu’on  en  tire  ne  font  pas  forcées , tout  ce 
qu’on  avance  doit  pouvoir  fe  déduire  des  propriétés  de  la  figure 
fur  laquelle  on  travaille.  Pourquoi  donc  après  le  calcul  ne  pas 
chercher  dans  cette  même  figure , ce  que  l’on  a crû  trouver  dans 
fes  opérations  f ce  feroit  fans  douce  le  moyen  le  plus  naturel,  on 
même  l’unique , de  donner  une  entière  évidence  à la  décou- 
verte qu’on  a faite,  6c  de  faire  naître  dans  l’efprit  de  tout  le 
monde  une  parfaite  conviêUon. 

Ceux  qui  font  du  fentiment  qu’avant  les  nouvelles  Méthodes , 
il  n’y  avolt  d’autre  voye  d’invention  que  la  fynthèfe , par  la  raifon 
qu’on  ne  trouve  aucun  v«ffige  de  calcul  dans  les  Ecrits  des  (iécles 
paffés , difent  ordinairement  que  les-  Anciens  né  travailloient 
qu’à  force  de  tête,  6c  c’efi,  à mon  avis,  le  plus  bel  éloge  qu’on 
puifie  leur  donner.  En  effet , s’ils  ne  font  parvenus  aux  connoif* 
fances  que  nous  admirons  dans  leurs  Ouvrages,  que  par  les 
principes  les  plus  fimples  de  la  Géométrie , 6c  par  une  fuite  de 
longs  raifonnemens  qui  cependant  ne  les  ont  jamais  jettés  dans 
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hiagne  aie  produit , foutient  que  lorfqu’on  étudie  les  Mathéma- 
tiques pour  cultiver  l’efprit,  & acquérir  la  juftelTe  du  raifonne- 
ment , il  faut  s’attacher  beaucoup  à démontrer  à la  maniéré 
d’Euclide  ; que  les  démondrations  analytiques  peuvent  à la  vérité 
conduire  en  quelque  ^çon  à cette  fin,  mais  qu’il  s’en  faut  de 
beaucoup  qu’elles  ayent  la  même  utilité;  qu’il  paroit  par  quelques 
Ecrits  de  Melfieurs  Defeartes,  Newton  & Herman,  que  leurs 
raifonnemens  auroient  été  bien  plus  folides,  s’ils  avoient  eu  un 
peu  plus  d’ufage  de  la  fynthèfe  ; enfin , qu’on  ne  doit  pas  regarder 
comme  puérile  ce  qu’il  dit  en  faveur  de  la  Méthode  des  Anciens 
puifque  les  plus  grands  génies  auroient  fait  beaucoup  mieux,  s’ils 
s’étoient  un  peu  plus  accoutumés  à cette  fa<^on  de  raifonner.  Je 
n’ai  point  traduit  littéralement  les  termes  de  cet  Auteur , de  peur 
d’être  trop  long , mais  on  les  trouvera  en  fubflance  dans  le  cin- 
quième Volume  de  fes  Elémens  de  Mathématique,  imprimé  à 
Genève,  Chap,  2.  de  la  DifTertation  où  il  eft  traité  de  la  façon 
d’étudier  cette  Science.  Je  pourrois  rapporter  le  fentiment  de 
grand  nombre  d’autres  Auteurs  Modernes  qui  penfent  à peu  près 
de  même  ; mais  ceci  fufiit  pour  faire  voir  de  quelle  maniéré  il 
faut  ufer  des  différentes  Méthodes  pour  ne  pas  tomber  dans  des 
abus  qui  méritent  d’être  blâmés.  On  peut,  6c  on  fait  môme  bien 
de  calculer,  lorfqu’on  a acquis  toutes  les  connoifiances  néceffaires 
pour  s’en  tirer  avec  fuccès , cette  voye  foulage  l’efprit  dans  fes 
recherches,  ôc  abrégé  beaucoup  le  travail;  mais  après  avoir 
trouvé  ce  qu’on  cherche,  il  faut,  autant  qu’on  peut,  l’appuyer 
fur  de  bonnes  démonftrations,  6c  ne  pas  compter  que  les  opéra- 
tions que  l’on  a faites , puifTent  tenir  lieu  d’un  raifonnement  qui 
entraîne  l’évidènce'6c-la>convi£tion. 

Au  refie , je  n’ai  garde  de  penfec  qu’on  doive  bannir  entière- 
ment de  nos  Ecoles  l’Algebre  6c  la  connoifTance  des  nouvelles 
Méthodes.  Je  fçais  qu’il  y a beaucoup  d’OfHciers  très-capables 
d’y  faire  de  grands  progrès , 6c  de  s’en  fervir  même  avec  urilité  ; 
mais  comme  ces  calculs,  fouvent  plus  curieux  que  néceffaires, 
font  extrêmement  attrayans , au  point  même  qu’on  a vû  bien  des 
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perfonncs  quitter  tout  pour  s’y  attacher,  je  crois  qu’il  eft  boa 
d’en  parler  fobrement , & qu’il  vaut  encore  mieux  faire  des  Géo- 
mètres confommés  dans  la  pratique  de  leur  Métier,  que  de  faire 
des  S^avans  abdraits  qui  prendroient  do  dégoût  pour  grand 
nombre  de  détails  dont  ils  ne  peuvent  fe  difpenfer.  Mais  il  efl: 
tems  de  donner  ici  le  plan  de  mon  Ouvrage. 

Je  le  divife  en  trois  Livres  : le  premier  contient  les  Elémens 
de  l’Arithmétique,  de  l’Algèbre,  de  l’Analyfe,  des  Raifons,. 
Proportions  & Progrellions  arithmétiques  & géométriques  avec 
un  petit  Traité  des  Logarithmes  ; le  fécond  renferme  les  Elé- 
mens de  la  Géométrie,  de  la  Trigonométrie,  du  Nivellement , 
de  la  Planimétrie,  de  la  Stéréométrie , des  Sedions  coniques,  le 
Toifé  de  la  Ma<;onnerie  & celui  des  Bois.  Enfin  j’ai  compris 
dans  le  troifiéme , les  Elémens  de  l’Arithmétique  des  Infinis  y 
& la  Méchanique.  générale,  c’eft-à-dire  la  fcience  du  mouve- 
ment, la  Statique,  l’Hydroftatique , l’Airométric , & l’Hydrau- 
lique , fit  un  petit  T raité  de  Perfpedive.  Entrons  dans  le  détail. 

La  plupart  des  Volontaires  d’Artillerie  fie  des  Cadets  de 
Royal-Artillerie, entrent  dans  ces  Corps  fans  avoir  la  moindre 
teinture  de  l’Arithmétique.  11  eft  vrai  que  Meflieurs  les  Officiers 
fe  font  fouvent  un  plaifir  de  les  enfeigner,  fie  que  de  plus  il  fe 
trouve  quelquefois  des  Répétiteurs  à qui  ils  peuvent  avoir  recours  ; 
car  les  Profefleurs  occupés  du  foin  de  leurs  Salles  , ne  peuvent 
iiiffire  pour  le  détail  des  leçons  particulières,  quelque  bonne 
volonté  qu’ils  puiflënt  avoir.  Cependant  comme  ces  Répétiteurs 
ne  font  pas  fiables  dans  nos  Garnifons,  qu’ils  ne  font  pas  toujours 
des  plus  éclairés , fie  que  nos  Officiers  qui  veulent  bien  fe  donnée 
la  peine d’enfeigner  les  Commcnçans,feroient  bien  aifis  d’avoir 
un  Ouvrage  tout  fait,  qui  les  exemptât  du  foin  de  chercher  la 
Méthode  la  plus  convenable,  j’ai  crû  qu’il  était  à propos  de 
commencer  par  un  Traité  de  cette  Science  , où  je  ;lémontre  de 
là  maniéré  la  plus  fimple,  les  principales  Uefl  .s»,  fçavo’r  l’Ad- 
dition la  Souftraûion,  la  Multiplication,,  fit  ia  Divifion  iiii.plc 
fit  compofée, ,1e  Calcul  des  Fractions , l’Extraûion  de  la  Racine 
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quarrée , & celle  de  la  Racine  cubique.  Ceux  qui  auront  appris 
ces  Réglés  de  la  façon  que  je  les  ai  traitées,  comprendront 
plus  aifément  le  relie  de  cet  Ouvrage , à caufe-  de  l’uniformité 
de  la  Méthode. 

L’Algèbre  n’ell  autre  chofe  que  la  fcience  qui  apprend  à faire 
les  opérations  de  l’Arithmétique,  en  employant  les  lettres  de 
i’Alphabeth  au  lieu  des  chiffres  ordinaires,  ce  quefon  fait  par  le 
moyen  de  certains  fignes  qu’on  a choifi  pour  marquer  l’Addi- 
tion, la  Souftraâion,  6cc.  J’en  explique  les  opérations,  je  fais 
voir  la  raifon  qui  a obligé  d’inventer  ce  Calcul , l’ufage  qu’on 
en  doit  faire  pour  réfoudre  les  Problèmes  qu’on  propofc  ; ce  que 
c’eft  que  Problème  déterminé,  & Problème  indéterminé;  la 
maniéré  d’en  trouver  la  folution  ; comment  on  connoît  fi  une 
Equation  cfl  du  premier  dégté,du  fécond,  du  uoifiéme,6cc. 

& la  Méthode  générale  d’en  trouver  les  Racines.  Toutes  ces 
chofes  font  fondées  fur  les  Réglés  de  l’Arithmétique  & fur  les 
principes  les  plus  fimples  des  Mathématiques , tels  qu’efl  celui  de 
dire , que  fi  à deux  nombres  ou  à deux  grandeurs  égales , on  ôte 
ou  on  ajoute  des  grandeurs  égales  ; fi  on  les  multiplie  ou  fi  on  les 
divife  par  ces  grandeurs  égales,  les  fommes,  les  refies,  les 
produits,  & les  quotients  feront  encore  égaux;  ainfi  elles  portent 
avec  elles  leur  démonflration , lorfqu’on  ne  les  applique,  comme 
j’ai  fait,  qu’aux  queflions  qui  roulent  fut  les  nombres,  & leur 
étude  efl  très-utile  pour  accoutumer  l’efprit  à faire  attention  à 
fes  démarches  6c  à les  fimplifier. 

Les  Géomètres  entendent  par  le  mot  de  Raifon , la  compa- 
taifon  que  l’on  fait  de  deux  nombres  ou  de  deux  grandeurs.  Cette 
comparaifbn  peut  fe  faUe  ou  en  examinant  la  différence  qui  fc 
trouve  entre  les  deux  grandeurs,  œqui  le  nomme  Raifon  Arith- 
tnétique,  ou  en  obfervant  combien  de  fois  l’une  des  deux  gran- 
deurs contient  l’autre,  ce  qui  fc  nomme  Raifon  Géométrique.  De  ' 
même  fi  après  avoir  comparé  deux  grandeurs,  on  vient  à en 
comparer  deux  autres , 6c  qu’on  trouve  que  les  deux  comparai- 
fons  foient  femblables,on  dit  qu’il  y a proponion  entre  ces  quatre 
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grandeurs,  & cetre  proportion  eft  arithmétique  ou  géométrique  ; 
félon  que  les  raifons  qui  les  compofent  font  arithmétiques  ou 
géométriques.  Enfin  l’on  dit  qu’il  y a progreflion  arithmétique  ou 
géométrique , lorfque  plufieurs  grandeurs  rangées  de  fuite , onr 
entr’ellesla  même  diHerence,ou  qu’elles  fe  contiennent  par  ordre 
de  la  mérite  façon.  Ce  que  l’on  enfeigne  là-deffus  eft  l’ame  non- 
feulement  de  l’Arithmétique,  mais  encore  de  toutes  les  fciences 
Mathémathiques.  Les  mots  de  Nombre  ou  de  Grandeur  ne  nous 
préfentent  que  des  idées  abftraitcs,  & fl  nous  voulons  en  connoi- 
tre  quelque  chofe  de  plus , ce  ne  peut  être  que  par  le  moyen  des 
rapports  que  les  nombres  ou  les  grandeurs  ont  entr’eux , ôc  à une 
commune  mefure.  Il  faut  donc  s’attacher  à cette  matière  avec 
beaucoup  d’attention , à moins  qu’on  ne  veuille  s’expofer  à trou- 
ver dans  h fuite  des  diflicultés  infurmontables  qui  obligeroient 
fouvent  à rebrouflèr  chemin.  La  maniéré  dont  j’ai  traité  ce  fu- 
jet,  l’application  que  j’en  ai  faite  aux  Réglés  de  Trois  direûc 
& indireâe.  Amples  & compofées,  à la  Réglé  de  focieté,  à celle 
d’alliage,  ôcc.  & les  queftions  numériques  que  j’y  ai  ajoutées, 
diftiperont  beaucoup  l’ennui  que  l’efprit  en  fouffre  ordinaire- 
ment, & fl  l’on  veut  en  bannir  toute  abftradion , & joindre  une 
parfaite  clarté  à une  entière  certitude,  je  confeille  à ceux  qui  s’y 
appliqueront  de  fubftituer  dans  chaque  Propofltion  des  nombres  , 
au  lieu  des  lettres  de  l’Alphabeth , ce  que  je  n’ai  pas  toujours  fait, 
pour  éviter  d’être  trop  long. 

Il  fe  trouve  dans  les  Mathématiques  des  grandeurs  qu’on 
nomme  fourdes,  irrationneUes , ou  incommenjurables , parce  qu’on 
ne  peut  exprimer  en  nombre  le  rapport  qu’elles  ont  à des  gran- 
deurs connues;  les  Agnes  que  l’on  employé  pour  marquer  ces 
grandeurs  fe  nomment  Signes  radicaux , & la  maniéré  dont  oni 
lait  les  opérations  de  l’Arithmétique  fur  les  incommenfurables  , 
le  nomme  Calcul  des  radicaux.  Quoique  cette  matière  ne  foit  pas 
d’unufage  fort  fréquent , j’ai  crû  cependant  ne  devoir  pas  l’o-  * 
mettre,  afin  que  dans  les  occaflons  qui  peuvent  fe  préfenter,  on 
n’y  trouve  aucun  embarras;  c’eftpouila  même  raifon  que  j’expliqua 
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aufli  le  Calcul  des  Expofans  qui  apprend  à fe  pafler  quelquefois 
des  lignes  radicaux,  d’autant  plus  que  les  réglés  de  ce  Calcul 
Ibnt  les  mêmes  que  celles  des  Logarithmes  dont  l’ufage  abrégé 
beaucoup  le  travail  dans  le  Calcul  Trigonométrique.  Au  moycnr 
de  ce  que  Je  viens  de  dire , on  peut  s’alTurer  de  trouver  dans  ce 
premier  Livre , qui  certainement  n’eft  pas  bien  long,  tout  ce 
qu’il  y a d’eflentiel  à ftjavoir  fur  l’Arithmétique  & l’Algebte, 
joint  à bien  des  quellions  utiles  & néccflaires  à l’Artillerie.  Par 
exemple,  j’ai  fait  voir  comment  par  le  moyen  de  la  fimple  ad- 
dition on  peut  former  facilement  des  Tables  pour  trouver  tout 
d’un  coup  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  une  pile,  de 
quelque  figure  qu’elle  foit  ; comment  aulTi  on  peut  découvrir  la 
même  chofe  indépendamment  des  Tables,  par  le  moyen  de 
quelques  formules  algébriques  très-fimples  & faciles  à confiruire  ; 
comment  on  peut  connoître  fi  dans  une  piece  de  Canon  qu’on 
veut  refondre , l’alliage  a été  bien  fait,  &c. 

' C’eft  une  queftion  qui  n’eft  pas  encore  bien  décidée  parmi  les 
Sçavans  de  nos  jours , fçavoir,  fi  l’on  peut  traiter  les  Elémens  de 
la  Géométrie  d’une  faqon  différente  de  celle  d’Euclide.  Il  eft 
confiant  que  cet  Auteur  n’a  penfé  qu’à  ranger  fes  Propofitions 
de  maniéré  qu’elles  fe  ferviffent  de  preuve  les  unes  aux  autres  , 
& qu’il  y a très-bien  réuffi  ; mais  à cela  près , il  y a fi  peu  d’or- 
dre dans  les  Matières  qu’il  traite,  qu’il  n’en  faudroitpas  davantage 
pour  accoutumer  l’efprit  au  défordre  & à la  confufion,  comme 
M.  Nicole  l’a  obfervé  dans  la  Préface  de  la  Géométrie  de  M.  Ar- 
naud. D’un  autre  côté , il  eft  sûr  aufil  que  M.  Arnaud , le  P.  La- 
mi,  M.  de  Malezieux,  ôc  quelques  autres  Modernes  ont  mis 
dans  leurs  Ecrits  l’ordre  & l’arrangement  le  plus  naturel  de  le 
plus  fimple  qu’on  puiffe  fouhaiter,,  & d«-là  il  femble  d’abord 
qu’on  ne  doive  point  héfiter  de  préférer  leurs  Ouvrages  à celui 
d’Euclide , malgré  la  vénération  que  les  Anciens  lui  ont  toujours 
portée.  Cependant  comme  ces  Mefîieurs  ont  crû  pouvoir  fe 
difpenfer  de  démontrer  certaines  chofes  qui  apparemment  leue 
çaioilfoient  tomber  lui  le  bon  fens  ; d’auties  Auteurs  non  moins^ 
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célébrés  qu’eux,  & entr’autres  M.  Wolf  dans  le  cinquième  tome 
de  fes  Elémens,  fc  font  récriés  contre  leur  Méthode  pour  des 
raifons  qui  ne  font  pas  abfolument  à méprifer.  Le  véritable  ef- 
pric  de  la  Géométrie,  difent-ils , eft  de  démontrer  tout  ce  qui  n’eft 
pas  d’une  entière  évidence,  de  fa<;on  que  tout  homme  raifon- 
nable  qui  voudra  y faire  attention,  foit  forcé  de  donner  fon  ac- 
quiefeements  les  preuves  qu’on  établit  fur  ce  qu’on  a coutume 
de  nommer  k bon  fen5,nc  A;auroient  produire  cet  effet.  Les 
hommes  difputent  tous  les  jours,  6c  ne  s’accordent  prefque  ja- 
mais, quoiqu’il  n’y  ait  aucun  d’entr’eux  qui  ne  s’imagine  que  le 
bon  fens  ôc  la  raifon  lui  donnent  gain  de  caulc  ; il  faut  donc  des 
raifonnemens  plus  précis  6c  moins  vagues , pour  parler  en  vrai 
Géomètre,  6c  prendre  garde  que  les  négligences  que  l’on  com- 
mettroitenceci,  introduiroient  le  doute  6c  l’incertitude  dans  une 
Science  qu’on  a toujours  regardé  comme  la  feule  qui  puifle 
bannir  le  pirrhonifme  du  milieu  de  nos  Sociétés.  Cette  diverfité 
de  fentimens  entre  tant  de  célébrés  Auteurs,  m’a  tenu  long-tems 
dans  la  perplexité  fur  le  choix  que  je  devois  faire  d’une  Métho- 
de ; mais  enfin  m’étant  apperçû  qu’on  pouvoit  fort  bien  fuivre 
l’ordre  des  Modernes,  6c  démontrer  avec  autant  6c  plus  de 
rigueur  qu’Euclide  n’a  fait,  je  n'ai  plus  balancé  de  prendre  un 
parti  qui  doit  faire  marcher  enfcmble  la  force  du  raifonnement  6c 
la  beauté  de  l’ordre  naturel.  M.  Wolf  a porté  fon  jugement  avec 
trop  de  précipitation , lorfqu’il  s’eft  avancé  jufqu’à  dire  qu’on  ne 
pouvoit  abandonner  la  marche  qu’Euclide  a tenue , fans  aban- 
donner en  même  tems  la  rigueur  des  démonftrations.  S’il  avoit 
bien  voulu  y réfléchir  plus  mûrement,  l’étendue  de  fon  génie 
lui  auroit  bien  tôt  fait  voir  que  les  négligences  de  nos  Modernes 
ne  font  que  de  légères  taches  qu’on  peut  fort  aifément  eflfacer 
de  leurs  Ouvrages,  fans  touchera  l’élegance  de  leur  Méthode. 
Ce  feroit  après  tout,  une  chofe  bien  étrange,  6c  qui  marqueroit 
bien  la  foiblelTe  de  l’efprit  humain,  fi  pour  raifonner  juffe  il  nous 
falloir  abfolument  palTer  des  triangles  aux  lignes , du  compofé 
au  Ample,  6c  prendre  par  conféquent  des  routes  fi  oppofées  à 
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celles  que  la  Nature  ne  manque  jamais  de  tenir.  J’ai  été  bien  aife 
de  faire  obferver  ceci , afin  qu’on  ne  foit  pas  étonnt'  fi  je  mets  au 
nombre  des  Propofitions  géométriques  des  chofes  qui  paroifiene 
à bien  des  gens  n’avoir  pasbefoin  d’être  démontrées,  parce  qu’ils 
n’ont  pas  trouvé  de  contradideurs.  Il  efi  plus  difficile  qu’on  ne 
penfe  de  faire  des  Elémens  de  Géométrie , quand  on  ne  veut 
établir  d’autres  fuppofitions . que  celles  qu’on  ne  peut  abfolument 
contefter;  & quoiqu’en  veuillent  dire  les  Partifans  d’Euclide,  le 
huitième  axiome  de  fes  Elémens  qu’on  lui  a toujours  reproché 
avec  raifon , fait  afTez  voir  que  fa  Méthode  n’eff  pas  fi  parfaite 
qu’on  ne  puiffe  faire  mieux. 

L’Etendue  en  longueur,  largeur  & profondeur,  eft  l’objet  de 
la  Géométrie.  Chacune  de  fes  dimenfions  prifeà  part,  fe  nomme 
ligne  droite  ou  courbe,  félon  quelle  fuit  toujours  la  même  route,, 
ou  qu’elle  en  change  à tous  momens  en  prenant  à droite  ou  à 
gauche;  les  grandeurs  comprifes  fous  deux  dimenfions  fe  nom- 
ment furfaces,6c  celles  qui  font  comprifes  fous  les  trois,  fe 
nomment  folides  ou  corps.  Pour  fuivre  donc  l’ordre  que  je  me 
fuis  preferit,  je  confidere  d’abord  les  propriétés  des  lignes  droites 
félon  les  différentes  polirions  qu’on  peut  leur  donner,  & les 
différentes  figures  qu’elles  peuvent  former  par  leur  rencontre  ; 
j’examine  auffi  les  rappons  qu’elles  ont  entr’elles,  félon  les 
différentes  maniérés  dont  elles  fe  coupent,  & de-là  je  paffe  à la 
Hgne  circulaire  qui  eff  la  feule  courbe  dont  on  traite  dans  la- 
Géométrie  fimple  , à caufe  que  c’eft  la  feule  qu’on  peut  décrire 
avec  le  compas  ; j’en  rappone  grand  nombre  de  propriétés  qu’on 
paffe  ordinairement  fous  filencc  dans  les  Elémens  ; & ce  qui  m’a 
obligé  d’en  agir  amfi  ; o’aû  que  ces  propriétés  affez  curieufes  par: 
elles-mêmes,  & faciles  à démontrer,  peuvent  conduire  fans 
beaucoup  de  peine  à la  connoiffance  parfaite  des  ferions  coni- 
ques que  l’on  a toujours  regar.ié  comme  la  pawie  la  plus  abflraite: 
de  la  Géométrie , ce  qui  lui  a donné  le  nom  de  Géométrie 
compofée.  Après  ceci  j’explique  les  principes  de  la  Trigono- 
métrie, c’eft-à-dire,de  la  fcience  qui  apprend  à connoître  les» 
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côtds  ôc  les  angles  d’un  triangle  par  la  connoiffance  de  quelques 
unes  de  ces  chofcs.  Je  fais  voir  l’ufage  qu’on  en  peut  faire  fur  le 
terrcin,  pour  lever  des  Flans  ôc  des  Cartes,  ôc  pour  mefurer 
des  diflances  accelTibles  ou  inacceiïibles  ; d’où  l’on  peut  juger 
aifdment  de  fon  utilité  pour  l’Art  de  la  Guerre , ôc  pour  les  Sièges 
des  Places  où  l’Affiegé  ne  permet  jamais  de  l’aborder  de  trop 
près;  enfin  je  termine  ce  qui  concerne  les  lignes  par  le  Nivel- 
lement. 

Les  furfaces  font  ou  planes,  ou  courbes;  les  furfaces  planes 
font  celles  dont  toutes  les  parties  ne  baififent  ni  ne  haufient  pas 
plus  les  unes  que  les  autres,  comme  lafurface  d’un  miroir  or- 
dinaire, d’un  plancher  bien  uni,  ôcc.  ôc  les  furfaces  courbes 
font  celles  dont  toutes  les  parties  ne  font  pas  difpofées,  comme 
il  vient  d’être  dit;  telle  eft  la  furface  d’une  colonne,  d’une  bou- 
le , d’un  pain  de  fucre , ôcc.  Je  donne  les  réglés  qui  apprennent 
à mefurer  les  furfaces  plaifts,  à juger  de  leur  rapport,  à leur 
donner  différentes  figures , làns  changer  leur  grandeur , à les 
divifcren  tel  nombre  départies  égales  ou  inégales,  dans  telle 
raifon  qu’on  jugera  à propos,  ôc  à connoître  entre  les  furfaces 
qui  ont  un  même  circuit,  quelles  font  les  plus  grandes.  C’efià 
l’occafion  de  ceci , que  je  fais  voir  qu’entre  les  Magafins  qui  ont 
un  même  contour,  ceux  qui  font  faits  en  quartés  longs,  font 
moins  capables  que  ceux  dont  la  figure  eft  quarrée , que  les  quar- 
tés contiennent  moins  que  ceux  qui  feroient  faits  en  polygones 
réguliers  d’un  plus  grand  nombre  de  côtés  5 ôc  enfin  que  les 
ronds  ont  beaucoup  plus  de  capacité  que  les  autres , d’où  j’ai  in- 
féré que  pourvu  que  les  Magafins  ronds  foient  propres  aux 
ufages  aufquels  on  les  deftine,  on  doit  les  préférer  à tous  les 
autres , d’autant  plus  que  leurs  voûtes  étant  moins  expofées  au 
choc  direôl  des  Bombes,  doivent  réfifier  plus  long-tems  à leurs 
efforts. 

J’ai  tenu  à peu  près  la  même  Méthode  à l’égard  des  folides 
ôc  de  leurs  furfaces , qui  comprennent  ce  qui  regarde  les  furfaces 
courbes,  ôc  j’en  ai  dit  beaucoup  plus  fur  ces  matières,  qu’on 
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n’a  coutume  d’en  dire  dans  les  Elémens  où  l’on  Ce  borne  aux 
prirmes , aux  cylindres , aux  pyramides,  aux  cônes,  & à la  fplie- 
re.  Toute  cette  Géométrie  eft  entremêlée  de  grand  nombre  de 
Problèmes  qui  joignent  la  théorie  à la  pratique,  & qui  épar- 
gnent àl’efprit  la  contention  trop  forcée,  qu’une  longue  & conti- 
nuelle théorie  ne  manqueroit  pas  de  lui  caufer. 

Je  fais  fucceder  immédiatement  à la  Géométrie  la  dodrine 
des  fedions  coniques;  Appollonius,  6c  la  plupart  des  anciens 
Géomètres,  ont  extrêmement  approfondi  ces  courbés,  ôc  ne 
nous  auroient  rien  laiflé  à délirer,  fi  la  confufion  6c  le  défordre 
qui  régné  dans  leurs  Ecrits  ne  degoutoient  le  Ledeur  de  la  fa- 
tigante attention  qu’il  faudroit  leur  donner.  La  plûpart  des  Mo- 
dernes, prévenus  en  faveur  de  l’ Algèbre,  fe  font  imaginés  qu’il 
n’y  avoit  que  cette  voye  pour  bien  traiter  cette  matière,  6c  mal- 
heureufement  il  cft  arrivé,  qu’à  l’exception  des  propriétés  de 
l’axe  qu’ils  ont  déduites  aifément  de  la  formation  des  courbes, 
ils  n’ont  pû  parvenir  à démontrer  les  autres  que  par  des  détours 
peu  naturels  6c  des  calculs  embarraffans , dont  on  efi  rebuté 
d’autant  plus  qu’en  ne  voit  qu’avec  beaucoup  de  peine  la  liaifon 
6c  l’enchaînement  que  la  Nature  a mifes  entre  ces  propriétés. 
M,  Defargues  efl  le  premier  qui  s’eft  appertjû  que  les  fedions 
coniques  étant  formées  par  les  differentes  façons  dont  on  coupe 
un  cône  qui  a pour  bafe  un  cercle,  dévoient  participer  aux  pro- 
priétés de  cette  figure.  Son  Ouvrage  intitulé  : Brouillon  projet  S une 
atteinte  aux  événement  des  rencontres  du  cône  avec  un  plan,  a été 
commenté  par  M.  de  la  Hire,  en  un  Volume  in-4°.  qui  a pour 
titre  : Nouvelle  Méthode  en  Géométrie  pour  les  ferions , ôcc.  ou 
il  traite  cette  matière  à fonds  : mais  comme  ce  fçavant  Géomètre 
n’avoit  pas  autant  de  talent  pour  s’énoncer,  qu’il  en  avoit  pour 
approfondir  les  fujets  fur  lefi]uels  il  travailloit , 6c  que  d’ailleurs 
il  a toujours  confideré  les  fedions  coniques  dans  le  folide  où 
elles  fe  forment,  ce  qui  fatigue  extrêmement  l’attention,  la  plu- 
part des  Ledeurs  ont  encore  mteux  aimé  fupporter  l’ennui  de  la 
ledure  d’ Appollonius , ou  furmontet  les  difficultés  du  Calcul,  que 
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de  fe  voir  contraints  à percer  l’impénétrable  obfcurité  de  fcs 
Ecrits.  C’ed  ainll  que  les  découvertes  les  plus  intéreflantes  tom* 
bent  quelquefois  dans  l’oubli,  par  le  peu  de  foin  que  leurs  Au- 
teurs ont  eu  de  s’expliquer  clairement.  Le  parti  qu’il  m’a  femblé 
devoir  prendre , a été  de-montrer  d’abord  comment  il  faut  couper 
un  cône  pour  y former  les  trois  fcflions  coniques , fit  de  quelle 
maniéré  on  y découvre  leur  principale  propriété;  de  faire  voir 
enfuite  comment  on  peut  tracer  fur  un  plan  ces  mêmes  courbes , 

& déduire  de  leurs  formations  grand  nombre  d’autres  vérités 
importantes,  en  n’employant  prefque  jamais  que  les  propriétés 
du  cercle  dont  j'ai  parlé  ci-deflus.  Par  ce  moyen , l’étude  abftraiie  ^ 
des  ferions  coniques  fc  change  en  un  efpece  d’agréable  amufe- 
ment  très-propre  à faire  connoître  l’admirable  fécondité  qui  naît 
de  l'application  des  principes,  ôc  l’enchaînement  naturel  qui  fe 
trouve  entre  les.  dilFcrenres  parties  des  Mathématiques.  L’expé- 
rience que  j’en  ai  faite  à l’Ecole  de  la  Ferc,  parle  avantageufe- 
ment  en  faveur  de  ma  Méthode  ; il  n’eft  aucun  de  nos  Mdîieurs 
qui  en  peu  de  tems  n’ait  acquis  beaucoup  plus  de  connbiflances 
fur  cette  matière,  qu’il  n’en  avoir  acquis  par  une  longue  appli- 
cation aux  formules  algébriques  qui , de  leur  propre  aveu , leur 
avoient  infpiré  beaucoup  de  dégoût.  Je  ne  m’arrêterai  pas  ici  à 
faire  voir  l’utilité  des  ferions  coniques,  il  fuffira  de  dire  qu’oA 
trouve  ces  courbes  prefque  à chaque  pas,  dès  qu’on  veut  poulTet 
fon  étude  au-delà  des  fimples  Elémens,  & qu’en  particulier  l’on 
ne  pourroit  rienflatuerde  certain  fur  l’art  de  tirer  le  Canon  ôc  de 
jetter  les  Bombes  fans  la  connoilTancc  de  la  parabole  ôc  de  fes 
propriétés. 

Sur  la  fin  de  ce  fécond  Livre,  j’explique  le  Calcul  du  Toifé 
des  furfaccs  ôc  des  folides,  ôc  celui  du  Toifé  des  Bois  dont  l’ufagc 
ell  prefque  journalier  dans  la  plupart  de  nos  Arfenaux. 

L’Arithmétique  des  Infinis  dont  je  traite  au  commencement 
du  troifiéme  Livre,  eft  uneextenfion  de  la  Méthode  des Indivifi- 
bles  de  Cavallerius,  ôc  c’efi  elle  qui  a donné  nailTance  à nos 
nouveaux  Calculs,  je  veux  dire  le  différentiel  ôc  l’intégral  ; l’objet 
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de  cette  Science  appliquée  à la  Géométrie,  eft  de  trouver  la 
mefure  des  furfaces  ôc  des  folides , par  la  connoiirancc  du  rapport 
qu’ont  entr’eux  les  Elémens  dont  on  conçoit  que  ces  quantités 
font  compofées;  fon  étendue  n’eft  pas  à la  vérité  fi  grande  que 
celle  des  nouveaux  Calculs,  mais  elle  a l’avantage  d'avoir  des 
principes  plus  clairs  & plus  commodes  pour  la  pratique,  ôc  de 
plus,  fi  les  nouveaux  Calculs  vont  plus  loin,  cen’efi  qu’à  la  faveur 
des  fériés  infinies  qu’ils  employent,  & qui  après  tout,  ne  font 
que  des  approximations.  J’ai  reflerré  cette  matière,  autant  qu’il 
m’a  été  pofiible,  mais  comme  j’y  ai  mis  beaucoup  d'exemples 
qui  en  font  voir  l’ufage , j’en  ai  afifez  dit  pour  qu’on  puiflc  en 
déduire  grand  nombre  de  conféquences  qui  en  feront  fentir  toute 
l’utilité. 

La  Méchanique  en  général , eft  la  fciencc  du  Mouvement  ; elle 
contient  les  réglés  des  différens  mouvemens,  la  Statique,  ou 
l’équilibre  des  corps  folides,  IHydroftatique , ou  l’équiblibre 
des  corps  folides  plongés  dans  les  fluides,  l’Airométrie,  ou  la 
connoiffance  des  dilïérens  changemens  qui  arrivent  à l’air,  6c 
l’Hydrauliqift,  ou  les  réglés  du  mouvement  des  fluides.  Il  y a 
des  mouvemens  que  je  nomme  réels,  parce  qu’ils  exiftent  dans 
la  Nature,  6c  d’autres  que  je  nomme  mouvemens  jyflématiejues, 
parce  que  nous  ne  fçavons  pas  s’ils  exiftent  réellement,  6c  que 
nous  ne  les  connoilfons  que  par  les  hypothefes  que  quelques 
Auteurs  ont  faites  pour  expliquer  les  différens  phénomènes  du 
Monde  matériel.  Je  n’entre  point  dans  l’explication  des  moure- 
mens  fiftématiques,  cela  me  jetteroit  dans  des  détails  inutiles  à 
nos  Ecoles,  6c  qu’il  faut  lailTeraux  Aftronomes  6c  aux  Phyficiens. 
Je  me  borne  aux  loix  du  mouvement  uniforme,  du  mouvement 
uniformément  accéléré  ou  retardé,  du  mouvement  compofé  de 
deux  ou  plufieurs  forces  uniformes , 6c  du  mouvement  compofé 
de  deux  forces , dont  l’une  eft  uniforme , 6c  l’autre  uniformément 
accélérée,  ou  pour  mieux  dire  accélérante.  C’eft  fur  ce  dernier 
mouvement  qu’eft  fondé  l’art  de  jettcrles  Bombes,  6c  l’on  peut 
dite  que  ce  feroit  la  découverte  la  plus  belle  6c  la  plus  intéreffante 
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qu’on  eut  pCi  faire , fi  dans  la  pratique  grand  nombre  d’accidens 
n’en  affoibliflbit  la  certitude.  L’air  réfifte  au  mouvement  du  mo- 
bile,avec  diffdrens  degrés  de  force,  caufés  par  les  altérations 
qu’il  fouffre,  félon  les  dilférens  degrés  de  chaleur,  de  froideur, 
de  fécherelTe  & d’humidité,  dont  il  eft  fufceptible;  les  Bombes 
ôc  les  Mortiers,  quoique  coulés  avec  beaucoup  de  foin,  ne 
peuvent  être  faits  avec  cette  extrême  juftcflrc  qui  empêcheroit 
qu’il  n’en  provînt  aucun  dérangement;  la  poudre  eft  fujette  aux 
altérations  de  l’air,  & de  plus,  les  matières  qui  la  compofent  ne 
fe  mêlent  jamais  fi  bien , qu’elle  puifle  être  homogène  & uniforme 
dans  toutes  fes  parties , ce  qui  produit  des  inflammations  plus  ou 
moins  promptes,  & par  conféquent  différons  degrés  de  viteffe 
dans  le  mobile;  la  manœuvre  quelque  attention  qu’on  ait,  ne 
fçauroit  fe  faire  dans  la  précifion  géométrique»  & tous  ces  acci- 
dens  venant  à fe  combiner  d’une  infinité  de  façons,  produifent 
auffi  une  infinité  d’effets  différons,  que  les  réglés  de  la  théorie 
ne  peuvent  garantir,  qu’autant  qu’un  Officier  intelligent  & ha- 
bile s’applique  à connoître  ce  qui  les  altéré , pour  parvenir  plus 
furement  à fon  but  à travers  de  tant  de  variations.^Une  longue 
pratique,  & des  épreuves  fouvent  réitérées , font  ici  d’une  grande 
utilité , mais  il  faut  prendre  garde  que  ces  épreuves  étant  tou- 
jours accompagnées  de  quelques  unes  des  circonftances  dont  on 
vient  de  parler,  ne  ferviroient  qq’à  faire  imaginer  de  vains  fiftê- 
mes , fl  l’on  ne  partoit  d’un  point  fixe  & affuré  qu’on  n’abandonne 
jamais  de  vûe.  Pour  n’avoir  pas  pris  cette  précaution,  Rivaut, 
Tartaglia,  Diego  Ufano,  CoUado,  & prefque  tous  les  Auteurs 
qui  ont  écrit  fur  l’Artillerie  & fur  les  portées  des  pièces,  nous 
ont  débité  de  groflieres  erreurs  qui  auroient  peut-être  encore 
aujourd’hui  des  Partifans,  fi  M.  Blondel  dans  fon  excellent  Traité 
de  l’art  de  jetter  les  Bombes,  n’en  avoit  découvert  toute  la 
làuffeté;  de  toutes  les  voyes  qui  peuvent  conduire  à la  connoif- 
fance  du  vrai , il  n’en  eft  point  de  plus  fufpeâes  que  celle  des 
expériences,  leurs  effets  fe  montrent  aux  yeux,  mais  les  caufes 
qui  les  produifent  font  un  peu  plus  enveloppées , & ne  fe  décou- 
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Vrent  pas  aifément;  cependant  on  veut  raifonner,  & avoir  la 
gloire  de  la  découverte;  on  fotme  donc  des  conjeâures,  fans 
fe  donner  le  tems  d’examiner  toutes  les  circonftances,  lescon- 
jeftures  mènent  au  fiftême,  & le  fiftême  une  fois  imaginé,  on 
l’expofe  aux  yeux  du  Public  ; l’adrefle  confifte  à le  ptéfenter  du 
plus  beau  côté , à difllmuler  ce  qu’il  y a de  foible , & à mettre 
fouvent  fur  le  tapis  le  petit  détail  des  expériences , moyennant 
cela  on  éblouit  les  efprits  peu  éclairés , la  préfomption  fait  les 
fiftêmes , ôc  l’ignorance  trop  crédule  les  adopte.  Mais  qu’arrive- 
t’il?  la  vérité  prend  enfin  le  dclTus,  la  chimere  fe  dilfipe  & s’é- 
vanouit, ôc  la  confufion  en  refte  à l’Auteur  6c  à fes  Partifans , 
qui  font  tous  étonnés  d’avoir  été  féduits.  La  Nature  eft  un  efpece 
de  Protée,  bien  différent  de  celui  qu’Homere  nous  dépeint  fi 
agréablement.  Il  faut  la  fuivre  fans  relâche,  éclairer  fes  démar- 
ches, ôc  la  ferrer  de  près»  mais  dès  qu’on  veut  la  garotter,  ôc 
l’aifujettir  à des  raifonnemens  toujours  bornés,  elle  s’échappe, 
ôc  |>ar  cent  nouvelles  transformations  elle  femble  fe  faire  un 
plaifir  de  nous  faire  voir,  qu’il  s’en  faut  de  beaucoup  que  nous 
ne  la  faififlions.  Les  nouveautés  en  fait  d’Artillerie  font  fouvent 
Cl  pernicieufes  à l’Etat,  qu’on  ne  fçauroit  être  trop  fur  fes  gardes 
pour  n’en  produire  que  de  la  bonne  façon. 

Il  fe  trouve  toujours  entre  plufieurs  corps,  ou  entre  les  parties 
d’un  même' corps,  un  point  qu’on  nomme  centre  d’équilibre  ^ 
lorfqu’il  s’agit  de  plufieurs  corps,  ôc  centre  de  gravité,  lorfqu’il 
efi  quefiion  des  parties  d’iui  même  corps.  Sa  propriété  confifle 
en  ce  que  les  corps , ou  les  parties  d’un  même  corps , fe  tiennent 
en  équilibre  autour  de  lui,  dès  qu’il  n’a  point  de  mouvement.  Je 
commence  la  Statique,  parla  recherche  de  ces  fortes  de  points; 
je  fais  voir  leur  utilité  pour  la  connoiffance  des  forces  mouvan- 
tes, ôc  les  avantages  qui  en  proviennent  à la  Géométrie,  depuis 
que  le  P.  Guldin  Jéfuite  a découvert,  qu’il  fuffifoit  de  connoîrre 
le  centre  de  gravité  d’une  figure  plane,  ôc  la  valeur  de  cette  fi- 
gure, pour  connoitre  aifément  le  folide  qu’elle  produit,  lorf- 
qu’elle  tourne  autour  d’une  ligne  prife  pour  axe  de  mouvement. 
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Cette  Méthode  s’étend  auffi  à la  mefure  de  tous  les  onglets  oti 
prifmes  tronqués,  & c’eft  pour  cette  raifon  que  je  me  fuis  arrêté 
beaucoup  à chercher  les  centres  de  gravité  de  grand  nombre 
de  furfaces  planes.  De- là  je  paffe  à ce  qui  concerne  l’équilibre 
des  corps  qui  font  fur  des  plans  inclinés,  & de  ceux  qui  fe 
foutiennent  avec  des  cordes  j & je  viens  enfin  à l’explication 
des  différentes  machines.  Je  n’en  rapporte  qu’un  certain  nombre 
telles  que  font  les  différentes  efpeces  de  leviers , la  Balance 
Romaine , la  Balance  ordinaire , la  Poulie , les  Mouffles , la  Roue 
dans  fon  aiffieu,  les  Roues  dentées,  la  Chevre,  la  Vis  ôc  le 
Coin  ; mais  ce  que  j’enfeigne  touchant  la  maniéré  de  calculer 
le  rapport  de  la  puiffance  au  poids  dans  celles-ci , fervira  égale- 
ment pour  le  calcul  des  Machines  plus  compofées , qui  n’en 
font  que  des  répétitions  & des  différentes  combinaifons. 

Dans  l’Hydroftatique,  on  apprendra  à connoître  ce  que  c’ell 
que  la  maffe  d’un  corps,  fon  volume,  fa  denfité,  fa  pefanteut 
abfolue  & fa  pefantcur  fpécifique,  comment  on  trouve  les  pe- 
fanteurs  fpécifiques  des  fluides  des  folides,  ce  qui  fe  paffe 
lorfqu’un  corps  efi  plongé  dans  un  fluide  qui  a plus  ou  moins  de 
pefanteur  fpécifique  que  lui  ; de  quelle  maniéré  on  peut  faire 
flotter  un  corps  qui  devoir  naturellement  aller  à fonds , & en 
faire  enfoncer  un  autre  qui  devroit  furnager.  Ces  connoiffances 
font  fort  utiles  pour  l’Art  de  la  Guerre  : on  efl  fouvent  obligé 
de  faire  paffer  une  Armée  fur  des  Ponts  jettés  fur  une  riviere,  de 
tranfporter  des  Equipages , des  Canons  & des  Mortiers  fur  des 
batteaux  ; il  efi  donc  à propos  de  connoître  ce  que  ces  Ponts 
peuvent  fupporrer,  la  charge  qu’on  peut  mettre  dans  les  batteaux 
fans  les  faire  fubmerger,  & le  moyen  de  les  élever  fur  l’eau, 
lorfque  pat  quelque  accident  ils  font  coulés  à fonds. 

, L’Airométrie  traire  des  propriétés  de  l’air,  de  fa  pefantcur,  de 
fon  reffort,  de  fon  mouvement,  & des  différentes  conduifations 
& raréfaûions  que  caufent  dans  lui  le  froid,  le  chaud  , l’humi- 
dité, la  fechereffe,  & les  vapeurs  & exhalaifons  qui  fortent  du 
fein  de  la  Terre.  Les  Infirumens  dont  on  fe  fert  pour  juger  plus 
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aifément  de  la  plûpart  de  ces  chofes , font  le  Baromètre , le 
Thermomètre,  le  Manomètre  6c  l’Hygromètre j mais  comme 
c’ell  encore  ici  une  matière  de  Phyfique , où  la  variété  des  ac- 
cidens  peut  dérouter  la  plus  fine  théorie,  il  faut  Être  attentif  à 
ne  rien  ftatuer  avec  trop  de  précipitation  fur  la  foi  de  ces  Inftru- 
mens , ni  des  expériences  qu’on  pourroit  avoir  faites. 

Dans  l’Hydraulique  enfin , j’explique  .quelle  eft  la  nature  du 
mouvement  de  l’eau,  comment  on  peut  calculer  la  dépenfe 
qui  s’en  fait  par  l’orifice  d’un  vafe  ou  par  le  permis  d’une  riviere 
ou  d’un  canal;  de  quelle  manière  on  peut  fe  fervir  utilement  de 
l’air  pour  élever  l’eau  au-deffus  de  fon  niveau , ce  qui  renferme 
l’explication  des  Machines  hydrauliques,  6c  la  fai^on  de  calculer 
la  réfiftance  que  l’eau  oppofe  aux  corps  folides. 

Les  réglés  de  la  Perfpeftivc  font  fi  propres  non-feulemcnt  à 
donner  le  goût  6c  la  dclicateffe  du  deCTein . mais  encore  à former 
Ce  coup  d’œil  qu’on  eftime  tant  6c  avec  raifon  dans  les  Gens  de 
Guerre,  que  j’ai  crû  devoir  en  compofer  un  petit  Traité  qu’on 
trouvera  à la  fin  de  cet  Ouvrage.  Je  n’y  ai  rien  dit  d’abfolument 
nouveau , la  chofe  n’étoit  guéres  pofTible  ; tout  a été  dit  fur  cette 
matière.  Mais  je  m’y  fuis  attaché  à fimplifier  les  principes,  à les 
réduire  en  moindre  nombre,  6c  à leur  donner  tant  de  clarté, 
qu’il  n’efl  befoin  pour  les  entendre  que  d’avoir  une  légère  tein- 
ture des  Elémens  de  la  plus  fimple  Géométrie.  J’efpere  que 
ceux  qui  liront  cet  Ouvrage  conviendront  aifément  que  je  fuis 
parvenu  au  but  que  je  m’étois  propofé. 

11  femble  qu’avant  de  finir  ce  Cours  de  Mathématique  j’aurois 
dû  y ajouter  des  réflexions  6c  des  maximes  fur  la  Conflruélion, 
l’Attaque,  ôc  la  Défenfe  des  Places;  mais  comme.ee  fujet  de- 
mande d’étre  traité  avec  une  certaine  étendue,  6c  que  d’ailleurs 
je  viens  de  donner  au  Public  une  fécondé  Edition  du  Parfait 
Ingénieur  François , où  je  n’ai  rien  omis  de  tout  ce  qu’on  pouvoir 
fouhaiter  là-defTus,  j’ai  crû  qu’il  valoir  mieux  y renvoyer  le  Lec- 
teur, que  de  groflir  ce  Traité  par  des  matières  trop  reflerrées,  Ôc 
qui  par  conféquent  n’auroient  pû  être  d’une  grande  utilité. 
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Au  refte,  cet  Ouvrage  eft  bien  éloigne  d’étre  un  Abrégé  de 
mon  Cours  en  cinq  Volumes.  Il  s’y  trouve  bien  des  chofes  que 
mon  Cours  ne  renferme  point , de  même  que  le  Cours  en  ren- 
ferme grand  nombre  d’autres  que  j’ai  paffé  fous  filence  dans  ce 
Volume  pour  les  raifons  que  j’ai  rapportées  ci-delTus;  quant  à 
celles  qui  font  communes  à l’un  6c  à l’autre,  elles  font  traitées 
ici  d’une  maniéré  toute  différente,  ce  qu’on  verra  aifémentdans 
la  Géométrie,  dans  les  ferions  coniques,  6cc.  Un  Auteur  qui 
ne  ceffe  de  travailler,  ne  peut  manquer  d’avoir  des  nouvelles 
idées,  6c  d’acquérir  des  connoilfances  qu’il  n’a  voit  pas  aupara- 
vant. C’eft  donc  ici  un  efpece  de  fupplément  à mes  autres  Ecrits  i 
& ce  fupplément  ne  peut  manquer  d’être  d’une  grande  utilité 
pour  ceux  mêmes  qui  auront  lù , ou  qui  feront  bien  aifes  de  lire 
ces  Ouvrages. 
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DES  PRINCIPALES  PARTIES 


DES  MATHEMATIQUES. 

LIVRE  PREMIER. 

Contenant  les  Elément  de  l* Arithmétique  de  t Algèbre. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Définitions  & Principes. 

"Arithmétique  eft  la  Science  des  Nom! 
ou  l’Art  de  compter. 

2.  Cette  Science  étant  extrêmement  nécelTaire 
dans  l’ufage  de  la  vie , il  n’eft  point  de  Nation  qui 
n’ait  imaginé  des  caraâeres  pour  exprimer  les 
— ' différens  nombres,  & pour  faire  aifément  les 
Calculs  ; mais  ceux  que  les  Arabes  ont  inventé  ayant  paru  les  plus 
commodes , ont  enfin  enmorté  le  deflus , & il  y a déjà  long-tems 
que  tous  les  Peuples  de  l’Europe  s’en  fervent  non-feulement  dans 
Tome  I.  A 
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le  Commerce  ] maïs  encore  dans  ce  qui  concerne  les  Sciences 

£c  les  beaux  Ans. 

3.  Ces  caraéleres  font  au  nombre  de  dix  tels  qu’on  les  voit  ici. 
Les  neufpremiers  expriment  les  neuf  premiers  nom- 
bres, c’eft-à-dire,  Un,  Deux,  Trois , ù'c,  & s’appel- 
lent Unités,  parce  que  chacun  pris  folitairement  n’ex- 
prime que  des  unités.  Le  caraélereV,  par  exemple, 
marque  fix  unités,  ôcainfi  des  autres.  Le  dernier  ca- 
laftere  o qu’on  nomme  zéro , ne  lignifie  rien  par  lui-, 
même,  mais  dès  qu’il efi  joint  avec  les  autres , il  ell 
d’une  grande  utilité,  comme  on  le  verra  bientôt. 

4.  Lorfqu’on  écrit  fur  une  même  ligne  plufieurs 
des  caraêleres  dont  nous  venons  de  parler,  alors  leur 
valeur  change  félon  le  rang  qu'ils  occupent.  Le  pre- 
mier à droite  vaut  toujours  des  unités  ; le  fécond  en  tirant  vers 
la  gauche  vaut  des  dixmnes,  c’eü*à-dire , dix  fois  plus  qu’il  ne 
vaudroit  s’il  étoit  feul  ; le  troifiéme  devient  encore  dix  fois  plus 
grand , & vaut  par  conféquent  des  centaines , puifque  dix  fois  dix 
font  cent  ; le  quatrième  augmente  encore  fit  valeur  de  dix  fois 
plus,  ôc  vaut  des  mille,  parce  que  dix  fois  cent  font  mille  ; le 
cinquième  par  la  même  raifon  vaut  des  dixaines  de  mille  ; le 
lixiéme  des  centaines  de  mille  ; le  feptiéme  des  millions,  & ainfi 
de  fuite , augmentant  toujours  les  valeurs  de  dix  fois  plus , comme 
on  voit  dans  la  Table  fui  vante. 


\,Un 
2 , Deux 
S , Trois 
4 , Quatre 

S > f 

6,  Six 

7,  Sept 

8 J Huit 

9 > ^euf 
O , Zéro 


S " 

O 8 

is.  O 

!s  B 

-a 

TJ  V 

s’S 

O C 
iz  O 


*2  ^ 
g -Si 


B *s  = e '2  O -û 

? ^ O 


TJ  V ^ ns 
. m ^ "O  « ^ -O 
! *:  n M ^ Al 

• - • ■ S .1  g -S 


•s 

Il 

î%  Il 

■°  Ji  Ê -g  J 

s « j .g  « ■P 

.2  8 ^ „ "P  S H 

= .2  .5  = « .a  3 J 

•3  = 3 3 = ^ -3  ^ 
E e 


ii 


E'i 


e ' 

4i 

"TJ  . 


M 

T3  t> 


I s Êls-sllll  §8.il  .1 


■a 
a 

O 

4jtf3y2i(î87j63a4J35»J4ay78237p 

Si  on  vouloit  continuer  cette  fuite  au-delà  des  Trillions,  on 
nommeroit  les  caraéleres  fuivans , dixaines  de  trillions,  centaines 
de  trillions , mille  de  trillions , dixaines  de  mille  de  trillions , cen- 
taines de  mille  de  trillions , millions  de  trillions , dixaines  de  mil- 
lions de  trillions , centaines  de  millions  de  trillions , quadrillions, 
ôc  ainfi  des  autres  à l’infinL 
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J.  Aa  moyen  de  ceci,  il  eft  facile  de  fupputer  6c  d’écrire  tel 
nombre  que  l’on  voudra.  Soit,  par  exemple , le  nombre  78  ; 57P y j, 
je  nomme  le  premier  caraâere  à droite  unités  fie  fécond  en  tirant 
vers  la  gauche  dixaines,  le  troifiéme  ctmaines , le  quatrième  mille  t 
le  cinquième  dixaines  de  mille , le  llxième  centaines  de  mille , le 
feptième  millions , 6c  enfin  le  huitième  dixaines  de  millions  ^ ce  qui 
me  fait  voir  qu’en  revenant  de  gauche  à droite , le  nombre  con- 
tient fept  dixaines  de  millions , ou  foixante  • dix  millions , huit  mil- 
lions , cinq  cens  mille,  fix  dixaines  de  mille,  ou  foixante  mille, 
fept  mille,  neuf  cens,  cinq  dixaines  d'unitès,  ou  cinquante  ôc 
trois;  d’où  j’inîere  que  ce  nombre  vaut  en  tout  foixante  dix-huit 
millions  cinq  cens  foixante-fept  mille  neuf  cens  cinquante-trois. 

Que  fl  le  nombre  propofè  contenoit  un  ou  plufteurs  zéros , cela 
fignihcroit  que  ce  nombre  ne  contiendroit  point  les  quantités 
dont  les  zéros  occupent  la  place  ; par  exemple , dans  le  nombre 
780004 , on  verroit  en  allant  de  droite  à gauche , que  ce  nombre 
contient  quatre  unités , point  de  dixaines  , point  de  centaines  , 
point  de  mille,  huit  dixaines  de  mille,  6c  fept  centaines  de  mille, 
6c  par  confèquent  en  revenant  de  gauche  a droite , on  diroit  que 
ce  nombre  contient  fept  cens  quatre-vingt  mille  6c  quatre  unités. 

De  même,  fi  on  vouloit  écrire  le  nombre  trois  millions  fix  cens 
quarante-trois  mille  fept  cens  cinquante-deux on  écriroit  d’a- 
bord un  3 pour  les  trois  millions , puis  en  allant  de  gauche  à droite, 
on  écriroit  un  6 pour  les  fix  cens  mille,  un  4 pour  les  quarante 
mille,  un  3 pour  les  trois  mille,  un  7 pour  les  fept  cens,  un  y 
pour  les  y O,  un  2 pour  les  deux  unités,  6c  l’on  auroit  3<î437î2 
qui  exprimeroit  le  nombre  demandé. 

Que  fi  le  nombre  propofé  étoit  deux  millions  quarante  mille  trois 
cens  trente  ; on  écriroit  d’abord  un  2 pour  deux  millions , enfiiite  en 
venant  de  gauche  à droite,  on  mettroit  un  zéro,  parce  que  le 
nombre  propofé  ne  contient  point  de  centaines  de  mille,  enfuite 
un  4 pour  les  quaiante-mille , puis  un  zéro , parce  que  le  nombre 
propofé  ne  contient  point  d’unités  de  mille , puis  un  3 pour  les 
trois  cens , enfuite  un  3 pour  les  trente , 6c  enfin  un  o , parce  que 
le  nombre  propofé  ne  contient  point  d’unités , 6c  l’on  auroit 
2040330 , & ainfi  des  autres  > d’où  l’on  voit  que  le  zéro  en  occu- 
pant la  place  des  quantités  qu’un  nombre  ne  contient  pas , con- 
ferve  le  rang , 6c  par  confèquent  la  valeur  de  celles  qu’il  contient. 

Voilà  en  quoi  confifle  tout  l’artifice  des  caraéleres  arabes , ar- 
tifice qu’on  peucregaidet  comme  l’une  des  plus  belles  invendonS 
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de  l’erprit  humain , pulTqu’au  moyen  de  dix  caraûetes  très-fimpîes> 
on  vient  à bout  non-feuIcment  d’écrire  très-aifément  toute  forte 
de  nombre,  mais  encore  de  les  augmenter,  les  multiplier,  & 
faire  en  un  mot  toutes  les  opérations  ncceffaites  dans  les  différens 
cas  qui  peuvent  fe  préfenter. 

6.  Les  nombres  en  eux-mêmes  font  des  idées  abfttaites  qui  ont 
à la  vérité  une  valeur  fixe  ôc  confiante , mais  qui  ne  fignifient  rien 
de  déterminé.  Par  exemple , le  nombre  20  vaut  toujours  vingt  uni- 
tés, ou  deux  dixaines , mais  il  ne  fignifie  pas  plus  vingt  hommes, 
que  vingt  chevaux , ou  vingt  écus , &c.  C’efi  pourquoi  quand  on 
veut  déterminer  la  lignification  des  nombres , il  faut  nécefiaire- 
ment  écrire  après  eux  ce  qu’on  veut  qu’ils  fignifient  ; pour  dire 
20  ioüis , il  faut  non-feulement  écrire  20 , mais  encore  il  faut 
écrire  le  mot  de  Ioüis , & ainfi  des  autres. 

7.  Les  nombres  dont  la  fignification  eft  déterminée  peuvent 
être  ou  de  mJme  ^pece , ou  de  differente  efpece , félon  que  les  chofes 
qu’ils  fignifient  font  de  même  nature  ou  de  différente  nature. 
écus , 6c  8 écus  font  des  nombres  de  même  ejpece  ; p écus  6c  p 
toifes  font  des  nombres  de  différente  efpece. 

8.  L’ufage  a voulu  qu’on  ait  fait  des  divifiqns  6c  des  fou-divi- 
fions  de  certaines  chofes;  par  exemple,  on  a divifé  la  livre  en 
20  parties  nommées  fols , ôc  le  fol  en  1 2 parties  nommées  deniers. 
De  même , on  a divifé  la  toife  en  fix  parties  ou  pieds , le  pied  en 
12  parties  ou  pouces,  le  pouce  en  12  parties  ou  lignes,  ôc  la 
ligne  en  12  parties  nommées  points,  6c  ainfi  de  grand  nombre 
d’autres  chofes.  Ces  fou-divifions  fe  nomment  fous-efpeces  ; quand 
on  dit,  une  livre  fix  fols  quatre  deniers  , les  fix  fols  quatre  deniers 
font  des  fous  cfpeces  de  la  livre. 

p.  Tout  nombre,  foit  que  fa  fignification  foit  déterminée , ou 
qu’elle  ne  le  foit  pas,  eft  ou  entier , ou  rompu , autrement  dit  fra~ 
ilion.  Un  nombre  entier  eft  un  nombre  qui  par  lui-même  ne  nous 
donne  point  l’idée  d’un  tout  dont  il  fafie  partie  ; l’unité  6c  tous 
les  nombres  au-deflus  de  l’unité  font  de  cette  nature  ; car  quand 
<)n  dit  pat  exemple  2 ou  2 écus , ce  nombre  2 ne  nous  préfente 
l’idée  que  de  deux  unités  ou  de  deux  écus  fans  aucun  rapport  à 
quelque  autre  nombre  dont  ces  deux  unités  ou  ces  deux  écus  faf- 
lènt  partie  : au  contraire  le  nombre  romptu,  ou  la  fraction  eft  uu 
nombre  qui  porte  avec  lui  l’idée  d’un  tout  dont  ce  nombre  n’eft 
qu’une  partie  ; de  cette  efpece  font  tous  les  nombres  qu’on  nomme 
wn  tiers , un  quart , un  cinquième , un  ftxiéme , ôcc.  car  ces  nombres 
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nous  préfentent  toujours  l’idée  d’un  tout  plus  grand  qu’eux. 

Delà  il  fuit  qu’une  fraftion  proprement  dite  eft  toujours  moin- 
dre que  le  tout  ou  l’entier  dont  elle  eft  partie , ôc  que  fi  quelquefois 
on  fe  fert  de  ces  façons  de  parler,  trois  moitiés , quatre  tiers,  6tc’ 
qui  expriment  des  nombres  plus  grands  que  leur  tout  ; ces  fortes 
de  fraÛions  font  des  fraûions  improprement  dites  ; car  au  lieu  de 
dire  trois  moitiés , on  devroitdire  a proprement  parler  un  & demi, 
puifque  trois  moitiés  font  la  même  chofe  tjue  deux  moitiés  ; c’eft- 
a-dire  l’entier  ou  le  tout , plus  la  moitié  d un  entier , ôc  ainfi  des 


autres. 

10.  Les  nombres  fedivifent  encore  en  nomhtesfimpfes  6c  en 
nombres  compofes , le  nombre  fimple  eft  celui  qui  ne  contient  que 
des  chofes  de  la  même  efpece  ; 20  unités  ou  20  écus  eft  un  nombre 
fimple , parce  qu’il  ne  contient  que  20  unités  de  même  nature, 
ou  20  écus  ; de  même  trois  quarts  eft  un  nombre  fimple,  parce 
qu’il  contient  des  parties  d’un  tout  de  même  efpece.  Le  nombre 
eontpofe  eft  un  nombre  qui  contient  des  fous-efpeces , 205j8c  un  quart 
eft  un  nombre  compofé,  à caufe  qu’il  contient  vingt  unités,  Ôc 
un  quart  d’unité  ou  une  fou-divifion  d’unité.  De  même , 20  livres 
^ fols  eft  un  nombre  compofé,  puifqu’outre  les  livres  il  contient 
des  fols,  c’eft-à-dire  des  fous-efpeces  de  la  livre.  Au  refte,  il  faut 
prendre  garde  qu’on  ne  doit  appeller  nombre  compojé , que  ceux 
qui  font  compofes  d’efpeces  6c  de  fous-efpeces , ou  d’unités  ôc 
ôc  de  fraéUons  de  ces  mêmes  unités;  20  écus  ôc  j toifes  ne  font 
pas  un  nombre  compofé , non  plus  que  20  fols  ôc  trois  quarts  de 
toiles. 

1 1.  Les  principales  operations  de  l’Arithmétique  font  l’yfÉ/dr- 
tition , la  Soujlraélion , la  Multiplication , ôc  la  Divijion. 

Ajouter,  c’eft  faire  un  tout  de  deux  ou  plufieurs  nombres  de 
même  efpece } ce  tout  fe  nomme  Somme.  ’ 

Saujlraire , c’eft  retrancher  un  nombre  d’un  autre  de  même 
efpece  ; ce  qui  refte  après  l’opération  fe  nomme  Refte  ou  Difte- 
rfBff,  parce  que  la  différence  de  deux  nombres  inégaux , n’eft 
autre  chofe  que  ce  qui  refte , lorfqu’on  a retrauclié  le  plus  petit 
du  plus  grand. 

Multiplier , c’eft  prendre  un  nombre  autant  de  fois  qu’il  y a 
d’unités  dans  le  nombre  qui  le  multiplie.  Quand  on  multiplie  2 
par  î , on  prend  deux  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  trois  , 
c’eft-à-dire,  on  le  prend  trois  fois,  le  nombre  2 fe  nomme  le 
Multiplicande X le  nombre  3 le  Multiplicateur , ôc  le  nombre  6 qui 
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pr^ient  de  cette  Multiplication  fe  nomme  le  Produit.  Il  eft  in* 
diKrent  de  prendre  le  Multiplicande  pour  le  Multiplicateur,  ou 
le  Multiplicateur  pour  le  Multiplicande;  car  il  ell  viflbie  que  fî 
l’on  multiplie  2 par  3 , ou  3 par  2 , le  Produit  fera  toujours  6. 

Divifer,  c’eft  retrancher  un  nombre  d'un  autre  autant  de  fois 

3u’il  y eü  contenu.  Quand  on  divife  6 par  2 , on  cherche  combien 
e fois  2 eil  contenu  dans  6,  le  nombre  6 fe  nomme  le  Dividende 
le  nombre  2 fe  nomme  Divifeur , 6c  le  nombre  3 qui  marque  com- 
bien de  fois  le  Divifeur  a ell  contenu  dans  le  Dividende  5,  fe 
nomme  le  Quotient. 

12.  Ces  quatre  opérations  peuvent  fe  faire  fur  les  nombres 
entier?, fur  les  nombres  rompus,  fur  les  nombres  fimples,  6c  fur 
les  nombres  compofés.  Nous  allons  expliquer  dans  le  Chapitre 
fuivant  l’Addition  6c  la  Soullraâion  des  nombres  entiers  fimples, 
6c  compofés,  la  Multiplication  6c  la  Divifion  des  nombres  entiers 
fimples.  après  quoi  nous  parlerons  dans  les  Chapitres  fuivans  de  la 
maniéré  ovaire  les  mêmes  opérations  fur  les  fraâions , 6c  de  la 
Multiplicanon  6c  Divifion  compofée. 

* Axiome. 

13.  Un  Tout  eft  égal  àfes  parties  prifes  enfemble.  Les  parties  du 
nombre  y font  2 6c  3 ; il  eft  vifible  qu’en  ajoutant  enfemble  2 6c  3, 
on  aura  y égal  au  nombre  y qui  eft  compofé  de  ces  deux  parties. 


CHAPITRE  SECOND. 

Contenant  Pexplication  des  quatre  premières  Règles  d Arithmétique. 
Addition  simple. 

i4.r>OuR  ajouter  enfemble  plufieurs  grandeurs  fimples , on 
f les  écrit  les  unes  fous  les  autres  en  mettant  les  unités 
fous  les  unités,  les  dixaines  fous  les  dixaines,  les  centaines  fous 
les  centaines,  6c c.  après  quoi  on  opère  comme  on  va  voir  dans 
l’Exemple  fuivant. 

Exemple.  Il  y a dans  une  Armée  4y  3 8 hommes  d Infanterie , i y ip 
Carabiniers  , 3323  Cavaliers,  cÿ*  2242  Dragons ^ on  demande 
combien  il  y a d'hommes  en  tout. 

J’écris  tous  ces  nombres  les  uns  fous  les  autres,  comme  il 
vient  d’être  dit,  après  quoi  commençant  par  la  colonne  à droite, 
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j’ajoute  tous  les  nombres  quelle  contient,  en  difant : 8 & 5 font 
17  & 3 font  20  & 2 font  22 , c’eft-à- 
dire  deux  dixaines  & deux  unités , ôc 
comme  cette  colonne  ne  peut  conte- 
nir que  des  unités , je  mene  une  ligne 

i>ar-deflbus,  & j’écris  2 fous  cette  co- 
onne,  tranfponant  les  deux  dixaines 
à la  colonne  fuivante. 


4yj8  FantaJJint. 

I J I P Carabinitrt. 
3325  Cavaliers. 
2242  Dragons. 

Somme  11622  Hommes. 


Je  viens  donc  à la  colonne  fuivante,  & je  dis  : 2 que  je  tranf- 
porte  & 3 font  y & i font  6 & 2 font  8 & 4 font  1 2 , c’eft-à- 
dire  douze  dixaines,  ou  cent  ôc  deux  dixaines,  & comme  cette 
colonne  ne  peut  contenir  que  des  dixaines , j’écris  par-deflbus  2 , 
ou  deux  dixaines,  ôc  je  tranfporte  une  centaine  à la  colonne  fui- 
vante. 

Je  palTe  à cette  troifiéme  colonne , & je  dis  : i que  je  tranf- 
porte & y font  6 & y font  1 1 & 3 font  14  & 2 font  i6,  c’eft-à- 
dire  16  centaines , ou  un  mille  & fix  centaines,  & comme  cette 
colonne  ne  peut  contenir  que  des  centaines , j’écris  par-delTous 
6,  ôc  je  traïuporte  un  mille  à la  colonne  fuivante. 

Je  dis  donc  1 6c  4 font  y 6c  1 font  6 ôc  3 font  p 6c  2 font  1 1,' 
c’eft-à-dire  onze  mille , ou  une  dixaine  de  mille  ôc  un  mille , j’écrjs 
1 fous  cette  colonne , 6c  j’avance  i ou  une  dixaine  de  mille  vers 
la  gauche,  ôc  la  fomme  totale  ell  1 1622. 

La  Démonüration  de  ceci  eft  évidente  par  elle-même  ; car  If 
eft  vifible  qu’en  opérant  comme  j’ai  fait,  j’ai  formé  un  tout  qui 
comprend  tous  les  nombres  propofés  ; or  le  tout  eft  égal  à toutes 
fes  parties  prifes  enfemble  (A''.  13.)  donc  le  tout  que  j’ai  trouvé 
eft  égal  à toutes  fes  parties  prifes  enfemble. 

I y.  On  donne  plufieurs  maniérés  de  faire  la  preuve  de  l’Addi- 
tion , c’eft-à  dire,  de  voir  fi  on  ne  s’eft  point  trompé  ; mais  la 
meilleure  eft  de  recommencer  de  nouveau,  non  plus  en  ajoutant 
chaque  colonne  4e  haut  en  bas,  comme  nous  avons  fait,  mais 
de  bas  en  haut.*  on  dira  donc  2 6c  3 font  y 6c  p font  14  6c  8 font 
22  ; ainfi  on  verra  qu’on  ne  s’eft  pas  trompé  en  écrivant  2 fous 
cette  colonne,  6c  en  tranfportant  deux  dixaine  à la  colone  fui- 
vante, 6c  continuant  delà  même  fa^on,  on  découvrira  aifémenc 
fl  on  a commis  quelque  erreur. 


Addition  compose’ e.  » 

1 6.  L’Addition  compofée  fe  fait  en  écrivant  d’abord  chaque 


« ' ELEMENS 

fous  -efpece  fous  la  fous-efpece  femblable,  après  quoi  on  opéré 

comme  on  va  voir. 

Exemple.  Un  homme  a reçu  de  tun  defes  créanciers  jSç  livres  iJ 

Jols  II  deniers , tfun  autre  432  livres  14  fols  10  deniers,  dtun 

troiftéme  livres  ip  fols  p deniers,  & tfun  quatrième  63  J liv. 

18  fols  10  deniers , combien  a i il  reçu  en  touti 

Après  avoir  écrit  ces  nombres  les 
uns  fous  les  autres  comme  on  voit  ici,  452  14  10. 

je  commence  par  les  deniers,  & 5'34  9’ 

comme  il  en  faut  12  pour  faire  un  635-  18  10. 

fol , je  dis  : 1 1 8c  10  font  21,  c’eft-à-  Somme  ip6p*  p'""  4^- 
dire  un  fol  ôc  neuf  deniers,  je  mecs 
' un  point  à côté  du  dix  pour  marquer  que  j’ai  un  fol , ôc  je  conti- 
nue en  difant  : p deniers  que  j’aiau-deflus  d’un  fol , & p qui  vien- 
nent après  font  1 8 , c’eft-à-dire  un  fol  ôc  6 deniers , je  mets  un 
point  à côté  du  p , pour  marquer  que  j’ai  encore  un  fol , ôc  je  dis  : 
6 deniers  que  j’ai  au-deffus  d’un  fol  ôc  10  font  16,  ou  un  fol  qua- 
tre deniers , je  mets  un  point  à côté  du  i o , ôc  j’écris  4 au-deflbus 
de  la  ligne. 

Les  trois  points  que  j’ai  marqué  me  faifant  voir  que  j’ai  trois 
fols , je  porte  ces  trois  fols  au  rang  des  fols , ôc  je  dis  : 3 ôc  ^ 
"font  8 ôc  4 font  1 2 ôc  p font  2 1 ôc  8 font  2p , ou  deux  dixaines  ôc 
neuffols , j’écris  p fous  la  ligne , ôc  je  porte  2 au  rang  des  dixaines, 
en  difant  : 2 ôc  i font  3 ôc  i font  4 ôc  i font  y Ôc  i font  6 dixai- 
nes ; or  il  en  faut  2 pour  faire  une  livre , je  prens  donc  la  moitié 
de  6 qui  cft  3 , ôc  par  conféquent  j’ai  trois  livres,  ôc  comme  il  ne 
me  refie  point  de  dixaines , je  n’écris  rien  fous  le  rang  des  dixai- 
nes de  fois. 

Je  porte  mes  3 livres  au  rang  des  livres,  en  difant:  3 ôc  y font 
8 ôc  2 font  10,  ôcc.  ôc  achevant  le  refie  comme  dans  l’exemple 
précédent , j'ai  la  fomme  totale  demandée. 

Si  au  lieu  de  6 dixaines  de  fois , j’avois  eu  un  nombre  impair 
comme  7.  J’aurois  pris  la  moitié  de  7 qui  efl  3 livres,  ôc  par  con- 
féquent j’aurois  porté  3 au  rang  des  livres,  mais  comme  il  me  feroh 
refié  une  dixaine , j’aurois  écrit  i fous  le  rang  des  dixaines  de  fols. 

Tout  ceci  n’a  pas  befoin  de  Démonfliation, 

✓ 

Soustraction 
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Soustraction  simple. 

17;  I*^  Exemple.  Il  y a dans  une  Place  pjSd  hommes,  on  veut  en 
faire  fortir  combien  en  reftera-t’ill 

J’écris  le  plus  petit  nombre  fous  le  grand,  en  P J 85 

mettant  les  unités  fous  les  unités , les  dixaines  fous  4574 

les  dixaines,  ôcc.  ôc  tirant  une  ligne  par-delTous,  J212  Refle. 
je  commence  à droite,  & je  dis  : de  6 retranchez  Preuve 

4,  il  refte  2 que  j’écris  fous  la  ligne  ; de  8 retran- 
chez 7,  ilrefte  i que  j’écris  de  même,  & agilfant  de  la  même  fa- 
çon aux  autres  colonnes,  je  trouve  qu’il  reliera  5212  hommes 
dans  la  Place. 

1 8.  Pour  faire  la  preuve  , j’ajoute  enfemble  le  relie  avçc  le 
nombre  des  hommes  qu’on  veut  faire  fortir  , 6c  li  la  fomme  fe 
trouve  égale  au  nombre  total  d’hommes  qui  étoit  dans  la  Place, 
la  réglé  ell  julle , puifqu’il  ell  évident  que  la  fomme  totale  n’eft 
autre  chofe  que  le  nombre  des  hommes  qui  fortcnt  joint  au  nom- 
bre de  ceux  qui  relient. 

De  même  que  l’Addition  fert  de  preuve  à la  Soullraêlion , de 
même  aulfi  la  Soullraêlion  fert  de  preuve  à l’Addition;  car  fi  dans 
l’exemple  que  nous  venons  de  donner  les  4 j 74  hommes  qui  doi- 
vent fortir , joints  aux  j 2 1 2 qui  doivent  relier , font  véritablement 
la  fomme  de  p y 85  ; il  ell  clair  qu’en  retranchant  de  cette  fom- 
me le  nombre  4574,  le  relie  doit  être  yzia,  ôc  de  même  fi  on 
retranche  de  cette  même  fomme  p y 8 5 , le  nombre  y 2 1 2 , le  relie 
doit  être  4j  74;  donc  fi  en  faifant  l’une  ou  l’autre  de  ces  Soullrac- 
tions , on  ne  retrouve  pas  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  relies , ce  fe- 
ra une  marque  que  l’Addition  aura  été  mal  faite. 

II.  Exemple.  Un  homme  a repuiPune  part  *joo%2  livres,  ù"  de 
[autre  il  a payé  livres,  combien  lui  reJîe-t'iU. 

J’écris  ces  nombres  comme  il  vient  d’être  dit  ; en-  70082* 
fuite  je  dis  : de  2 retranchez  y,  cela  ne  fe  peut;  c’ell  y 875 y* 
pourquoi  j’emprunte  une  dixaine  au  rang  des  dixaines , j ^ * 

6c  je  mets  un  point  fur  le  8 , pour  marquer  qu’il  ne 
vaudra  plus  que  7 ; je  dis  donc  une  dixaine  que  j’ai  emprunté  ôc 
deux  unités  font  12  unités  , ôc  de  12  retranchez  y il  relie  7 que 
j’écris  fous  la  ligne  ; je  palfe  aux  dixaines  en  difant  ; de  7 ôtez  5, 
il  telle  I que  j’éctU  ; enfuite  de  o retranchez  7,  cela  ne  fe  peut; 
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c’eft  pourquoi  j’emprunte  une  unité  du  rang  fuivant;  mais  comme 

11  n’en  a point  j je  paffe  à l’autre  fur  lequel  je  mets  un  point  ; or 
les  unités  de  ce  rang  valent  des  dixaines  de  mille , ainfi  l’unité 
que  j’ai  emprunté  vaut  dix  mille,  mais  dix  mille  eft  trop  grand 
pour  retrancher  7 , c’eft-à-dire  7 centaines  dans  le  rang  où  je  dois 
opérer,  c'eft  pourquoi  je  laide  9 mille  fur  le  rang  des  mille,  en 
mettant  un  point  fur  le  zéro  de  ce  rang , pour  marquer  que  ce  zéro 
vaudra  neuf,  & il  ne  me  refte  plus  qu’un  mille  ou  dix  centaines; 
je  dis  donc  de  10  centaines  ôtez  7,  il  refte  j que  j’écris  fous  la 
ligne  ; enfuite  de  9 ôtez  8 , il  refte  1 , & enfin  de  6 ôtez  j,  il  refte 
1 , fit  par  conféquent  il  refte  à cet  homme  11517  livres.  La  réglé 
eft  donc  lorfqu’il  fe  trouve  plufieurs  zéros  dans  les  rangs  où  l’on 
veut  emprunter,  de  palfer  jufqu’au  rang  où  il  fe  trouve  des  unités, 
& de  mettre  des  points  fur  ce  rang  & fur  les  zéros  de  ceux  où 
on  n’a  pas  pû  emprunter,  & faire  valoir  9 chacun  de  ces  zéros. 

Ainfi  pour  retrancher  3y<j2  de  600  \ , on  dira  d’a- 
bord ; de  I ôtez  2,  cela  ne  fe  peut,  on  empruntera 
donc  une  dixaine  ; mais  le  rang  des  dixaines  n’eri  ayant 
point  non  plus  que  celui  des  centaines,  on  paffera  au 
rang  des  mille , & l’on  empruntera  un  mille  ou  i o cen- 
taines, 6c  comme  dix  centaines  font  trop  grandes  pour  ne  re- 
trancher que  2 unités,  on  laiffera  9 centaines  au  rang  des  cen- 
taines, 6c  de  la  centaine  reftante  on  laiffera  9 dixaines  au  rang 
des  dixaines , 6c  il  ne  reliera  plus  qu’une  dixaine , laquelle  jointe 
à l’unité  qu’on  a , fera  1 1 ; on  dira  donc  : de  1 1 ôtez  2 , il  refte  9 ; 
de  9 ôtez  4,  il  refte  y ; de  9 ôtez  y,  il  refte  4,  6c  de  y ôtez  3 , 
il  refte  2. 

Soustraction  compose’ e. 

19.  I*^  Exemple.  Sur  986  livres  1 y fols  8 deniers,  on  veut  payer 

7y4  livres  9 fols  6 deniers , que  rejlera-t’ill 

J’écris  le  moindre  nombre  fous  le  plus  grand,  • 986*^  19^°''  8‘‘”- 
les  deniers  fous  les  deniers,  les  fols  fous  les  fols,  794*  9’°*'  6^ 

6c c.  6c  je  dis  : de  8 deniers  ôtez  6,  il  refte  2;  232*  6'°^  2'‘“* 

de  I y fols  ôtez  9 , il  refte  5 ; de  6 livres  ôtez  4, 
il  refte  2 , 6c  achevant  le  refte  de  même  que  dans  la  Souftradion 
fimple , je  trouve  qu’il  reliera  232  livres  6 fols  2 deniers. 
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II.  Exemple.  De  ç6oo  livres,  8 fols,  6 deniers , on  veut  ôter 

7 y 5^  livres  12  fols  10  deniers , quel  fera  le  reflet 

Après  avoir  écrit  ces  deux  nombres  à ^éôô*  8*^  6^“- 

la  maniéré  accoutumée , je  dis  : de  6 de-  7 y 64'^  12'°**  lo'^ 
niers  ôtez  1 o , cela  ne  fe  peut , j’emprunte  203  y*  ^8^ 

un  fol  au  rang  des  fols , ce  qui  fait  1 2 de- 
niers & fix  que  j’ai  font  18 , ôc  de  18  ôtez  10, îl  refte  8. 

Je  paffe  au  rang  des  fols , & comme  de  7 on  ne  peut  ôter  1 2 , 
j’emprunte  une  livre  ou  20  fols  au  rang  des  unités  de  livres , mais 
ce  rang  n’en  ayant  point  non  plus  que  les  dixaines  , j’emprunte 
un  cent  au  rang  des  centaines  où  je  mets  un  point  ; de  cette  cen- 
taine je  laide  9 dixaines  au  rang  des  dixaines,  en  mettant  un  point 
fur  le  zéro  pour  marquer  qu’il  vaudra  9 > de  la  dixaine  redante,  je 
laiffe  9 unités  en  mettant  un  point  fur  le  zéro  de  ce  rang,  & il  me 
teüe  une  unité  de  livres,  ou  20  fols,  lefquels  , joints  au  7 que 
j’ai  déjà  font  27,  ôc  de  27  ôtez  12  il  refte  1 y. 

Je  paflê  aux  livres  , en  difant  ; de  9 ôtez  4 il  refte  y ; de  9 ôtez 
6 il  refte  3 ; de  y ôtez  y il  refte  o , 6c  de  9 ôtez  7,  il  refte  2. 

III.  Exemple.  Un  homme  doit  90000  livres , il  en  paye  73432  liv. 

1 2 fols  6 deniers , que  lui  rejle-til  encore  â payer  ? 

J’écris  les  deux  nombres  à la  façon  or-  ^ôôôô*  " *”• 

dinaire,  ôc  comme  dans  le  nombre  fupé-_  79432*  12'^°'* 
rieur  il  n’y  a ni  fols , ni  deniers  , ni  uni-  14967*  fôîr~^ï^ 
tés  de  livres , ni  dixaines , ni  centaines,  ni 
mille , j’emprunte  fur  le  9 une  dixaine  de  mille  ; de  cette  dixaine 
j’en  laiftTe  9 mille  fur  les  mille,  en  mettant  un  point  fur  le  zéro 
de  ce  rang  ; du  mille  reftant  je  laiftfe  9 centaines  fur  le  rang  des 
centaines , en  mettant  un  point  fur  le  zéro  de  ce  rang  ; de  la  cen- 
taine reftante  je  laifle  9 dixaines  fur  le  rang  des  dixaines , en  met- 
tant un  point  fur  le  zéro;  de  la  dixaine  reftante  je  laiftê  9 unités 
au  rang  des  unités  en  mettant  un  point  fur  fon  zéro , ôc  il  me 
refte  une  livre  ou  20  fols  5 or  pour  pafter  aux  deniers,  je  n’ai  be- 
foin  que  d’un  fol  ou  de  12  deniers,  c’eft  pourquoi  je  laifte  19  au 
rang  des  fols,  ce  que  je  marque  en  y mettant  un  point  ; après  quoi 
je  dis  de  i fol  qui  me  refte  ou  de  12  deniers  ôtez  6 il  refte  6 ; de 
1 9 fols  ôtez  1 2 , il  refte  7 ; de  9 livres  ôtez  2 , il  refte  7 ; de  9 ôtez 
3,  il  refte  6;de  p ôtez  4,  il  refte  y ; de  9 ôtez  y , il  refte  4 ; ôc  de  8 
ôtez  7,  il  refte  1 ; donc  cet  homme  eft  encore  redevable  de 
livres  7 fols  6 deniers.  B ij 
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Multiplication  simple. 

20. 1".  Exemple.  3 5 aunes  détoffe  à ^livres  Faune , combien  va- 
lent-elles? 

Puifquc  chaque  aune  vaut  4.  livres,  ^6  aunes  vaudront  4 fois 
35,  c’eft- à-dire,  il  faudra  prendre  36  quatre  fois  , ou  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unitds  dans  4 ; donc  c’eft  ici  une  Multiplication. 

(A^.  II.) 

J’écris  d’abord  Je  nombre  5^  aunes  qui  cft  jg«unc. 

le  nombre  à multiplier,  & par-delTous  j’écris  4 

le  multiplicateur  4 fous  les  unités  5 du  nombre  Produit  144'*' 

3<î  ; enfuite  je  mene  une  ligne , ôt  je  dis  : 4 fois 
6 font  24,  c’eft-à-dire  2 dixaines  & 4 unités,  j’écris  4 unités  fous 
la  ligne,  & je  retiens  2 dixaines: je  dis  4 fois  3 dixaines  font  12 
& 2 que  je  retiens  font  14,  j’écris  4 fous  les  dixaines , & j’avance 
J au  rang  des  centaines,  ainfi  j’ai  144  livres  pour  la  valeur  de 
35  aunes  à 4 livres  l’aune. 

Pour  démontrer  ceci , il  n’y  a qu’à  faire  attention  que  le  nom- 
bre 3d  eft  la  môme  choie  que  3 dixaines  ôc  6 unités  ; or  en  mul- 
tipliant 6 unités  par  4,  j’ai  pris  6 unités  autant  de  fois  qu’il  y a 
d’unités  dans  4,  & en  multipliant  3 dixaines  par  4,  j’ai  aulfi  pris 
3 dixaines  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  4.  Donc  j’ai  pris 
le  nombre  35  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  4,  & par  con- 
féquent  j’ai  fait  la  multiplication  demandée.  (M  11.) 


II.  Exemple.  Un  homme  a fait  23  5 toifes  douvrages  à 28  livres  la 

xoife , combien  lui  revient-tl  F 

Puifque  chaque  toife  vaut  28  livres,  il  faudra  donc  prendre 
235  vingt  & huit  fois,  ou  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans 
18,  pour  avoir  la  valeur  de  23tftoifes,  ainfi  c’eft  en-  2^6'’^^ 
core  une  Multiplication.  C’eft  pourquoi  j’écris  d’abord 
le  nombre  à multiplier  235,  & enfuite  le  Multiplica- 
reur  28 , en  mettant  les  unités  fous  les  unités , & les 
dixaines  fous  les  dixaines  , après  quoi  je  multiplie  d’a- 
bord le  nombre  235  par  les  unités  8 du  multiplicateur , 
ce  qui  donne  1888  ; enfuite  je  multiplie  le  même  nombre  235  par 
les  dixaines  2 du  multiplicateur,  en  difant  12  fois  5 font  i2,c’cft- 
à-dire  1 2 dixaines,  parce  que  le  multiplicateur  2 ftgnifte  des  dixai- 
ncs , ainfl  j’écris  2 dixaines  fous  ks  dixaines  8 du  premier  produit 
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1888 , & je  retiens  i ; deux  fois  3 font  5 & i de  retenu  font  7,  6c 
j’dcris  7 ; 2 fois  2 font  4,  6c  j’écris  4 ; ainfi  ce  fécond  produit  cfl: 
472  ; j’ajoute  enfemble  ces  deux  produits  1888 , ôc  472  tels  qu’ils 
font  rangés,  c’eft-à-dire  j’écris  d’abord  8 , enfuite  je  dis:  8 6c  2 
font  10,  j’écris  o 6c  retiens  1 ; i de  retenu  6c  8 font  p 6c  7 font 
1 5,  j’écris  6 6c  retiens  i ; i de  retenu  6c  1 fonta  6c  4 font  5,  j’écris 
6f  6c  le  produit  total  660S  eft  la  valeur  des  256  toifes. 

Pour  comprendre  la  raifon  de  ceci , on  confidercra  que  le 
multiplicateur  28  ed  la  même  chofe  que  2 dixaines  6c  8 unités. 
Or  en  multipliant  236  d’abord  par  8,  j’ai  pris  ce  nombre  autant 
de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  8,  6c  en  le  multipliant  enfuite  par  2 
dixaines  , je  l’ai  pris  2 dixaines  de  fois , à caufe  que  j’ai  avancé  le 
produit  d’un  rang  vers  la  gauche , ce  qui  le  fait  valoir  dix  fois  plus 
qu’il  ne  vaudroit  fi  Je  ne  l’avois  pas  avancé.  Donc  j’ai  pris  le  nom- 
bre 2352  dixaines  de  fois  6c  8 fois,  c’eft-à-dire  28  fois;  6c  pat 
conféquent  j’ai  fait  la  multiplication  requifc  , ajoutant  donc  en- 
femble les  deux  produits  en  confervant  leur  rang , j’ai  eu  necef- 
fairement  le  produit  total. 

21.  Pour  faire  plus  commodément  la  multiplication , on  fe  fert 
d’une  Table  nommée  ^uarré  de  Pythagore  du  nom  de  fon  Au- 
teur. On  la  conftruit  en  faifant  d’abord  un  grand  quarré  que  l’on 
partage  en  dix  rangs  égaux  de  gauche  à droite  , 6c  en  dix  autres 
• de  haut  en  bas , de  faijon  que  tout  le  quarté  cft  partagé  en  1 00  pe- 
tits quarrés  ou  cellules  que  l’on  voit  ici. 

On  écrit  dans  les  dix  cellules 
à'gauche  de  haut  en  bas , les  dix 
nombres  1,2,3  jufqu’à  10 
ôc  l’on  fait  la  même  chofe  dans 
les  10  cellules  fuperieures  de 
gauche  à droite,  enfuite  dans  les 
dix  cellules  du  fécond  rang  de 
haut  en  bas , à la  tête  duquel  eft 
le  nombre  2 , on  écrit  les  nom- 
bres 2, 4, 6,  6cc.  en  augmentant  ‘ 
toujours  de  2,  de  même  dans  les 
cellules  du  troifiéme  rang  de 
haut  en  bas , à la  tête  duquel  eft 
le  nombre  3,  on  écrit  les  nombres  3,  6,  p,  12,  6cc.  en  augmen- 
tant toujours  de  3,  de  même  encore  dans  les  cellules  du  4®.  rang 
de  haut  en  bas , à la  tête  duquel  eft  le  nombre  4,  on  écrit  les  nom-: 

Biii 


Table  de  Pythagore. 
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bres  4,  8,  1 2,  &c.  en  augmentant  toujours  de  4,  & fai(ànt  la  mê- 
me chofe  à l’égard  des  autres  rangs  de  haut  en  bas  , la  Table  fe 
trouve  conftruite. 

Pour  faire  ufage  de  cette*Table , fi  l’on  veut  par  exemple  fça- 
voir  ce  que  fait  6 fois  7,  on  cherche  d’abord  dans  la  première  co- 
lonne de  haut  en  bas , à gauche  , la  cellule  où  le  nombre  6 fe 
trouve  écrit,  & dans  le  rang  fuperieur  de  gauche  à droite  la  cel- 
lule où  fe  trouve  le  nombre  7.  Après  quoi  fuivant  des  yeux  le 
rang  de  gauche  à droite , qui  commence  par  le  nombre  5,  6c  le 
rang  de  haut  en  bas  qui  commence  par  7,  la  cellule  où  ces  deux 
rangs  s’entrecoupent  contient  42,  ce  qui  fait  voir  que  6 fois  7 
font  42  ; 6c  la  raifon  en  eft  évidente  par  la  conftrudion  de  la  Ta- 
ble ; car  il  eft  vifible  qu’en  formant  le  rang  du  haut  en  bas  qui 
commence  par  7,  la  fécondé  cellule  contient  2 fois  7 ou  14,  la 
troifiéme  5 fois  7 ou  2 1 , ôcc.  de  forte  que  la  fixiéme  qui  répond 
au  rang  de  gauche  à la  droite  qui  commence  par  6,  doit  néceffai- 
rement  contenir  6 fois  7 ou  42. 

De  meme  fi  on  vouloir  trouver  ce  que  vaut  7 fois  9,  on  pren- 
droit  le  rang  de  gauche  à droite  qui  commence  par  7,  ôc  le  rang 
de  haut  en  bas  qui  commence  pat  p,  ôc  l’endroit  où  ces  deux 
rangs  fe  couperoient  contiendroit  5j,  qui  eft  le  produit  de  7 par 
P,  ôc  ainfi  des  autres. 

22.  La  preuve  de  la  multiplication,  c’eft-à-dire  la  maniéré  do  • 
voir  fi  on  ne  s’eft  point  trompé  en  faifant  l’operation , fe  fait  par 
la  divifion , qui  eft  une  opération  route  contraire , comme  on  ver- 
ra bicn-tôt. 

Division  simple. 

23.  I®'.  Exemple.  On  veut  partager  ôp  livres  à 3 Soldats ^ combien 

reviendra-t’ il  à chacun  d'eux 

Il  eft  vifible  que  pour  répondre  à cette  queftion , il  faut  parta- 
ger le  nombre  5p  en  3,  ôc  par  conféquent  examiner  combien  de 
fois  3 eft  dans  5p  ; car  s’il  s’y  trouve  par  exemple  23  fois  fans  refte, 
il  fera  vrai  de  dire  que  23  pris  Aois  fois  font  5p,  puifque  le  tout 
eft  égal  à fes  parties  prifes  enfemble  (A'.  13.),  ôc  qu’ainfi  23  fe- 
ra la  partie  qui  reviendra  à chaque  Soldat.  C’eft  donc  ici  une 
divifion  {IV.  1 1.). 

Pour  cela  j’écris  le  nombre  à divifer  5p,  6c  ledivifeur  3 par- 
deflTus  fur  le  premier  caradere  à gauche  ; je  mene  enlùite  une 
ligne  fous  5p , ôc  une  autre  à droite  pour*  féparer  le  dividende 
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du  quotient  que  je  mettrai  à côté  de  cette  ligne.  Cela  fait,  je 
dis; en  6 combien  de  fois  } , & trouvant  qu’il  y eft  a 
fois , j’écris  2 au  quotient,  & je  dis  2 fois  3 font  6,  ôc  ^0(23 

ducaraftete  d du  dividende  ôtez  6,  il  ne  refte  rien.  Je  

divife  l’autrê  caraQere  p du  dividende  de  la  même  fa-  ^ 

^on , & pour  cela  je  l’écris  fous  la  ligne , direélemcnt  fous  le  divi- 
feur , & je  dis  : en  p combien  de  fois  3 , 6c  trouvant  qu’il  y eft  3 
fois , j’écris  3 au  quotient . ôc  je  dis  3 fois  3 font  p , ôc  du  caraélcre 
P du  dividende  ôtez  p , il  ne  refte  rien , ôc  comme  il  n’y  a plus  de 
caraétere  au  dividende,  l’opération  ell  finie  ; ainfi  il  revient  23 
livres  à chaque  foldat. 

La  raifon  de  ceci  paroîtra  claire , fi  l’on  confidere  que  lorfqu’en 
faifant  la  première  opération,  j’ai  dit  en  6 combien  de  fois  3 il 
m’eft  venu  2 dixaines  ou  20  ; car  6 dixaines  contiennent  3 vingt 
fois,  ou  deux  dixaines  de  fois;  ainfi  en  multipliant  le  divifeür  3 
par  le  premier  quotient  2,  ce  qui  fait  6 dixaines , ôc  retranchant 
ces  5 dixaines  du  dividende , il  n’eft  plus  refté  au  dividende  que 
p unités.  Or  par  la  "fécondé  opération  ayant  trouvé  que  le  divi- 
feur  étoit  3 fois  dans  ces  p unités,  j’ai  multiplié  le  divifeür  3 pac 
le  fécond  quotient  3,  ôc  j’ai  retranché  le  produit  p des  p unités 
du  dividende  ; ainfi  il  n’eft  refy  rien  au  dividende.  Donc  j’ai  re- 
tranché du  dividende  le  divifeür  3,  autant  de  fois  qu’il  y étoit 
contenu , ôc  par  conféqueht  j’ai  fait  la  divifion  demandée  (A'.  1 1 .). 

24.  La  preuve  de  cette  règle  fe  fait  pat  la  multiplication;  car 
il  eft  clair  que  fi  le  divifeür  3'  efl  contenu  23  fois  dans  le  dividen- 
de 6p,  le  même  divifeür  3 pris  23  fois  ou  multiplié  par  23,  doit 
être  égal  au  dividende , puifque  la  fomme  des  parties  eft  toujours 
égale  au  tout  qui  le  contient  (A’,  i }.).  Donc  fi  après  avoir  mul- 
tiplié le  divifeür  par  le  quotient , on  ne  retrouvoit  pas  le  divi- 
dende , ce  feroit  marque  qu’on  auroit  mal  opéré.  Ceci  fuppofe 
qu’il  ne  refte  rien  au  dividende  qui  ne  puifle  plus  être  divife  par 
le  divifeür  r car  fi  cela  arrivoit,  il-faudroir , pour  faire  la  preuve  , 
multiplier  le  divifeür  par  le  quotient , ôc  ajouter  au  produit  ce 
qui  feroit  refté  du  dividende,  ôc  la  fomme  devroit  être  égale  au 
dividende. 

De  même  que  la  multiplication  fert  de  preuve  à la  divifion, 
de  même  aufii  la  divifion  fert  de  preuve  à la  multiplication.  Car 
on  voit  bien  que  fi  en  multipliant  3 par  23  on  trouve  un  produit 
6p.  Jl  s’enfuit  nécelTaircment  qu’en  divifant  5ppar  3,  on  doit  re- 
trouver 23  au  quotient , ou  qu’en  divifant  le  même  6p  pat  23, 1« 
quotient  doit  donner  3. 
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II.  Exemple.  Un  Marchand  a employé  1^602^  livres  â acheter  des 
Etoffes  qui  lui  coûtent  6 livres  l'aune,  combien  d'aunes  en  a~i'il 
acheté  ? 

Puifque  l’aune  vaut  6 livres , le  Marchand  a acheté  autant  d’au- 
nes que  le  nombre  5e(l  contenu  defois  danslafomme  i y tîca^ li- 
vres qu’il  a débourse.  Pour  répondre  donc  à la  queflion  propo- 
féc,  il  faut  voir  combien  de  fois  6 eft  contenu  dans  lyôoa^,  ôc 
par  conféquent  il  faut  faire  une  divifion. 

J’écris  le  nombre  à divifer  1 fous  le- 

quel je  tire  une  ligne  & une  autre  à droite, 
pour  féparer  le  dividende  du  quotient;  enfuite 
;’écris  le  divifeur  au-deffus  du  dividende  à gau- 
che ; mais  comme  6 n’ert  pas  contenu  dans  le 
premier  caradere  i du  dividende , je  l’écris 
au-deflus  du  fécond  caradere  y. 

Je  dis  donc  en  ly  combien  de  fois  6?  & 
trouvant  qu’il  ne  peut  y être  que  2 fois,  j’écris 
2 au  quotient;  je  multiplie  le  divifeur  6 par  le  quotient  2 , ce  qui 
fait  1 2 , & de  la  partie  i y du  dividende  retranchant  le  produit  1 2, 
il  relie  5 que  j’écris  fous  la  ligne , Qon  pas  fous  le  caradere  y,  mais 
en  l’avançant  d’un  rang  à gauche,  afin  de  pouvoir  placer  fous  le 
caradere  y , & par  conféquent  fous  le  divifeur  6,  le  troifiéme 
caradere  6 du  dividende,  pour  faire  une  fécondé  opération. 

Je  place  donc  fous  le  divifeur  le  troifiéme  caradere  6 du  divi- 
den<le  J & je  vois  qu’au  lieu  des  trois  premiers  caraderes  i y5  du 
dividende  , je  n’ai  plus  que  ytf;  je  dis  donc  en  36,  combien  de 
fois  6 ? & trouvant  qu’il  y e(l  5 fois,  j’écris  6 au  quotient.  Je  mul- 
tiplie ce  quotient  6 parle  divifeur  6,  ce  qui  fait  36,  & retranchant 
ce  produit  des  deux  caraderes  35  du  dividende,  il  ne  refte  rien  ; 
c’en  pourquoi  je  mene  une  ligne  fous  3 ^,  & j’écris  0,  non  pas  fous 
le  divifeur,  mais  en  l’avançant  d’utirang  à gauche  pour  la  même 
raifon  que  ci-delTus. 

J’abbaifie  le  quatrième  caradere  o du  dividende  fous  le  divi- 
feur, & je  vois  qu’au  lieu  des  quatre  oremiers  caraderes  lytfo 
du  dividende , je  n’ai  plus  que  00.  Je  dis  donc  en  zéro , combien 
de  fois  6,  & trouvant  qu’il  n’ÿ  eft  point,  j’écris  un  zéro  au  quo- 
tient, je  multiplie  le  divifeur  6 par  co  quotient  zéro , ce  qui  don- 
ne zéro.  Je  retranche  ce  produit  zéro  des  caraderes  00  du  divi- 
dende , 6t  le  refte  eft  o ; ainii  je  tire  une  ligne  fous  deux  00,  ôc  j’é- 
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cris  Of  non  pas  direâement  fous  le  divifeur,  mais  en  l’avan(;anc 
d’un  rang  à gauche. 

J’abbaiflTe  le  cinquième  caraflere  2 du  dividende  fous  le  divi* 
feur,  & je  trouve  qu’au  lieu  des  cinq  premiers  caraQeres  lydoz 
. du  dividende , je  n’ai  plus  que  02 , c’eft-à-dire  2 ; car  le  zéro  qui  le 
précédé  ne  fignifie  rien  ; je  dis  donc  en  2,  combien  de  fois  6 f 6c 
trouvant  qu’il  n’y  eft  point,  j’écris  encore  zéro  au  quotient.  Je  mul- 
tiplie le  divifeur  6 par  le  quotient  zéro , ce  qui  fait  zéro , 6c  retran- 
chant ce  produit  du  caraâere  2 du  dividende , le  reüe  eft  2 ; car 
de  2 retranchez  zéro,  le  refte  eft  2 ; je  mene  une  ligne , 6c  j’écris 
le  refte  2,  non  pas  fous  le  divifeur,  mais  en  l’avançant  d’un  rang 
à gauche. 

J’abbaifle  le  dernier  caradere  4 du  dividende  fous  le  divifeur, 
6c  je  trouve  qu’au  lieu  du  dividende  1^^024,  je  n’ai  plus  que  24. 
Je  dis  en  24 , combien  de  fois  6 ? 6c  trouvant  qu’il  y eft  4 fois , j’é- 
cris 4 au  quotient.  Je  multiplie  le  divifeur  6 par  ce  quotient  4,  ce 
qui  donne  24,  6c  retranchant  ce  produit  des  caraâeres  24  du  divi- 
dende, le  refte  eft  zero,que  j’écris  au  deffous  en  menanr  une  ligne  ; 
6c  comme  il  ne  refte  plus  rien  au  dividende , la  divifion  eft  finie  ; 
6c  par  conféquent  le  quotient  25004  marque  le  nombre  d’aunes 
que  ce  Marchand  a acheté. 

Lorfqu’en  retranchant  des  carafleres  du  dividende,  le  produit 
du  divifeur  par  l’un  des  quotients  il  ne  refte  rien,  on  peut  fe  dif- 
penfer  d’écrire  o par  deffous  j car  ce  caraûere  au  commencement 
d’un  nombre  ne  fignifie  rien. 

Il  faut  obferver  à mefure  qu’on  abbaiffe  un  caradere  du  divi- 
dende fous  ce  divifeur,  de  mettre  un  point  fur  ce  caraclere  pour 
marquer  qu’il  a été  abbaiffé. 


III.  Exemple.  Onveut  partager  à 26  perfonnes  lafomme  de  iy4yi8 
livres,  combien  reviendra-t'il  à chacun? 

Cette  queftion  fe  réfout  comme  les  deux  pré-  26  ^ 
cédentes,  6c  il  n’y  a de  différence  qu’en  ce  que  t 
le  divifeur  a5adeux  caraderes;  or  voici  ce  qu’on 
fait. 

J’écris  le  Dividende  iy4yi8  menant  une  li> 
gne  par-deffous  6c  à côté  comme  ci-deffus , en- 
fuite  je  mets  le  Divifeur  25  non  pas  fur  le  pre- 
mier caradere  i , parce  que  2 n’eft  pas  contenu 
dans  I , mais  fur  le  fécond  caradere  ; puis  je  cherche  combien 
Tome  I,  C 
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de  fois  26  eft  contenu  dans  les  trois  premiers  caraâeres  i74da 
divifeur  ; mais  comme  cet  examen  feroit  embarraflam , je  le  fais 
par  partie,  en  cherchant  combien  de  fois  le  premier  caradere  a 
du  divifeur  efl  cqntenu  dans  les  deux  premiers  caraderes  1 ; du 
dividende,  ôc  examinant  enfuite  fi  après  avoir  retranché  le  pro- 
duit du  divifeur  2 par  le  quotient , le  fécond  caradere  6 eft  con- 
tenu un  même  nombre  de  fois  dans  ce  qui  refte,  joint  au  troi- 
fiéme  caradere  4 du  dividende  ; que  fi  6 n’y  eft  pas  contenu  un 
même  nombre  de  fois,  je  diminue  le  nombre  de  fois,  julqu’à  ce 
que  les  deux  caraderes  2 6c.  6 foicnt  contenus  également. 

Je  dis  donc  2 eft  à la  vérité  7 fois  dans  i y ; car  2 fois  7 font  14, 
& 14  étant  ôté  de  i y il  refte  1,  qui  avec  le  caradere  fuivant  4 fait 
1 4,  mais  6 n’eft  pas  contenu  7 fois  dans  1 4 ; ainfi  au  lieu  de  7 fois , 
je  ne  fais  entrer  2 dans  ly  que  6 fois;  or  2 fois  6 font  12,  & 12 
étant  retranché  de  1 y il  refte  j,  qui  avec  le  caradere  fuivant  4 du 
dividende  font  34,  & 5 n’eft  pas  contenu  (f  fois  dans  34;  donc  au 
lieu  de  faire  entrer  2 fix  fois  dans  i y,  je  ne  le  fais  entrer  que  y,  & je 
dis  2 fois  y fontio,  fie  10  étant  retranché  de  i y il  refte  y,  qui  avec 
le  4 fuivant  fait  y4;  mais  6 peut  aller  y fois  dans  y 4,  c’eft  pourquoi 
j’écris  y au  quotient. 

Je  multiplie  le  divifeur  26  par  ce  quotient , fie  je  retranche  ce 
produit  des  3 premiers  caraderes  1 34  du  dividende  , en  difant  : 
y fois  6 font  30,  or  30  ne  peut  être  ôté  de  4,  j’emprunte  donc  fur 
le  caradere  fuivant  du  dividende  à gauche  autant  d’unités  qu’il 
en  faut  pour  faire  avec  4 un  nombre  plus  grand  que  30,  fie  par 
conféquent  j’en  emprunte  3,  qui  avec  4 feront  34,  ôc  30  étant  re- 
tranché de  34  il  refte  4,  que  j’écris  au  delTous  en  avançant  d’un 
rang  à gauche.  Je  continue  en  difant  2 fois  y font  10,  ôc  comme 
les  2 caraderes  1 y du  divifeur  ne  devroient  plus  valoir  oue  1 2,  à 
caufe  des  trois  unités  que  j’ai  emprunté , je  corrige  ce  défaut  en 
donnant  au  produit  to  trois  unités  ; je  dis  donc  2 fois  5 font  10, 
ôc  3 que  j’ai  emprunté  font  1 3 ; ôc  13  étant  retranché  de  i y il  refte 
2 que  j’écris  au  deflous  à la  gauche  du  4 que  j’ai  écrit  auparavant. 

Cette  première  operation  étant  faite , j’abbaifte  le  quatrième  ca- 
radere y du  dividende  fous  le  dernier  caradere  du  divifeur,  ôc 
je  vois  qu’au  lieu  des  quatre  premiers  caraderes  M4y  du  divi- 
dende , je  n’ai  que  243.  J’examine  combien  de  fois  26  eft  conte- 
nu dans  243  de  la  fa<;on  que  je  viens  de  dire,  ôc  trouvant  qu’il  y 
eft  9 fois,  j’écris  9 au  quorient , je  mulriplie  le  divifeur  26  par  le 
quotient,  fit  le  retranchant  de  243  de  la  même  maniéré  que  j’ai 
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(ait  ci-deflus , U reftc  1 1,  que  je  mets  fous  la  ligne  que  je  tire,  en 
arançant  d'un  rang  à gauche. 

Je  fais  les  mêmes  operations  à l’egard  des  deux  caraâeres  re- 
liants I & 8 du  dividende,  ôc  tout  étant  achevé , le  quotient  total 
marque  ce  qui  revient  à chacune  des  26  perfonnes. 

2$.  Il  y a donc  trois  chofes  à obferver  dans  chaque  operation 
que  l’on  fait  en  divifant.  La  première  efl  d’examiner  combien  de 
fois  le  divifeur  ell  dans  les  caraâeres  du  dividende  , qui  font 
au  deflfous  de  lui , & à gauche  s’il  s’en  trouve  ; & d’écrire  ce  nom- 
bre de  fois  au  quotient  : la  fécondé  eft  de  multiplier  le  quotient 
par  le  divifeur,  ôc  la  troiliéme  eh  de  retrancher  le  produit  qu’on 
a trouvé,  des  cara&teres  du  dividende  qui  font  fous  le  divifeur, 
ôc  à gauche. 

26.  Lorfque  la  Divilion  le  fait  exaêlement  ôc  fans 
rehe  comme  dans  les  exemples  précédons , on  dit 
que  le  divifeur  eh  exaÛ , mais  lonqu’il  fe  trouve  un 
rehe  qui  ne  peut  plus  être  divifé,  on  dit  que  le  di- 
vifeur n’eh  pisexaû.  Qu’on  propofe  par  exemple, 
le  nombre  4.J4  à divifer  par  3 , on  trouvera  après 
avoir  fait  toutes  les  opérations , un  rehe  2 qui  ne 
fqauroit  fe  divifer  par  3 , puifque  3 n’eh  pas  contenu 
dans  2 , ainh  le  divifeur  n’eh  pas  exaét,  ôc  dans  ce 
cas  fi  l’on  vouloir  faire  la  preuve , on  multiplieroit  le 
divifeur  3 par  le  quotient  144.,  ce  qui  donneroit  le 
le  produit  43a,  auquel  on  ajouteroit  le  rehe  a pour  avoir  le  Di- 
vidende 434. 

27.  Lorfque  le  divifeur  n’eh  pas  éxaél , le  rehe  eh  une  fraétion  ; 
ainfi  dans  l’Exemple  que  nous  venons  de  donner  le  nombre  2,  eh 
une  fraêlion  , car  ce  nombre  lignifie  2 unités  qu’il  faut  partager  en 
trois,  ou  deux  tiers  d’unité  ;fuppofons  pat  exemple  que  l’on  veuille- 
partager  2 écus  à 3 perfonnes , il  eh  fur  que  fi  on  partage  chaque 
ecu  en  3 parties  égales,  les  deux  écus  feront  compofés  de  fix  par- 
ties égales , dont  chacune  vaudra  le  tiers  d’un  écu  : ainfi  divifant 
ce  nombre  6 par  le  nombre  3 des  perfonnes , le  quotient  2 mar- 
quera que  chaque  perfonne  aura  deux  de  ces  6 parties , ôc  par  con- 
féquent  deux  tiers  d’écus.  Donc  2 écus  à partager  entre  trois  per- 
fonnes , eh  la  même  chofe  que  deux  tiers  d’écus  ; or  2 tiers  d’ecus 
ch  une  fradion , donc  le  rehe  d’une  divifion  eh  une  fradion. 

28.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  la  multipli- 
cation ôc  la  divifion , on  doit  tirer  les  conféquences  fuivantes. 
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Dans  toute  multiplication  ,Ji  ton  divife  le  produit  par  le  nombre  à 
multiplier , le  tjuûtient  Jera  égal  au  multiplicateur  ; & fi  l'on  divife  le 
même  produit  par  le  multiplicateur  , le  quotient  fera  égal  au  nombre  à 
multiplier  ( N.  24.  ) 

2p.  Dans  toute  divifion  éxaÛe , le  produit  du  quotient  par  le  divi- 
fetir  eft  égal  au  dividende  ; & dans  toute  divifion  qui  n'efi  pas  éxaile  , 
le  produit  du  quotient  par  le  divifeur  étant  ajouté  au  refie  de  la  divifion  , 
donne  une fomme  égale  au  dividende  ou  nombre  à divifer  ( n.  24.  ). 

Il  y a donc  deux  differentes  réglés , l’une  pour  la  divifion  éxac- 
te , ôc  l’autre  pour  celle  qui  ne  l’ell  pas  ; mais  il  faut  obferver  que 
ces  deux  régies  peuvent  fe  réduire  à une  feule  j car  le  refic  d’une 
divifion  non-éxaife étant  une  fraclion  (n.  27.) , fi  j’écris  le  refte  à 
côté  du  quotient  en  guife  de  fradion,  comme  on  verra  bien-tôt 
dans  le  Chapitre  fuivant,  le  quotient  ôc  la  fradion  étant  multi- 
pliés par  le  divifeur , donneront  un  produit  égal  au  dividende. 
Soit  par  exemple  le  nombre  14  à divifer  par  3 , le  quo- 
tient efi  4,  &.  le  refte  2 eft  une  fradion  qui  fignifie  ^ . , 

deux  tiers  ( N.  27.)  or  deux  tiers  s’écrivent  de  cette  fa-  7_ 

^on  J (M  30.) , ainfi  j’écris  ÿ à côté  du  quotient  4,  ce  2 
qui  fait  4 f ; je  multiplie  4 y pat  le  divifeur  3 en  difant  : 4 f 

3 fois  deux  tiers  font  fix  tiers,  ôc  fix  tiers  font  deux  3 

entiers  ; car  chaque  entier  contient  trois  tiers , donc  je  ~ 
n’ai  plus  de  fradion  ôc  je  retiens  deux  entiers  ; 3 fois 

4 font  12  entiers  ôc  2 de  retenu  font  14,  ainfi  le  produit  eft  14, 
& ce  produit  eft  égal  au  dividende  ; d’où  l’on  voit  que  dans  la 
Divifion  non  exaEle , de  même  que  dans  la  Divifion  exaÛe , le  produit 
du  divifeur  par  le  quotient  total,  c ejl-à-direpar  le  quotient  & la  fra~ 
Ûion  qui  exprime  te  refie , eji  égal  au  dividende ÔC  par  conféquent 
la  môme  réglé  fert  pour  l’un  ôc  l’autre  cas. 


CHAPITRE  III- 

Des  Fractions. 

30.r  T Ne  fradion  nous  préfente  toujours  deux  idées,  dont  Tune 
eft  l’idée  du  nombre  des  parties  qui  compofent  l’entier, 
ôc  l’autre  eft  celle  du  nombre  des  parties  que  l’on  prend.  Quand 
on  dit  deux  tiers  d’écus,  on  conçoit  qu’un  écu  eft  partagé  en  trois 
parties  égales , ôc  qu’on  en  prend  2,  ôc  ainfi  des  autres.  D’où  il  fuit 
qu’il  faut  néceffairement  employer  deux  expreffions  «^ui  répoa- 
dent  à ces  deux  idées  01  voici  comme  on  fait. 
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Pour  exprimer  deux  tiers , on  écrit  d’abord  le  nombre  2,  fous 
lequel  on  mene  une  petite  ligne,  & fous  cette  ligne  on  met  le 
nombre  3.  Aind  on  écrit  ÿ,  de  même  pour  exprimer  trois  quarts, 

Juatre  cinquièmes, âcc.  on  écrit  i,  f,  &c,  le  nombre  écrit  au  deflus 
e la  petite  ligne  fe  nomme  le  numérateur , parce  qu’il  marque 
combien  on  prend  des  parties  de  l’entier , & celui  qui  c(l  fous  la 
ligne  fe  nomme  dénominateur , parce  qu’il  exprime  en  combien  de 
''  parties  égales  on  conçoit  que  l’entier  e(l  divifé,  & que  par  confé- 
quent  il  détermine  l’efpece  de  la  fraêtion. 

3 I.  Deux  ou  plufieurs  fraêlions  de  differenre  efpcce  , c’eft-à- 
dire,dont  les  dénominateurs  font  differens,  ne  peuvent  ni  être 
ajoutées  enfemble,  ni  être  foudraites  les  unes  des  autres,  f d’écus 
& J d’écus  ne  peuvent  faire  nifni  car  quoiqu’on  prenne  d’un 
côté  2 parties  d*un  écu,  ôc  de  l’autre  3,  ce  qui  fait  y ; cependant 
on  ne  peut  pas  dire  que  ces  cinq  parties  font  toutes  ou  des  tiers  ou 
des  quarts;  par  la  même  raifon  on  ne  fçauroit  retrancher  la  frac- 
tion V de  la  fraêlion  * > c’eft  pourquoi  fi  l’on  veut  faire  ces  opera- 
tions fur  ces  fortes  de  fraêlions , il  faut  nécelTairement  les  réduire 
à avoir  une  même  dénomination , fans  cependant  changer  leur 
valeur  ; ôc  c’eft  ce  que  nous  allons  voir  après  que  j’aurai  ^ofé  les 
principes  fuivans. 

32.  Si  ton  multiplie  deux  nombres  par  un  même  nombre , les  pro- 
duits feront  entr'eux  comme  les  nombres  à multiplier , cefl-à-dire , le 
premier  produit  fera  contenu  dans  le  fecoud  , ou  le  contiendra  autant 
de  fois  que  le  premier  nombre  à multiplier  fera  contenu  ou  contiendra 
le  fécond. 

Soient  les  nombres  à multiplier  4 ôc  8 , ôc  le  mul>  4 ^ 

tiplicateur  3 , les  produits  feront  12  ôc  24,  ôc  il  eft  5 3 

vifible  que  le  nombre  4 étant  contenu  2 fois  dans  8,  12  24 

le  même  4 pris  3 fois , c’eft-à-dire  1 2 , fera  aufii  con- 
tenu deux  fois  dans  le  nombre  8 pris  3 fois,  c’eft  à-dire  24;ainli 
12  fera  à 24  comme  4 cft  à 8. 

33.  Si  Ton  divife  deux  nombres  par  un  même  nombre  j les  quotient 
feront  en  même  rai! on  que  les  autres  à divifer. 

Soient  les  nombres  12  ôc  48  à divifer  par  3,  3 3 , 

les  quotiens  feront  4 ôc  1 5 ; or  1 2 étant  le  quart  12(4  .j.8  ( 1 6 

de  48,  il  eft  clair  que  le  tiers  de  douze,  c’eft-  Ts 

à-dire  le  quotient  4 doit  être  le  4 du  tiers  de  

48,  c’eft-à-dire  du  quotient  16.  ° 

34.  Lorfque  t on  multiplie  un  nombre  fucceffivement  par  plufteurs 

C Ü3 
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multiplicateurs , le  produit  que  ton  trouve  eft  égal  au  produit  que  ton 
aurott  ,ft  ton  multtphoit  tout  tf  tin  coup  le  nombre  propofi  par  le  pro- 
duit de  tous  les  multiplicateurs. 

Soit  le  nombre  4 à multiplier  fuccefTîve- 
ment  par  2 & 3 , le  produit  fera  24  ; car  4 
multiplié  par  2 donne  8 , & 8 multiplié  par  3 
donne  24  ; d’autre  part  fi  je  multiplie  le  mul- 
tiplicateur 2 par  le  multiplicateur  3,  ce  qui  fait 
6 , & que  je  multiplie  le  nombre  propofé4  pat 
ce  produit,  j’ai  aufli  24. 

Et  la  raifon  en  efi  évideflte , car  en  multipliant  ^ par  le  pre- 
mier multiplicateur  2 , je  prens  4 deux  fois , c’efi-à-dire  je  le  rends 
double  de  lui-même,  ôc  dans  cet  état  en  le  multipliant  par  3 , 
je  le  prens  3 fois , de  forte  qu'en  tout  je  le  prens  2 fois  3 fois , 
c’e(l-a-dire  6 fois  ; or  lorfqu’après  avoir  fait  le  produit  6 des  mul- 
tiplicateurs 2 6c  3 , je  multiplie  4 par  6 , je  prens  aufii  4 fix  fois , 
donc  de  parc  ôc  d’autre  je  fais  la  même  chofe,  ôc  le  produit  doit 
être  le  même. 

33.  Lorfqu'on  divife  un  nombre  Jùccejfrvement  par  plufteurs  divi- 
Jiurs , !f  quotient  que  t on  trouve  eft  le  même  que  celui  qtêon  trouveroit , 
filon  divi/oit  tout  d’un  coup  le  nombre  propofi  par  le  produit  de  tous  les 
divifeurs. 

Soit  le  nombre  24  à divifer  par  2 ôc  a 3 a 6 

3 , le  quotient  fera  4,  car  24  divifé  par  a4(^  ^(4  3 ^4(4 

2 donne  1 2,  ôc  12  divifé  par  3 donne4;  00  5 o 

d’autre  part  le  produit  des  deux  divilèurs 

à ôc  3 eft  , ôc  fi  je  divife  24  par  5,  j’ai  auffi  4 pour  quotient. 

La  raifon  en  eft  qu’en  divifant  24  par  2 , je  le  réduits  à la  moi- 
tié, ôc  dans  cet  état  en  le  divifant  par  3,  je  le  réduits  au  tiers 
de  la  moitié,  ôc  par  conféquent  je  le  réduits  au  fixiémc  ; cat  la 
moitié  étant  partagée  en  trois  parties , l’entier  qui  contient  deux 
moitiés,  contient  aufii  6 de  ces  parties;  ainfi  chacune  d’elles  eft 
le  fixiéme  de  l’entier  : or  lorfqu’après  avoir  fait  le  produit  6 des 
deux  divifeurs,  je  divife  24  par  ce  produit,  je  réduits  24  au  fi- 
xiéme ; donc  de  part  ôc  d’autre  je  fais  la  même  chofe , ôc  le  quo- 
tient doit  être  le  même. 

Réduire  deux  ou  plufteurs fratlions  à un  même  dénominateur. 

35.  Soient  les  deux  fradions  propofées  y,  7,  je  multiplie  les 
deux  dénominateurs  3 ôc  y l’un  par  l’autre , ce  qui  donne  le  dé- 
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nominatenr  commun  i ; ; enfuite  je  multiplie  le  numérateur  2 
de  la  première  par  le  dénominateur  j de  la  fécondé, 

& le  numérateur  4 de  la  fécondé  par  le  dénominateur  12 
5 de  la  première , ce  qui  me  donne  deux  nouveaux  ^ i ç ^ 
numérateurs  10  & 12  , âc  je  dis  que  la  première  frac-  ' 
tion  j eft  changée  en  ||  qui  a la  même  valeur  que  ÿ,  & que  la 
fécondé  f eft  changée  en  fÿ  qui  ne  vaut  pas  plus  que  f. 

Pour  en  être  convaincu , on  n’a  qu’à  confiderer  qu’en  opérant 
comme  j’ai  fait,  le  numérateur  2 de  la  première  fradion,  fie  fon 
dénominatenr , ont  été  multipliés  par  un  même  nombre  ; , fie 
qu’ainfi  les  produits  i o fie  1 ; font  en  même  raifon  que  les  nom- 
bres à multiplier  2 fie  5 (M  52.)  ; d’où  il  fuit  que  10  eft  les  deux 
tiers  de  , de  même  que  2 eft  les  deux  tiers  de  5,  fie  que  par 
conféquent  c’eft  la  même  chofe  de  partager  l’entier  en  i ^ parties 
égales,  fit  d’en  prendre  i o,  que  de  le  partager  en  3,  fie  d’en  pren- 
dre 2 i de  même  le  numérateur  4 de  la  fécondé  fradion  , fie  fon 
dénominateur  ayant  été  multipliés  par  le  même  nombre  j,  les 

Îroduits  12  fie  1 y font  en  même  raifon  que  les  nombres  4 fie  y. 

)onc  les  deux  nouvelles  fradions  jf,  If,  font  les  mêmes  que  les 
deux  propoféesf  fie  f;  fie  il  eft  vifible  qu’elles  ont  le  même  déno- 
minateur 1;,  puifque  dans  l’une  fie  dans  l’autre  ce  dénominateur 
eft  le  produit  des  2 dénominateurs  î fie  y des  fradions  propofées. 

Soient  les  trois  fradions  propofées  f , f , f , je  multiplie  les 
trois  dénominateurs  les  uns  par  les  autres , 
c’eft-à-dire  je  multiplie  3 par  y , ce  qui  fait  3 

I y , fie  I y par  d,  ce  qui  fait  50 , fie  je  prens  £ tfo  72  i y 

5»o  pour  le  dénominateur  commun  : je  mul-  1 ç } f i 

tiplie  enfuite  le  numérateur  2 de  la  première  6 ÿo 

fucceftivement  par  les  dénominateurs  des 

deux  autres,  ou  ce  qui  revient  au  même,  par 

le  produit  30  de  ces  deux  dénominateurs  y fie  fi  {N.  34.)  fic  le 

produit  60  eft  le  nouveau  numérateur  de  cette  fradion. 

Je  multiplie  de  même  le  numérateur  4 de  la  fécondé  fucceftî- 
vement  par  les  dénominateurs  3 fic  fi  des  deux  autres , ou  tout  d’un 
coup  par  le  produit  18  de  ces  deux  dénominateurs  ; fie  le  produit 
72  eft  te  nouveau  numérateur  de  cette  fécondé  fradion  ; enfin  je 
multiplie  le  numérateur  t de  la  troifiéme  fradion  fucceftivement 
par  les  dénominateurs  3 fit  y des  deux  autres , ou  tout  d’un  coup 
pat  leur  produit  ly,  fic  le  produit  ly  eft  le  nouveau  numeiateuc 
de  cette  troifiéme  fradion. 
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Les  trois  fra£tions  propofêes  y jf  j i » font  donc  changées  en  ces 
trois  ci  . li  , qui  ont  un  même  dénominateur , & dont  les 
valeurs  l’ont  les  mêmes  que  celles  des  propofées.  La  démonftra- 
tion  de  ceci  eft  la  même  que  la  précédente  ; car  il  eftaifé  de  voir 
qu’en  opérant  de  cette  fa^on  , le  numérateur  2 ôc  le  dénomina- 
teur 3 de  la  première  fraâion  ayant  été  multipliés  l’un  & l’autre 
fucceflTivcment  par  les  dénominateurs  j & y,  ou  tout  d’un  coup 
par  le  produit  30  de  ces  deux  dénominateurs,  les  produits  5o,po, 
font  en  même  raifon  que  2 & j ( ».  34.  ),  & que  par  conféquent 
60  eft  les  deux  tiers  de  po,  de  même  que  2 eft  les  deux  tiers  de  3 ; 
d’où  il  fuit  que  c’eft  la  même  chofe  de  partager  l’entier  en  po  par- 
ties égales , & d’en  prendre  5o,  que  de  le  partager  en  3 & d’en  pren- 
dre 2 , & qu’ainfi  la  fradion  ‘ ° eft  la  même  que  y.  On  fera  le  mê- 
me raifonnement  à l’égard  des  deux  autres  fraclions. 

La  réglé  eft  donc  de  multiplier  tous  les  dénominateurs  enfem- 
ble , & de  prendre  le  produit  pour  le  dénominateur  commun , en- 
fuite  de  multiplier  le  numérateur  de  chaque  fraêlion  par  les  déno- 
minateurs de  toutes  les  autres , ce  qui  donnera  les  nouveaux  nu- 
mérateurs que  l’on  cherche. 

"Réduire  un  entier  en  fraÛion  dont  le  dénominateur  Jhit  donné. 

Soit  le  nombre  i y à réduire  en  une  fraétion  dont 
le  dénominateur  foit  3 , je  multiplie  ly  par  3 , & le  ij 

produit  eft  4y  , j’écris  donc  4y , ôc  menant  une  ligne  , 3 ^ 

j’écris  le  dénominateur  3 au-deftous , ce  qui  me  donne 
la  fraétion  Y égale  à l’entier  ly. 

Démonstration.  Chaque  unité  de  l’entier  i y étant  divifée 
en  trois  parties  égales , contient  3 tiers , Ôc  par  conféquent  i y uni- 
tés doivent  contenir  i y fois  3 tiers , c’eft-à-dire  Y • Donc  Y oft 
égal  à ly. 

Réduire  en  entier  une  fraéïion  improprement  dite , ou  dont 
le  numérateur  ejl  plus  grand  que  le  dénominateur. 

3 8.  Soit  la  fraâion  Y à réduire  en  entiers  ; je  divife  3 
4y  par  le  dénominateur  3 , ôc  le  quotient  i y eft  l’entier  4f  ( * f 
que  je  cherche.  j»y 

Démonstration.  Puifque  la  fra£lion  eft  une  frac-  ^ — 
tion  de  tiers , chaque  entier  en  doit  contenir  3 , ainfi  il 
doit  y avoir  dans  Y autant  d’entiers  qu’il  y aura  de  3 , ôc  par  con- 
féquent en  divUànt  43  par  3 , on  a le  nombre  des  entiers  contenus 
dans  Y*  Réduire 
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Réduire  une  froBion  aux  plus  petits  rtomhres  qui  puijfent  t exprimer, 

3P.  Soit  la  fraâton  à réduire  à Tes  moindres  termes , il  eft 
fur  qu’il  faut  pour  cela  que  je  cherche  un  nombre  qui  divifeexac* 
tement  le  numérateur  12  & le  dénominateur  24.;  caries  quotients 
feront  certainement  plus  petits  que  12  & 24,  ôc  cependant  ils  fe- 
ront en  même  raifon  (».  33.)>  d’où  il  fuit  que  je  pourrai  mettre  le 
premier  quotient  à la  place  du  numérateur  i2j  & le  fécond  à la 
place  du  dénominateur  24. , ce  qui  me  donnera  une  nouvelle  frac- 
tion égale  à f-* , & dont  les  termes  feront  moindres.  2°.  Il  faut  en- 
core que  ce  divifeur  que  je  cherche , foit  le  plus  grand  divifeut 
éxacl  qui  puifTe  divifer  12  & 24;  car  les  quotients  deviendront 
alors  les  moindres  qu’ils  puilTent  être , à caufe  que  plus  le  divifeut 
eff  grand , moins  il  e(l  contenu  dans  le  dividende , ôc  par  coofé- 
quent  le  divifeur  devient  moindre. 

Pour  remplir  donc  ces  deux  conditions,  je  12  12 

divife  le  dénominateur  24  par  le  numérateur  J 2,  24  ( 2 12(1 

ôc  trouvant  que  la  divilion  cft  exade , ôc  que  le  q o 

quotient  efl  2 , je  divife  aulTi  1 2 par  lui-même , 
ôc  le  quotient  eü  i ; ainfi  les  deux  nombres  1 2 ôc  24  ayant  été 
divifés  par  le  même  nombre  1 2,  les  quotients  i ôc  2 font  en  même 
raifon  (M  33.)  ôc  par  conféquent  la  fraction  J-  eft  la  même  que 
la  fraêlion  î J ; de  plus  on  ne  fçauroit  trouver  de  moindres  ter- 
mes pour  exprimer  cette  fraêlion,  puifque  le  divifeur  ta  étant 
égal  au  numérateur,  on  ne  fçauroit  trouver  un  plus  grand  nombre 
qui  divife  exatlement  1 2 ôc  24. 

Si  après  avoir  divifé  le  dénominateur  par  le  numérateur, la  di- 
vifion  n’eft  pas  exaête  ; on  néglige  le  quotient , ôc  l’on  divife  le  nu- 
mérateur par  le  refte  de  la  première  divifion  ; ôc  fi  cette  fécondé 
divifion  n’eft  pas  cxaÊle , on  divife  le  reft^dela  première  divifion 
par  le  refte  de  la  fécondé . ôc  on  continue  de  même  jufqu’à  ce  qu’on 
trouve  un  divifeur  éxaâj  alors  on  divife  le  numérateur  ôc  le  déno- 
minateur de  la  fraction  propofée  par  ce  divifeur,  ôc  les  deux  quo- 
tients compofent  la  fraêtion  réduite. 

Soit  par  exemple  la  fra£tion-j4l  à 168  72  24 

réduire  aux  moindres  termes.  Je  divife  240(1  1,68(2  12  (j 

k dénominateur  240  par  le  numéra-  72  24  o 

teur  1 58,  ôc  la  divifion  n’eft  pas  éxaête; 

car  il  me  refte  72.  ' . 

Je  négligé  le  quotient  i,  ôc  je  divife  le  numérateur  1 58  par  72, 
Tome  L D ' 
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& la  divifion  n’eft  pas  éxa£le,  puifqu’il  me  refte  24. 

Je  néglige  le  quotient  2,  & je  divife  le  premier  refte  72  par  le 
£:cond  24^  6c  la  divifton  eft  éxaâe. 

Je  prens  donc  le  divifeur  24  ôc  je  divife  le  24  24 

Bumerateur  1 68,  ôc  le  dénominateur  240  l’ua  ^^^(7  240  (la 

6c  l’autre  par  24 , 6c  les  quotients  7 6c  10  font  00  qo 
en  même  raifon  que  168  6c  240  ; donc  la  o 

fraftioiT  /s  eft  la  même  que  la  fraction  ré- 
duite à fes  moindres  termes. 

Démonstration.  Je  dis  i®.  que  24  doitdiviferexaâ&mentle 
numérateur  1 68  6c  le  dénominateur  240;  car  24  divife  exaétement 
72,  or  J 68  contient  2 fois  72  plus  24,  comme  on  voit  par  la  divi- 
fion que  nous  avons  faite  ; ainli  1 68  eft  le  même  que  2 fois  72  plus 
24;  mais  24  fe  divife  exacfteinent  lui-même,  6c  divife aulfi  exaêle- 
ment  2 fois  72;  puifqu’il  divife  exa£lement72,donc24divife  exac- 
tement 2 fois  72  plus  24 , c’eft  à-dire  1 68.  De  même  240  contient 
une  fois  1 68  plus  72,  comme  on  voit  parla  divifion  que  nous  avons 
faite  i donc  240  eft  la  même  chofe  que  1 68  plus  72  î or  24  divHe 
exadement  168  6c  72,  donc  24  doit  aulTi  divifer  exadement  168 
plus  72,  c’eft-à-dire  240. 

Je  dis  2®.  que  24  eft  le  plus  grand  divifeur  qui  puifle  divifer 
exactement  1 68  6c  240.  Si  l’on  vouloit  qu’il  y eût  un  nombre  plus 
grand  que  24,  qui  divilat  exadement  168  6c  240,  il  faudroitque 
ce  nombre  divifôt  exadement  168  6c  le  premier  refte  72;  car  240. 
étant  la  même  chofe  que  1 68  plus  72 , fi  le  divifeur  de  1 68  ne  di- 
yifoir  pas  exadement  72,  il  ne  diviferoit  pas  non  plus  1 68  plus  72, 
c’eft-à-dire  240.  De  plus  168  étant  égal  a 2 fois  72  plus  24,  le  di- 
vifeur qui  diviferoit  exadement  168  6c  72  , devroit  aufti  divifer 
exademenra  fois72,6c24i  car  autrement  il  ne  diviferoit  pas  168 
égal  à 2 fois  72  plus  2^;  or  24  ne  peut  pas  avoir  un  divifeur  plus 
grand  que  lui,  donc  il  ne  peut  pas  fe  trouver  de  nombre  plus  grand 
qui  divife  exadement  168  6c  240. 

Evaluer  une  fiaiîton. 

40.  Nous  avons  dit  {N.  8.) , qu’il  y a certaines  chofes  dont  Tu- 
ftge  a voulu  qu’on  ait  fait  des  divifions  ôc  de  foudivifions  nom- 
mées fous  efpcces.  Or  évaluer  une  fradion  de  quelqu’une  de  ces> 
chofes  , c’eft  chercher  combien  la  fradion  contient  de  fous-eP- 
peces. 

Pour  fqavoir  combien  de  livres  egntitnt  defols , qui  eft  la  fous*' 
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«fpece  de  la  livre,  il  faut  réduire  la  livre  en  fols,  c’eft-à*dire  la 
multiplier  par  20 , à caufe  que  la  livre  contient  20  fols;  enfuite  on 
divifera  20  par  4 pour  en  avoir  le  quart  qui  eft  y , ôc  l’on  multi- 
pliera ce  quart  par  j,  parce  qu’on  a & le  produit  fols  mar- 
quera que  I de  livres  valent  15  fok,  ce  qui  n’a  pas  'befoin  de  dé~ 
monflration.  ' ’ 

Ajouter  enfemble  deux  ou  plujîeurj  fiaÛions. 

41.  Si  les  fraâions  ont  un  même  dénominateur  , on  ajoute  cn- 
femble  tous  les  numérateurs  ; mais  fi  les  dénominateurs  font  dif- 
ferens  > on  réduit  auparavant  les  fractions  à une  même  dénomi- 
nation. 

Exemple.  Un  homme  a acheté  dune  part  la  aunes  ^ d étoffe,  <Ù“ 
dun  autre  14  aunes  j-,  combien  a-t' il  acheté  d aunes  en  toutf 

J’écris  les  aunes  fous  les  aunes , & les  fraflions  fous  1 2 7 

les  fraéHons,  après  quoi  je  dis  f 6c  ffont  J,  Ôt  comme  14  f 

le  numérateur  7 eft  plus  grand  que  le  dénominateur  y,  %_ 

je  divife  7 par  y,  pour  fçavoir  combien  il  y a d’entiers,  * 

& je  trouve  i entier  avec  un  relie  1 , c’ell-à-dire  j’écris  7 fous 
la  ligne,  ôc  palTant  aux  aunes,  je  dis  1 entier  que  j’ai  6c  2 font 
5 , 6c  4 font  7 , 6c  achevant  le  relie  à l’ordinaire , je  trouve  que 
cet  homme  a acheté  27  aunes  6c 

II.  Exemple.  Un  Marchand  a vendu  à trois  differentes  perfonnes 
ly  aunes  7,  12  aunes  ^,18  aunes  combien  a -s’il  vendu  en 
tout  ? 

Je  réduis  les  trois  fraûions  au  même  dénomina- 
teur, 6c  j’ai  les  nouvelles  fraêlions  H,  K-,  «Ij  qui 
font  les  memes  que  les  fratlions  propolées. 

J’écris  donc  1 y aunes  au  lieu  de  i y aunes  7, 

1 2 aunes  , au  lieu  de  1 2 aunes  ^ , 6c  1 8 "aunes  75  » 
au  lieu  de  1 8 aunes  7,  6c  ajoutant  enfemble  les  trois 
numérateurs,  la  fomme  eft  ; 6c  comme  le  nu- 
mérateur ell  plus  grand  que  le  dénominateur , je  di- 
vife  1 9 î par  60 , 6c  le  quoti^t  cil  2 entiers  avec 
un  relie  J-J.  J’écris  J-J  fous  les  fraâions , 6c  portant  2 entiers  an 
rang  des  aunes,  je  dis  2 que  je  porte  ôc  y font  7,  ôc  achevant 
„ le  relie  à la  maniéré  accoutumée , je  trouve  que  ce  Marchand  a 
•fendu  47  aunes  yj: 

Dij 
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Soujlraire  une  frailion  d’une  autre.  / 

42.  Si  les  deux  fra£lions  ont  le  même  dénominateur , on  fou-  • 
Arait  le  numérateur  de  la  petite  du  numérateur  de  la  grande  , 6c 
ce  qui  relie  eft  le  numérateur  de  la  frafiion  reliante  : que  fi  les  dé- 
nominateurs font  dilferens,  on  réduit  auparavant  les  deux  frayions 
à une  même  dénominatio/i. 

I*'.  Exemple.  Un  homme  entreprend  un  voyage  rjui  en  fuivant  la 
route  commune  f croit  de  a8  /leuës-^,  mais  en  prenant  une  autre 
route , il  ne  fora  que  1 7 lieues  combien  épargner a-i il  de  lieu'ésl. 

J’écris  ces  deux  nombres  l’un  fous  l’autre , c’ell-  28“”*’  ^ 
à-dite  les  Ireuës  du  petit  fous  les  lieues  du  grand,  17  x 

6c  les  fraûions  fous  les  fraêiions;  enfuite  je  dis;  — T 

de  d ôtez  7,  ou  de  3 ôtez  i , il  relie  2 , ou  * , “ 4 T 

c’eli-à-dire  j ; de  8 ôtez  7 , il  relie  i , ôc  de  2 ôtez  r , il  relie  i ; 

ainfi  cet  homme  fera  1 1 lieues  -f  de  moins. 

II.  Exemple.  De  aunes  ^ , otez  ly  aunes},  que  refte-t'il? 

Je  réduis  les  deux  fraûions  au  même  dé-  ^ 8 17*““ A 

Dominateur , ce  qui  donne  6c  ; j’’écris  1 i i j 

donc  17  aunes au  lieu  de  17  aunes 12  — 

6c  par-deflbus  ly  aunes  au  lieu  de  1 y 2 ,, 

aunes  ôc  f ; enfuite  je  dis  : de  ^ ôtez  ^ , ou  de  p ôtez  8 , il  relie 
1 ou  de  7 aunes  ôtez  y,  il  relie  2 , 6c  de  1 ôtez  1 , il  ne  relie 
lien  •,  ainfi  le  relie  eli  2 aunes 


III.  Exemple.  Un  homme  a acheté  2y  aunes  jdétoffe,  tien 
à un  ami  p aunes  ^ , combien  lui  en  rejle-t'ilf 


a cédé 


Je  rédnis  les  deux  fraôions  au  même  dé-  8-  ly 
Dominateur , ce  qui  donne  , 6c  -f-J , j’écris  7 -J  p i| 
donc  2 y aunes  7%,  6c  par  delTous  p aunes  20  — 

ôc  je  dis  t de  7^5  je  ne  puis  ôter  fl , c’eft  rs 

pourquoi  j’emorunte  une  unité  au  arang  des 
aunes,  6c  la  reduifant  en  une  fraêHon  dont  le  dénominateur  foit 
20,  j’ai  qui  joints  aux  ,*0  <iue  j’ai  déjà  font  rî , & de  f|  ôtez 
fl,  il  refte  II  ; enfuite  de  4 ne  pouvant  ôter  p , j’emprunte  une 
unité  fur  le  rang  fuivant,  laquelle  unité  vaut  10,  6c  ces  10  joints 
aux  4 que  j’ai  déjà  femt  14,  ôc  de  14  ôtezp , U relie  y y enfin  de  » 
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6tcz  O,  il  reflc  i ; donc  ce  qui  reftc  à cet  homme  eft  1 y aunes 

Multiplier  une  fia£Uon  par  une  autre. 

4j.  Pour  multiplier  deux  fraflions  l’une  par  l’autre , foit  que 
les  dénominateurs  foient  les  mêmes,  ou  qu’ils  foient  differens  , 
on  multiplie  les  deux  numérateurs  l’un  par  l’autre , & les  deux  dé* 
nqminatcurs  aufli,  & l’on  a une  nouvelle  fraêUon  qui  eft  le  pro- 
duit des  deux. 

Pour  multiplier^  par  on  multiplie  le  numérateur  3 par  le  nu- 
mérateur 4,  ce  qui  fait  12,  on  multiplie  de  même  le  dénomina- 
teur 4 par  ledénominatcur  5,  ce  qui  fait  20,  & l’on  écrit  { * pour  le 
produit  des  deux  fraâions. 

Démonstration.  Si  au  lieu  du  multiplicateur  ij’avois  qua-^ 
tre  unités , je  multiplierois  le  numérateur  3 de  la  fraélion  ^ par  le 
multiplicateur  4,  6c  j’aurois  ~ pour  le  produit  j car  pris  4 fois , 
c’eft-a-dire  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur 
4.  font  — i or  ce  n’eft  pas  par  4 unités  que  je  dois  multiplier 
mais  par  ^ , ou  par  4 divifé  par  y ; ainfi  en  multipliant  par  4 , j’ai 
trop  multiplié,  ôc  le  produit  ^ eft  trop  grand;  pour  corriger  donc 
ce  défaut,  il  faut  que  je  divife  ce  produit  par  le  dénominateur  y 
de  ^ ; mais  ~ étant  la  même  chofe  que  1 2 divifé  par  4 , il  s’enfuit 
que  1 2 divifé  par  4 , doit  être  enfuite  divifé  par  y,  ou  ce  qui  revient 
au  même  , que  1 2 doit  être  divifé  tout  d’un  coup  par  le  produit 
20  des  deux  divifeurs  4 & y (M  3y.).  Donc  lafraéUon  eft  la 
produit  cherché. 

Divipr  une  fraElion  par  une  autre. 

44.  Pour  diviferune  fradion  par  une  autre,  il  faut  toujours  que 
les  dénominateurs  foient  les  mêmes  ; ôc  fi  cela  n’eft  pas  , il  faut 
auparavant  réduire  les  fradions  à la  même  dénomination.  Après 
quoi  on  divife  le  numérateur  de  la  fradion  à divifer  par  le  numé- 
rateur de  la  fradion  qui  doit  la  divifer. 

Pour  diviferf  par  on  divife  8 par  4,  ôc  le  quotient  2 fait  voir 
ique  J contient  2 fois  f. 

Pour  divifer  par  , on  divife  p par  7,  ôc  le  quotient  f ou  » ■ 
■ÿfait  voir  que  contient  ,^une  fôis  ôc  deux  feptiémes  de  fois, 
c’eft-à-dire  que  ^0  contient  ôc  2 parties  de  fept  dixiémes  ou 
£c  ainfi  des  autres. 

Diij 
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Des  frayions  de  fr allions. 

De  même  qu’on  peut  divifer  un  entier  enplufieurs  parties 
dgales , & en  prendre  quelques-unes , ce  qui  fait  une  fraûion;  de 
même  aulFi  on  peut  divifer  une  fraûion  en  plufieurs  parties  éga- 
les, ôc  en  prendre  quelques-unes  , ce  qui  fait  une  fraêUon  de 
fradion.  D’où  l’on  voit  qu’une  fradion  de  fradion  n’a  pas  un  rap- 
port immédiat  à l’entier,  mais  feulement  à la  fradion  dont  elle 
eft  partie.  Le  y de  ^ n’eft  pas  le  tiers  de  l’entier , mais  le  tiers  d’u- 
ne partie  de  l’entier. 

Four  opérer  fur  les  fradions  de  fradions,  il  fautaaparavant  leur 
donner  un  rapport  immédiat  à l’entier,  c’cil-à-dirc  les  faire  deve- 
nir fimples  fradions  , ce  que  l’on  fait  ainli. 

Soit  la  fradion  de  fradion  7 de  y d’aune  ; je  multiplie  les  deux 
dénominateurs  enferable.  Ce  qui  fait  12,  & prenant  12  pour  dé- 
nominateur, & I pour  numérateur,  j’ai  la  fradion  d’aune  éga; 
le  à -j-  de  7 d’aune  ; ce  qui  eft  vifible , puifque  l'aune  contenant 
quatre  quarts  , 5c  chaque  quart  contenant  trois  tiers  , l’aune  doit 
par  conféquent  contenir  trois  fois  quatre , ou  1 2 parties  telles  que 
chacune  foit  le  tiers  de  fon  quart  ; 6c  par  conféquent  chacune  de 
CCS  parties  eft  la  douzième  partie  de  l’aune. 

Soit  encore  la  fradion  de  fradion  7 de  ^ d’aune;  je  multiplie 
les  deux  numérateurs  , ce  qui  fait  6,  & les  deux  dénominateurs, 
ce  qui  fait  1 2 , & j’ai  la  fradion  77  d’aune  égale  à 7 de  ^ d’aune  i 
' car  le  tiers  d’un  quart  étant  un  douzième  d’aune , les  deux  tiers 
d’un  quart  font  deux  douzièmes  d’aune , & les  deux  tiers  de  trois 
quarts  font  2 fois  3 ou  d douzièmes  d’aune. 


CHAPITRE  IV-  • 


De  la  Multiplication  Ù"  de  la  Divijion  compojee. 

46.T  A partie  alitjuote  d’un  nombre  eft  une  partie  qui  étant  pri- 
I y fe  plufieurs  fois  eft  égale  à ce  nombre  : 4 étant  pris  y fois 
eft  égal  à 20 , donc  4 eft  une  partie  aliquore  de  20. 

47-  La  partie  aliquante  d’un  nombre  eft  une  partie  qui  étant 
prife  plufieurs  fois , eft  toujours  ou  moindre  ou  plus  grande  que  ce 
nombre,  fans  pouvoir  jamais  lui  être  égale  : 6 pris  j fois  eft  moin- 
dre que  20,  & le  même  6 pris  4 fois , y fois , Ccc.  eft  plus  grand 
que  20.  Donc  6 eft  partie  aliquante  de  20. 
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48,  Toute  partie  aliquante  d’un  nombre  peut  fe  pattager  en 
deux  ou  plufieurs  parties  aliquotes.  Par  exemple  6,  partie  aliquan- 
te de  20,  peut  fe  couper  en  deux  parties  4 & 2 , donc  la  première 
eft  contenue  j fois  dans  2«,  6c  la  fécondé  y ell  contenue  dix  fois  ; 
le  même  6 peut  fe  couper  encore  en  deux  parties  y 6c  ï j donc 
la  ptemiere  eft  contenue  4 fois  dans  20,  ôc  l’autre  y eft  contenue 
ao  fois. 

4<j.  C’eft  par  le  moyen  des  parties  aliquotes,  6c  des aliquantes 
réduites  en  aliquotes  qu’on  fait  la  multiplication  compofée  , ainfi 
qu’on  verra  après  que  nous  aurons  établi  lef  deux  principes  fui- 
.Vans. 

yo.  Si  f on  divtfe  un  nombre  entier  par  10,  le  ejuotient  fera  toujours 
égal  à toutes  les  parties  du  dividende , excepté  la  derniere  à droite,  qui 
fera  une  fraÛion,  donc  le  dénominateur  fera  ic.  , 

Soit  le  nombre  3^42  à divifer  par  10,  je  le  10 
divife  à la  façon  ordinaire,  6c  je  vois  que  dans  3542(3^4^ 

chaque  operation  le  premier  nombre  i du  divi- 

feur  eft  contenu  dans  le  caradere  du  dividende 

qui  fe  trouve  fous  lui  autant  de  fois  que  ce  cata-  ^2  x 

âere  contient  d’unités  ; 6c  que  le  fécond  catac-  

tere  o du  divifeur  laifTe  toujours  fubfifter  le  cara-  ^ 
tere  du  dividende  qui  eft  fous  lui;  donc  après  la  derniere  opé- 
ration, je  dois  avoir  au  quotient  les  caraûeres  3^4  qui  font  les 
trois  premiers  caraâeres  du  dividende,  6c  le  dernier  caradere 
eft  un  refte  à divifer  par  i o , 6c  par  conféquent  ce  refte  eft 
■ De-là  il  fuit  qu’au  lieu  de  faire  la  divifion  demandée , on  n’a 
qu’à  retrancher  tout  d’un  coup  le  dernier  caradere  6c  écrire 

y 1.  Si  P on  divife  un  nombre  par  20,  le  quotient  Jera  toujours  égal 
'i  la  moitié  de  tous  les  termes  de  ce  nombre  qui  precedent  le  dernier  ,■ 
tr  le  refle  fera  unefraSlion  qui  aura  pour  dénominateur  20. 

Soir  le  nombre  46ya  à divifer  par  20.  Je  fais 
ta  divifion , 6c  je  trouve  que  le  premier  caradere  45fW2î2— - 

a du  divifeur  me  donne  dans  chaque  opération  

la  moitié  du  caradere  du  dividende  qui  fe  trouve  • 

fous  lui , parce  que  c’eft  la  même  chofe  de  pren-  y 2 . 

dre  la  moitié  ou  de  divifer  par  2 , 6c  que  le  fe-  Ta” 

cond  caradere  zéro  du  divueur  laifle  toujours 

fobfifter  le  caradere  du  dividende  qui  fe  trouve  fous  lui  ; donc 

après  U derniere  operation  je  dois  avoir  au  quotient  232,  c’eft* 
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à-dire  la  moitid  des  trois  premiers  caraâeres  du  dividende; 
6c  après  avoir  pris  cette  moitié,  il  relie  i dixaine  , laquelle  jointe 
au  dernier  caraûcre  a du  dividende  fait  12,  c’eft-à-dire  12  à di' 
vifer  par  20,  ou  H*  * • 

De-là  il  fuit  qu’au  lieu  de  faire  la  divilion  demandée  , il  n’y  a 
qu’à  retrancher  du  dividende  le  dernier  caraQere  à droite  , 6c 
prendre  la  moitié  en  allant  de  gauche  à droite  > ainli  on  dira  la 
moitié  de  4 eft  2 , la  moitié  de  5 e(l  6c  la  moitié  de  ç eft  2, 
6c  il  relie  i dixaine,  qui  jointe  au  caractère  retranché  2 fait  f|,  6c 
l’on  aura  2?2  J J.  • 

Je  lailTe  à examiner  aux  commençans  ce  qui  arriveroit,  fi  l’on 
divifoit  un  nombre  par  30, 40,  jo,  60,  6cc. 

1".  Exemple.  C/r  Ouvrier  a fait  toifes  d'ouvrage  â 4 livres 
10  fols  la  toije , combien  lut  revient-il  l 

J’écr  s le  nombre  à multiplier  35j',  6c  fous  fon 
dernier  caractère  à droite  j écris  4 liv.  6c  j’avance  4*  io“* 
10  fols,  enfuire  je  multiplie  363  par  4 , ce  qui  7460 
donne  1450  livres.  iti2  jq 

Maintenant  pour  multiplier  par  10  fols , je  ~z — ^ 
dis  : 11  l’aune  ne  coutoit  qu’une  livre  ou  20  lois,  le  * ° 

f)rix  de  3 6 3 aunes  feroit  3 6 3 li vres , mais  10  fols  ell  la  moitié  d’une 
ivre,  donc  ;c  ne  dois  avoir  que  la  moitié  de  3^3;  jedis  donc  ;la 
moitié  de  3 ell  I ôc  il  relie  i qui  joint  au  caraClcre  fuivant  6 fait 
1 5 ; la  moitié  de  1 5 ell  8 ; la  moitié  de  3 cil  2 , 6c  il  relie  i livre  à 
partager  en  deux  ou  une  moitié  de  livre  ; or  la  moitié  d’une  livre 
ell  10, 6c  par  confequent  j'écris  10  fols,  6c  ajoutant enfemble les 
deux  produits , j’ai  1642  liv.  10  fol$  pour  le  prix  de  363  toiles. 

II.  Exemple,  /i  3 livres  ijfols  6 deniers  la  toife,  combien  vaudront 
333  tofesl 

Je  multiplie  33  3 par  3 liv.  ce  qui  donne 
2673  liv.  enfuire  les  i 3 fols  n’étant  pas  une 
partie  aliquote  de  20  fols,  ou  d’une  livre, 
je  coupe  1 3 fols  en  trois  parties  10,2,  6c 
I , dont  la  première  ell  la  moitié  d’une  li- 
vre, la  fécondé  ell  le  dixiéme,  6c  la  troi- 
ttoifiémeell  le  vingtième;  je  multiplie  donc 
par  10  fols , en  difanr  : fi  la  toife  ne  valoir 
que  i livre,  le  prix  de  333  toifes  ne  vaudroit  que  333  livres  { 

or 


J3-r 


3»  13" 


2573 
257  10 

33  10 

26  J 3 
13  7 


3035*^ 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  * jj 

or  10  eA  la  moitié  de  la  livre  , donc  je  ne  dois  prendre  que  la 
moitié > & prenant  cette  moitié,  j’ai  2 (St;  livres  10  fols. 

Pour  multiplier  par  2 fols  qui  eft  le  dixiéme  d’une  livre , je 

f)tens  le  dixiéme  de  J3J  que  rendroit  une  livre  ; or  pour  prendre 
e dixiéme , ou  pour  divifer  par  i o , je  coupe  le  dernier  caraâere 
de  jjy  (JV.  JO.)  & j’ai  jj  livres,  & le  refte  eft  une  fraûion 
mais  chaque  dixiéme  vaut  2 fols , donc  j dixiémes  valent  i o fols, 
& par  conféquent  j’ai  jj  livres  10  fols  pour  le  produit  de  2 fols. 

Pour  multiplier  par  1 fol , je  prends  le  vingtième  de  jj  j livres 
qu’une  livre  rendroit,  c’eA-à-dire,  je  div^fe  jjj  par  20,  ainfi  je 
coupe  le  dernier  caraâere  J,  & je  prends  la  moitié  de  j 3 qui  eA 
a((n.  ji.),ôcil  reAe  i,  lequel  joint  au  dernier  caraâere  fait 
Or  chaque  vingtième  vaut  i fol,  donc  font  ij  fols  ; j’ai  donc 
atf  livres  i j fols  pour  le  produit  de  i fol. 

Maintenant  pour  multiplier  par  deniers , je  prends  la  moitié 
de  ce  (que  i fol  m’a  rendu,  à caufe  que  6 deniers  eA  la  moitié 
d’un  fol , &c  j’ai  1 3 livres  7 fols  6 deniers.  Mais  fi  avant  les  fix  de- 
niers je  n’avois  eu  que  10  fols,  ôc  que  par  conféquent  je  n’eufle 
peint  le  produit  d’un  fol  qui  me  fait  voir  tout  d’un  coup  que  6 de- 
niers doivent  me  rendre  la  moitié  de  ce  produit,  je  ferois  une 
fuppofition  en  difant  : fi  j’avois  à multiplier  par  2 fols  qui  eA  le 
dixiéme  d’une  livre,  je  n’aurois  qu’à  retrancher  le  dernier  carac- 
tère de  J 3 J , & j’aurois  j 3 livres  & ^ , chacun  defquels  valant 
2 fols  font  1 0 fols  ; ainfî  j’aurois  j 3 livres  t o fols  pour  le  produit 
de  2 fols  ; or  d deniers  font  le  quart  de  2 fols  : donc  5 deniers  doi- 
vent me  produire  le  quart  de  J3  livres  iofols,&  prenant  le  quart, 
j’aurois  le  quart  de  j eA  1 , & il  reAe  1,  qui  avec  le  3 fuivant  fait 
1 3 ; le  quart  de  1 3 eA  3,  & il  reAe  1 livre  ou  20  fols,  qui  joint  aux 
10  (bis  fui  vans  font  30  fols  ^ le  quart  de  30  fols  eA  7 fols,  & il  reAe 
3 fols  ou  24  deniers , dont  le  quart  eA  6 ; ainfî  j’aurois  i } livres  7 
fols  6 deniers  pour  le  produit  de  5 deniers. 

J’ajoute  enfemble  tous  les  produits  que  je  viens  de  trouver,  6c  le 
produit  total  3 03  5 livres  2 fols  (5  deniers  eA  le  prix  des  jjj  aunes. 

III.  Exemple.  toifei  3 pieds  6 pouces  à ^ livres  $ fols  ^denier  f 
la  toijè,  combien  valent-elles  ? ^ 

Je  néglige  les  3 pieds  6 pouces  du  multiplicateur,  & je  multiplie 
3 27 par  3 , ce  qui  donne  p8 1 livres. 

j)  fols  n’étant  pas  une  partie  aliquote  de  20  f.  je  coupep  en  2 par- 
ties J & 4 , dont  l’une  eA  le  quart , Ôc  l’autre  le  cinquième  d’une  liv. 
Tome  /.  E 


34-  ELEMENS 

Je  multiplie  par  y fols,  en  prenant  le  quatt 
de  5 27  ; le  quart  de  j 2 «ft  8 , le  quart  de  7 
eft  I , & il  refle  5 livres  à divifer  par  4 , ou 
i de  livres  ; or  chaque  quart  vaut  y fols,  donc 
i valent  i y fols,  & par  confdquent  j’ai  81 
livres  i y fols  pour  le  produit  de  y fols. 

Je  multiplie  par  4 fols  en  prenant  le  cin- 
quième de  327;  le  cinquième  de  3 2 eft  6, 
éc  il  refte  2,  qui  avec  le  caraèlere  fuivant  7 font  27  i le  cinquième 
de  27  cft  y , & il  refte  2.  à divifer  par  y,  ou  or  chaque  cinquième 
vaut  4 fols,  donc  f valent  S fols;  ainfi  j’ai  5y  livres  8 lois  pour 
le  produit  de  4 fols. 

Pour  multiplier  par  4 deniers , je  fuppole  que  j’eulfe  à multi- 
plier par  2 fols,  qui  cft  le  dixième  d’une  livre,  fie  en  ce  cas  j’au- 
rois  32  livres  ou  14  fols  pour  le  produit  de  deux  fols;  or  4 de- 
niers font  le  fixième  de  2 fols,  donc  je  dois  prendre  le  fixième  de 
32,  mais  ce  lixième-eft  y,  & il  refte  2 livres  ou  40  fols,  lefquels 
joints  aux  1 4 fols  font  y 4 fols , & le  fixième  de  y 4 fols  eft  p fols  , 
donc  J’ai  y livres  p fols  pour  le  produit  de  4 deniers. 

Il  refte  encore  les  3 pieds  6 pouces  que  j’ai  négligé.  Or  puif- 
que  la  toife  coûte  3 livres  p fols  4 deniers , 3 pieds  qui  font  la  moi- 
tié de  la  toife,  ne  doivent  coûter  que  la  moitié  de  3 livres  p fols 
4 deniers.  Je  dis  donc  la  moitié  de  3 livres  eft  i livre , & il  refte 
I livre  ou  20  fols , lefquels  joints  auxp  fols  font  2p  fols;  la  moi- 
tié de  2p  eft  t4,&  il  refte  1 fol  ou  12  deniers , «lefquels  joints  aux 
4 deniers  font  1 6 deniers , & la  moitié  de  1 d eft  8. 

Six  pouces  font  le  lixième  de  3 pieds  ; car  la  valeur  de  chaque 

Îied  étant  de  12  pouces,  3 pieds  en  valent  35,  dont  6 cft  le  fixième. 

e prends  le  fixieme  de  ce  que  trois  pieds  m’ont  rendu  endifant: 
le  fixième  de  1 liv.  eft  zéro  de  livres  , ôc  il  refte  une  livre  ou  20  fols, 
lefquels  joints  aux  1 4 fols  font  34  fols  ; le  fixième  de  34  eft  y fols, 
& il  refte  4 fols  ou  48  deniers , lefquels  joints  aux  8 deniers  font 
y 5 ; le  fixième  de  yd  cft  p deniers  , 6c  il  refte  | ou -j-  que  j’écris. 

J’ajoute  cnfemble  tous  les  produits  que  j’ai  trouvé , 6c  la  fom- 
me  totale  i i3y  livres  12  fols  y deniers  j eft  la  valeur  des  327  toi- 
fes  3 pieds  dpouceS. 

y 2.  Remarque.  J’ai  dit  au  fujet  des  4 deniers  , qu’en  fuppo- 
fant  que  j’euffe  à multiplier  par  2 fols , qui  cft  le  dixième  d’une  li- 
vre , je  n’avois  qu’à  retrancher  le  dernier  caraâere  de  3 27, 6c  que 
j aurois  3 a livres  1 4fols  pour  le  produit  de  a fols , c’eft-à-dire  qu’il 
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£iudroit  doubler  le  dernier  caraôere  7 en  le  mettant  au  rang  des 
fols  , & cela  pour  les  raifons  que  j’en  ai  apportées  (n.  jo.  ) ; ot 
en  voulant  multiplier  par  4 deniers,  qui  efl  le  (ixiéme  de  2 fols/ 
j’ai  pris  le  fixiéme  de  32  qui  eft  y , & il  m’eft  relié  2 livres  ou  qua- 
tre dixaines  de  fols , lefquels  jointes  aux  14  ont  fait  j4  fols  , dont 
j’ai  pris  le  fuiéme , d’où  l’on  voit  que  j’ai  doublé  le  relie  2 de  mê- 
me qu’il  faut  doubler  le  dernier  caradere  7 du  nombre  327.  Or  fi 
l’on  ne  veut  doubler  ni  le  relie  ni  le  dernier  caradere , on  n’a  qu’à 
prendre  le  tiers  au  lieu  du  fixiéme  , fie  dire  le  tiers  de  27  fois  ell 
P fols  ; fie  la  raifon  de  cela , c’ell  que  le  tiers  de  27,  qui  cil  la  moi- 
tié de  y4,  ell  égal  au  fixiéme  du  tout  de  y4,  fie  on  fera  de  même 
dans  tous  les  cas  femblables  > en  prenant  pour  le  relie  fie  pour  le 
dernier  caradere  une  fradion  dont  le  dénominateur  ne  feroit  plus 
que  la  moitié  du  dénominateur  de  celle  qu’on  prenoir. 

Ainfi  fi  l’on  vouloir  multiplier  par  2 deniers , qui  font  le  douziè- 
me de  2 fols , on  prendroit  le  douzième  de  32  qui  ell  2,  fie  il  re- 
lleroit  8,  qui  avec  le  dernier  caradere  7 feroit  87,  fie  au  lieu  d’en 
prendre  le  douzième  on  en  prendroit  le  fixiéme,  en  difant,le  fixié- 
me de  8 ell  I,  fie  il  relie  2,  qui  avec  7 font  27,  le  fixiéme  de  27  ell 
4,  fie  il  relie  3 ou  | , or  chaque  fixiéme  de  fol  vaut  2 deniers , donc 
i font  6 deniers  ; on  auroit  donc  2 livres  14  fols  6 deniers  pour  le 
produit  de  2 deniers , fie  ainfi  des  autres. 

IV*.  Exemple,  yi  3 livres  4 fols  3 deniers,  combien  valent  y3J 

aunes 

Je  néglige  d’abord  la  fradion , fie  multi- 
pliant y3j  par  3 , j’ai  léoy  livres. 

4 fols  étant  la  cinquième  partie. d’une 
livre,  je  prens  le  cinquième  de  $3S  » & 
j’ai  107  livres. 

• Pour  multiplier  par  3 deniers , je  fuppofe 
que  j’aye  à multiplier  par  2 fols , fie  en  ce 
cas  retranchant  le  dernier  caradere  de  y 3 y, 
j’aurois  y 3 liv.  , ou  i o fols  pour  le  produit  de  2 fols  ; or  3 de- 
niers ell  le  huitième  de  2 fols  ; je  prens  donc  le  huitième  de  y 3 
livres  qui  ell  5,  fie  il  relie  5 liv.  qu’il  faudroit  doubler  pour  avoir 
10  dixaines,  lefquelles  jointes  au  double  10  du  dernier  caradere 
feroient  no  dont  il  faudroitprendre le  huitième,  mais  pour  n’être 
pas  obligé  de  doubler  rien , je  laiflTe  fubftllei  le  telle  y , fie  le  der- 
nier caradere  y , ce  qui  ne  fait  plus  que  y y,  c’ell-à-dire  la  moitié 
de  110,  fie  je  prens  non  plus  le  huidéme,  mais  le  quart  de  y y , 
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tiarce  que  le  quart  de  la  moitié  eft  égal  au  huitième  du  tout  ; or 
e quart  de  jy  fols  eft  1 3 fols , & il  refte  3 ou  -J  qui  valent  p de- 
niers , parce  que  chaque  quart  de  fols  vaut  3 deniers  > j’ai  donc 
6 livres  13  fols  p deniers  pour  le  produit  de  3 deniers.  - 
Il  refte  à multiplier  par  le  quart  d’aune  que  j’ai  négligé.  Or  la 
valeur  d’une  aune  étant  3 liv.4  fols  3 deniers,  la  valeur  d’un  quart 
ne  doit  être  que  le  quart  de  3 livres  4 fols  3 deniers;  je  dis  donc  le 
quart  de  3 livres  eft  zéro  delivres,  & il  refte  3 livres  ou  éo  fols, 
lefquels  joints  aux  4 fuivans  font  54;le  quart  de  6^  fols  eft  1 6 fols, 
le  quart  de  3 deniers  eft  zéro  de  deniers , & il  refte  ^ que  j’écris. 

J’ajoute  enfemble  tous  les  produits  trouvés,  6c  le  produit  total 
1 7 1 P livres  p fols  p deniers  eft  la  valeur  des  y 3 y aunes 

De  la  Divijton  compose. 

y 3.  Ladivifion  compofée  feroit  trop  embarralTante  à faire  pat 
les  parties  aliquotes,  fur  tout  lorfque  le  dividende  6c  le  divifeut 
feroient  des  nombres  compofés  ; c’eft  pourquoi  avant  de  faire  l’o- 
peration on  réduit  tout  aux  moindres  efpeces , ainli  qu’on  va  voir 
dans  les  exemples  fuivans , qui  ferviront  de  preuves  aux  exem- 
pjes  de  la  multiplication  compofée  que  je  viens  de  donner. 


I".  Exemple.  On  a donné  à un  Ouvrier  16^2  livres  10  fols  pour 
avoir  jais  35y  toifes  Souvrage,  combienvaut  la  toife  de  cet  ouvrage? 

1642  livres  10  fols  viennent  d’avoir  multiplié  les  35y  toifes  par 
le  prix  de  la  toife  : donc  H je  divife  le  produit  1 542  livres  1 o lois 
par  le  nombre  à multiplier  3 6y  , le  quotient  fera  le  multiplicateur 
ou  la  valeur  de  la  toife  qu’on  demande  ( A^.  x 8.  ). 

Avant  de  faire  la  Divilion, 

1642* 

20*^^ 


je  réduis  les  livres  en  fols , 
c’eft-à-dire  je  multiplie  1 ^42 

Ear  20,  à caufe  que  chaque 
vre  vaut  20  fols,  6c  j’ai 
52840’,  aufquelles  ajoutant 
les  10  fols,  la  fomme  eft 
5 28  y O fois,  6c  c’eft  le  Divi- 
dende. 

Maintenant  le  dividende 
étant  devenu  20  fois  plus 
grand , à caufe  de  cette  mul- 
tiplication , le  quotient  de- 
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7300 
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.viendroit  20  fois  plus  grand  quel!  je  navois  pas  augmenté  le  Dl- 
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vidende  î car  le  divifeur  eft  d’autant  plus  contenu  dans  le  divi- 
dende que  ce  dividende  eft  plus  grand , ôc  par  conféquenc  le 
quotient  devient  plus  grand  ; c’eft .pourquoi  je  multiplie  le  divi- 
feur par  le  même  noqibre  20  qui  a multiplié  le  dividende;  aiiifi 
le  dividende  6c  le  divifeur  font  encore  entr’eux  comme  fi  je  ne 
les  avois  pas  multiplié  {N.  s^.),  6c  par  conféquent  le  quotient 
doit  être  le  même  qu’il  feroit  fi  je  n avois  fait  aucune  multipli- 
cation. 

Le  produit  de  pat  20  étant730o,  je  divife  328J0  par  7300, 
6c  le  quotient  eft  4 livres , 6c il  rcfte  34yooufjHquieftune  frac- 
tion delivre,  ôcqui  par  conféquent  eft  la  même  chofeque  3 530  li- 
vres à divifer  pat  7300  j je  réduis  ces  livres  en  fols , en  multipliant 
par  20,  ce  qui  donne  73000  fols,  que  je  divife  par  le  divifeur 
7300 , 6c  le  quotient  eft  i o fols  ; ainfi  le  prix  de  la  toife  eft  4 livrts 
10  fols,  6c  ceci  eft  la  preuve  du  premier  exemple  delà  multipli- 
cation compofée. 

J’aurois  pu  me  paftTer  de  multiplier  le  divifeur 
par  20,  6c  alors  faifant  la  divifton , le  quo- 
tient auroit  contenu  des  fols,  puifque  le  divi- 
dende auroit  contenu  des  fols , 6c  que  le  divi- 
feur n’auroit  pas  été  augmenté  à proportion  du  o 
dividende  ; ainfi  j’aurois  eu  90  fols  ; or  pour  ré- 
duire po  lois  en  livres,  il  faut  les  divifer  par  20,  c’cft-à-dire, 
chercher  combien  il  y a de  fois  20  fols  ou  i livre  dans  po  fols  , 
6c  par  conféquent  retranchant  le  dernier  caraâere  o , j’aurois  pri* 
la  moitié  de  p qui  eft  4 liv.  6c  fl  feroit  refté  1 qui  avec  le  o re* 
tranché  auroit  ftiit  f|  ou  i o fols , ôc  j’aurois  eu  4 livres  i o fols 
pour  le  prix  de  la  toile  ; or  quoique  cette  méthode  foit  plus  abro- 
gée , cependant  comme  elle  feroit  embarraflante  dans  certains 
cas , j’ai  mieux  aimé  donner  la  précédente  qui  convient  à tous 
les  cas , comme  on  verra  dans  les  exemples  fuivans. 

5*4.  Il  faut  remarquer  en  paftant  que  lorfqu’on  multiplie  pat 
un  nombre  dont  le  dernier  caraâcre  à droite 
eft  un  zéro,  il  faudroit  multiplier  tous  les  ca- 
raâeres  du  nombre  à multiplier  par  zéro , 6c 
que  par  conféquent  on  auroit  un  rang  de  zéros 
comme  on  voit  ici , après  quoi  il  faudroit  mul- 
tiplier le  nombre  à multiplier  1 642  par  le  fé- 
cond caraêlere  2 du  multiplicateur,  ôc  écrire  le  produit  pat-def 
Ibus  le  rang  des  zéros , en  commentant  à écrire  fous  les  dixainesÿ 
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or  pour  abréger  on  n’écrit  qu’un  zéro  fous  les  unités , ôc  à côté  de 
ce  zéro  on  écrit  le  fécond  produit  3284,  ce  qui  donne  le  même 
produit  total  que  fi  on  avoit. écrit  le  rang  de  zéros  tout  entier. 

De  même  pour  multiplier  1642  par  le  multiplicateur  200  qui 
a 2 zéros  de  droite  à gauche , au  lieu  d écrire 
un  rang  de  zéros  pour  le  premier  zéro , en- 
fuite  un  fécond  rang  de  zéros  pour  le  fécond 
zéro,  enfuite  untroifiéme  rang  pour  le  pro- 
duit 3284,  on  écrira  fimplement  deux  zéros 
l’un  fous  les  unités  ôc  l’auttc  fous  les  dizai- 
nes, 6c  enfuite  on  écrira  le  produit  3284 
à côté  de  ces  zéros  ; c’eft  à-dire , à commencer  fous  le  rang  des 
centaines,  car  pat  ce  moyen  le  produit  3284  aura  toujours  fa 
même  valeur,  ôc  le  produit  total  fera  toujours  le  même. 

11.  Exemple.  J3J  toifes  d'ouvrage  ont  conté  3035  Itvres  2 fols 

6 deniers , combien  vaut  la  toije  ? 

Pour  faire  cette  divifion, 

je  réduis  les  livres  en  fols , 
en  les  multipliant  par  20, 
ce  qui  fait  60720  fois , auf- 
quels  ajoutant  les  2 fois , j'ai 
60722  fols.  Je  réduis  ces 
fols  en  deniers  en  les  mul- 
tipliant par  12,  ce  qui  fait 
728664  deniers,  aufquels 
ajoutant  les  6 deniers,  la 
fomme  eft  728670,  ôc  c’eft 
le  dividende. 

Or  ce  dividende  ayant 
été  multiplié  par  20  ôc  par 

12,  eft  devenu  beaucoup 
plus  grand  qu’il  ne  faut  par 
rapport  au  divifeur,  ôc  par 
conféquent  le  quotient  de- 
viendroit  plus  grand  qu’il 
ne  faut  pour  exprimer  des 
livres,  c’eft  pourquoi  afin 
de  conferver  le  rapport  du 
dividende  au  divileur  , je 
multiplie  auftl  le  divifeur 
par  20 , ôc  enfuite  par  12 , ce  qui  donne  128400.; 
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Je  dlvife  728^70  par  128400,  & le  quotient  eft  j livres  ; car 
quoique  j’ai  réduit  le  nombre  à multiplier  en  deniers,  cependant 
comme  j’ai  multiplié  le  divifeur  par  20  6c  12,  c’eft  comme  fi  je 
n’avois  rien  fait , ôc  pat  conféquent  il  doit  me  venir  des  livres  au 
quotient,  6c  la  fraûion  reliante  tV,Vo°o  cH  une  fratlion  delivres. 

J’évaluë  cette  fratlion  en  multipliant  fon  numérateur  par  20, 
à caufe  que  la  livre  contient  20  fols  ( N.  40.) , ôc  je  divife  le  pro- 
duit I7JÎ400  par  le  dénominateur  128400 , ôc  le  quotient  ell  1 3 
fols  ôc  une  fradion  de  fols 

J’évaluë  cette  féconde  fradion  en  multipliant  fon  numérateur 
pat  1 2,  à caufe  que  le  fr>l  contient  12  deniers,  ôc  je  divife  le  pro- 
duit 770400  parle  dénominateur  128400,  ce  qui  me  donne  6 de- 
niers , ôc  il  ne  relie  rien.  Ainfi  la  valeur  de  la  toife  ell  ; livres 
1 3 fols  6 deniers , ôc  c’ell  la  preuve  du  fécond  exemple  de  la  mul- 
tiplication compofée. 

III.  Exemple.  327  toifes  3 pieds  6 pouces  ont  coûté  1 13J  livres  12 
fols  J deniers  \ , fur  quel  pied  a-t'on  payé  la  toife  l 


Je  réduis  le  dividende  1 1 3 J .livres  1 2 fols  $ deniers  ÿ en  fols  en 
multipliant  les  livres  par  20,  ôcMe produit  ell  22700  fols,  aufquels 
ajoutant  les  lafols,  la  fomme  ell  22712  fols  i je  réduis  ces  fols  en 
deniers  en  les  multipliant  par  1 2 , 

& le  produit  ell  272^44  deniers, 
aufquels  ajoutant  les  $ deniers  , 
la  fomme  ell  272 J49  deniers; 
enfin  je  réduis  ces  deniers  en 
tiers  en  les  multipliant  par  3 , ôc 
le  produit  ell  817647,  auquel 
ajoutant  i tiers  que  j’ai,  la  fom- 
me ell  817648  tiers  de  deniers. 

Je  réduis  aulTi  le  divifeur  327 
toifes  3 pieds  6 pouces  en  pieds, 
en  multipliant  327  par  6 à caufe 
que  la  toife  contient  6 pieds , ôc 
le  produit  ell  ip6a  pieds,  auf- 
quels ajoutant  les  3 pieds  , la  

fomme  ell  1563  pieds;  je  réduis  4^05888  ihidenâo 
ces  pieds  en  pouces , en  les  mul- 
tipliant par  12,  à caufe  que  le  pied  contient  12  pouces,  ôc  le 
produit  ell  23^80  auquel  ajoutant  les  6 pouces,  la  fomme  ell 
23  ;8tf  pouces. 
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Le  dividende  & le  divifeui  font  donc  réduits  par  là  à leurs 
dernieres  efpeces  ; mais  afin  de  conferver  le  même  rapport  qu’ils 
avoient  avant  ces  multiplications , je  tâche  de  faire  en  Ibne  qu’ils 
fe  trouvent  également  multipliés  par  les  mêmes  nombres,  & pour 
cela  je  multiplie  les  tiers  de  deniers  par  6 , à caufe  que  les  327 
ont  été  multipliées  par  5 , 6c  je  multiplie  les  pouces  par  20  6c 
par  3 , à caule  que  les  113^  livres  ont  été  multipliées  par  20  6c 
par  3 , par  ce  moyen  le  dividende  6c  le  divifeur  fe  trouvant  mul> 
tipliés  l’un  6c  l’autre  par  20,  12,  5,  6c  3 , font  entr’eux  dans  le 
même  rapport  que  fi  on  ne  les  avoit  pas  multipliés. 

Ces  multiplications  faites , je  i4i{i<o 
divifele  dividende  490^888  pat  4joj888  (}» 
le  divifeur  141  n5o,  6c  ache- 
vant le  refie  comme  dans  l’exem- 
ple précédent,  je  trouve  3 livres 
P fols  4 deniers  pour  le  prix  de 
la  toife , 6c  c’eft  la  preuve  du 
troifiéme  exemple  de  la  multipli- 
cation compofée. 
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IV.  Exemple.  C/«  homme  a acheté  y 3 y aunes  j d’étoffe  qui  lui  ont 
cotûé  1 7 ip  livres  p Jols  p deniers  | , combien  f aune  lui  a-fil  coûté? 

Je  réduis  les  livres  en  fols , les  fols  en  deniers , 6c  les  deniers 
en  quarts  , ce  qui  donne  itfyoyi  i quarts  de  deniers , je  réduits 
de  même  les  aunes  en  quarts , ce  qui  donne  2141  quarts  d’aunes. 
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Or  comme  les  aunes  n’ont  été  multipliées  que  par  4 , tandis 
que  les  livres  ont  été  multipliées  par  20,  par  12 , & par  4 ; je  mul- 
tiplie les  2141  quarts  d’aunes  par  20  6c  pat  12,  afin  que  le  divi- 
dende ôc  le  divifeur  foient  entr’eux  dans  le  même  rapport  qu’ils 
étoicnr  avant  la  multiplication , ôc  par  conféquent  j’ai  pour  di- 
vidende iS^oyii,  6c  pour  divifeur  y 1384©. 

Je  divife  le  dividende  par  le  divifeur , 6c  évaluant  les  fraclions 
à l’ordinaire , je  trouve  3 livres  4 fols  3 deniers  pour  la  valeur  de 
l’aune,  ôc  ceci  eft  la  preuve  du  quatrième  Exemple  de  la  multi- 
plication compofée.  1 

J y.  Ce  feroit  ici  le  lieu  d’expliquer  les  autres  opérations  de 
l’Arithmétique , mais  comme  les  démonftrations  de  ces  régies  dé- 
que  je  donnerai  dans  les  Chapitres  fuivans, 
leur  lieu. 


pour  être  plus  court  6c  en  même 


pendent  des  principt 
je  n’en  parlerai  qu  e 
tems  plus  clair. 

‘ A 


CHAPITRE 


De  l‘  yi  l g e b r e. 


V. 


jtf.T  A difficulté, l’ennui, 6c  fouvent même l’impofllbÜité que 
1 J l’on  trouve  à réfoudre  grand  nombre  de  queftions  6c  de 
problèmes  concernant  les  nombres,  lorfqu’on  veut  fe  fervirdes 
régies  ordinaires  de  l’Arithmetique  , ont  été  caufe  qu’on  a cher- 
ché une  autre  méthode , qui  par  les  principes  les  plus  fimples 
nous  mît  en  état  de  découvrir  les  vérités  propofées  fans  fatiguer 
trop  l’efprit.  Cette  méthode  fut  nommée  par  fes  Auteurs  Arith- 
métique fpécieufe  ou  Lo^^ifiique fpécieufe  > ôc  comme  elle  ne  rouloit 
que  fur  les  nombres,  les  uns  y employoient  les  chiffres  ordinaires 
avec  les  lettres  nommées  Majufcules  à l’exemple  de  Diophante  d’A- 
lexandrie , ôc  les  autres  à l’imitation  de  yiete  ne  fe  fervoient  que 
des  lettres  majufcules.  Les  préceptes  de  cette  fcience  étoient  ex- 
trêmement fimples  6c  très  naturels  ; mais  la  maniéré  obfcure  dent 
on  annonçoit  la  plupart  des  chofes  , les  dénominations  barbates 
que  l’on  donnoit  à certaines  quantités,  6c  les  expreffions embar- 
raffantes  que  l’on  y employoit  la  rendoit  fi  dégoûtante , qu’il  fe 
trouvoit  très-peu  de  perfonnes  qui  vouluffent  s’eh  accommoder. 
Dans  la  fuite  Mr.  Defeartes , non-feulement  la  délivra  de  tout  ce 
qui  la  rendoitfi  hériffée  en  donnant  des  dénominations  plus  faciles. 
Tome  I,  F ' 


42  E L E M E N s 

des  ciprefTions  plus  courtes , ôc  en  fubdituant  les  petites  lettres 
de  l’alphabet  au  lieu  des  grandes;  mais  encore  il  la  perPeSionna  , 
& l’étendit  à la  quantité  continué,  qui  eft l’objet  de  la  Géométrie. 
C’eft  cette  méthode  que  l’on  nomme  aujourd'hui  Analyje  pour  les 
raifons  que  nous  dirons  dans  le  chapitre  fuivant , où  nous  expli- 
querons fes  précepte*,  6c  la  manière  de  les  mettre  en  ufage. 

^ 7.  L'Ægibrc  eft  la  fcience  qui  apprend  à faire  les  opérations 
de  l’Arithmétique  fur  les  lettres  de  l’alphabet. 

^8.  Les  caraélercs  que  l’on  employé  dans  l’arithmetique  ayant 
une  valeur  déterminée , il  eft  fur  que  li  on  veut  les  ajouter,  les  fou* 
ftraire  , les  multiplier  ou  les  divifer,  on  peut  trouver  d’autres  ca- 
raâercs  qui  reprefentent  leur  fomme , ou  leur  refte , ou  leur  pro- 
duit , ou  leur  quotient.  Mais  il  n’en  eft  pas  de  même  des  lettres  de 
l’alphabet;  car  comme  on  pcutfuppofer  que.la  lettres  ou  la  lettre 
b repréfente  un  nombre  tantôt  plus  grand  , tantôt  moindre  , félon 
les  differentes  queftions  que  l’on  veut  réfoudre  , on  ne  fqauroit 
dire  qu’une  troifiéme  lettre  <•,  ou  dfoit  leur  fomme , ou  leur  refte, 
6cc.  Sans  faire  des  fuppofitions  quiferoienr  fort  embarraftantes  , 
fur  tout  lorfque  le  calcul  viendroit  un  peu  long.  C’eft  pourquoi 
on  a trouvé  des  fignes  qui  d’un  côté  préviennent  ces  embarras, 
6c  qui  de  l’autre  mettent  tant  de  netteté  dans  les  opérations , qu’a- 

i>rès  avoir  refolu  la  queftion  propofée , on  voit  d’un  coup  d’œil  6c 
e point  d’où  l’on  eft  parti,  6c  tous  les  pas  que  l’on  a faits.  Ces 
lignes  font  les  fuivans. 

Des  Signes  de  l'Algèbre. 

yp.  Le  figne  (îgnifie  plus,  ôc  marque  l’addition  \ a b fait 
voir  que  la  grandeur  exprimée  par  la  lettre  b eft  ajoutée  à la  gran- 
deur exprimée  par  la  lettre  a. 

60.  Le  figne  — fignifie  moins , 6c  marque  la  fouftraûion  ; a — d 
lignifie  que  la  grandeur  d eft  retranchée  de  la  grandeur  al 

61,  Le  figne  x eft  la  marque  de  la  multiplication  ; ax^  c’eft  la 
grandeur  a multipliée  par  la  grandeur  b.  Ordinairement  on  re- 
tranche ce  figne,  ôc  l’on  fe  contente  de  joindre  enfemble  les  let- 
tres que  l’on  veut  multiplier.  Ainfie^  fignifie  que  a eft  multiplié 
par  b. 

62.  Lorfqu’on  écrit  une  ou  plufieurs  lettres  au-deflus  du  fi- 
gne — 6c  une  ou  plufieurs  lettres  au  deflbus , cela  fignifie  que  ce 

qui  eft  au-deffus  eft  divifé  pat  ce  qui  eft  en  deflbus.  ^ feit  voir 
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que  la  grandeur  a eft  divlTée  par  la  grandeur  b ; ^ llgnifîc  que  le 

produit  de  a par  b eft  divifé  par  le  produit  de  c pard;  marque 

~ que  la  fomme  des  deux  quantités  o , d eft  divifée  par  c , duquel  on 
a retranché  ^ , ou  par  la  différence  de  c à ^ ; car  cette  différence 
■’eft  autre  chofe  que  ce  qui  refte  après  qu’on  a retranché  la  gran- 
Jieutb  de  la  grandeur  c. 

6^.  Le  ligne  = l]gniiîe  que  la  grandeur  qui  eft  à gauche  de 
ce  ligne , eft  égale  à celle  qui  eft  à droite.  a = b marque  que  a eft 
égal  zb  \ab=cd  lignifie  que  le  produit  de  a par  ^ eft  égal  au  pro- 
duit de  lagrandeurcparlagrandeurd;<i-+-A=c-l-d  marque  que 
la  fomme  des  grandeurs  eft  égale  à la  fomme  des  grandeurs 
c,d,  Sx.  ainfi  des  autres  ; on  trouve  dans  cjllelques  Auteurs  le  li- 
gne oc  au  lieu  du  ligne  = ; mais  ce  dernier  eft  aujourd’hui  le  plus 
ufité. 

6i.  Quand  une  grandeur  eft  égale  à une  autre , cela  fe  nomme 
Equation  ou  Egalité:  la  grandeur  qui  eft  à gauche  du  lignc=^fe  nom- 
me premier  membre  de  l’Equation  , Sx  celle  qui  eft  à gauche  fe 
nomme  fécond  membre.  DansrEquationfl=î,la  grandeurs  eft 
le  premier  membre  , ôc  la  grandeur  b eft  le  fécond  ; ^e  même 
dans  l’Equation  a~\~b  = c — dy  la  grandeur  a-\-b  eft  le  premier 
membre , & la  grandeur  c — à eft  le  fécond,  & ainli  des  autres. 

5;.  Le  ligne  > marque  que  la  grandeur  qui  eft  à gauche  de  ce 
ligne , eft  plus  grande  que  celle  qui  eft  à droite.  a>  b lignilie  que 
a eft  plus  grand  que  b ; a-\-b  > r-f-^fignifie  que  a-^-b  eft  plus 
grande  que  la  fomme  des  grandeurs  e 

66.  Le  ligne  < marque  que  la  grandeur  mife  à gauche  eft  moin- 
dre que  la  grandeur  mife  à droite.  a<b  fignilie  que  a eft  moin- 
dre que  b. 

6-j.  Ce  font  là  les  lignes  les  plus  frequens  dans  l’Algèbre  -,  quand 
aux  autres  nous  les  expliquerons  en  leur  lieu. 

Des  grandeurs  complexes  & incontplexes , pofitives  & négathje^l 

68.  Par  le  mot  de  grandeur  en  général  on  entend  tout  ce  qui 
peut  s’augmenter  ou  fe  diminuer,  & qui  par  conféquent  a des  par- 
ties. Il  y en  a de  deux  fortes,  l’une  quoanomvae/uccej/ive,  parce 
que  fes  parties  fe  fuccedent  les  unes  aux  autres  fans  exifter  jamais 
toutes  à la  fois , comme  la  durée  ou  le  tems , 6c  l’autre  qu’on  nom- 
me permanente  , parce  que  fes  parties  exiftent  en  même  tems.  La 
grandeur  permanente  fe  divife  encore  en  grandeur  ou  quantité  dif~ 
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crete  dont  les  parties  ne  font  pas  litres , telles  que  font  les  nombres,’ 
£c  tobs  les  aîlemblages  où  la  continuité  fie  la  liaifon  des  parties  ne 
font  pas  néccflairesi  & en  grandeur  ou  quantité  c’eft-à- 

dire,  dont  les  parties  ont  une  étroite  liaifon , telles  que  font  tou- 
tes les  chofes  materielles.  Comme  l’Algèbre  peut  employer  fon 
calcul  fur  ces  differentes  efpeces  de  grandeurs , on  a donné  le 
nom  de  grandeur  en  général  aux  lettres  dont  elle  fc  ferr. 

6ÿ.  La  grandeur  complexe  eft  une  grandeur  compofée  de  deuîf 
ou  plufieurs  autres  grandeurs , entre  lefquelles  fe  trouven;  le  li- 
gne -f-  ou  le  ligne  — ; ainfi  a-t-i  eft  une  grandeur  complexe  , 
de  meme  quea-t-f  — d.  Mais  ^ quoique  formée  par  le  produit 
de  deux  lettres  n’eft  pas  une  grandeur  complexe  , parce  qu’il  ne 
fc  trouve  entr’ellcs  n^le  figne-l-  ni  le  figne  — . 

70.  La  grandeur  tmomplexe  eft  celle  qui  n’eft  pas  liée  avec  une 
ou  plufieurs  autres  par  le  ligne -H  ou  par  le  ligne  — . Ainlia  eft 
une  grandeur  incomplexe , ôc  le  produit  a b l’eft  aulli. 

71.  La  grandeur  pofmve  ou  réelle  eü.  une  grandeur  qui  ale  li- 
gne -t- ou  qui  n’en  a point  du  tour,  parce  qu’alorson  foiis-entcnd 
qu’elle  a le  figne  -H.  Ordinairement  la  lettre  qui  commence  une 
exprellion  algébrique  n’a  point  de  ligne;  ainfi  l’on  écrit  au 
lieu  de  mettre -I- a -4- é ; mais  fi  cette  première  lettre  avoir  le  fi-  > 
gne — , alors  il  faudroit  abfolument  écrire  — a-f-ô;  car  fi  on  ne 
mettoit  pas  ce  figne — , on  fous-entendroit  que  la  lettre  a auroit 
le  figne -4-,  ce  qui  feroit  faux. 

7a.  La  grandeur  wrgam^e  ou  faufle  eft  une  grandeur  qui  a le  fi- 
gne— , ôc  qu’on  devroit  appeller  plutôt  un  défaut  de  grandeur. 
Ln  homme  qui  n’ayant  rien  doit  10  écus,  eft  certainement  au- 
delTous  du  rien,  puifqu’il  faudroit  lui  donner  10  écus  pour  payer 
fa  dette , ôc  faire  que  fon  bien  fût  égal  à zéro  ; ainfi  les  10  écus 
qu’il  doit  font  une  grandeur  négative  ou  un  défaut  qui  le  mettent 
au-delfous  du  rien.  De  même  une  longueur  de  70  toifes  compa- 
rée à une  grandeur  de  80,  eft  égale  à 80  moins  dix  , c’eft-à-dire 
qu’il  faudroit  lui  donner  1 o pour  la  rendre  égale  à 80  ; donc  ce  i o 
qu  elle  n’a  pas  eft  pour  elle  une  grandeur  négative  ou  un  défaut, 
ôc  ainfi  des  autres.  Au  refte,cetre  fat^on  de  parler  n’eft  pas  particu- 
lière à l’Algèbre  ; car  tous  les  jours  dans  les  converfarions  on  dit 
fort  bien  qu’un  homme  a 100  moins  2 ans,  qu’un  autre  a 20  écus 
moins  dû  fols,  ôcc. 


DES  MATHEMATIQUES. 

De  l’Addition  des  grandeurs  littérales. 

7;.  Pour  ajouter  deux  ou  plufleurs  grandeurs  incomplexes , on 
les  écrit  de  fuite  en  mettant  entr’elles  les  fignes  quelles  qpt  ; pour 
ajouter  -l-  a avec  H-  ou  a avec  b , on  écrit  a-{-  b -,  pour  ajouter 
les  quatre  grandeurs  pofitives  a,  r,  d,  on  éctita-i-b-i-c^di  & 
pour  ajouter  les  trois  grandeurs  a,  b,  — d,  dont  la  derniere  eft  né- 
gative, on  écrita-+-é — d.ôcnon  pas parce  qu’ajouter  un 
défaut , c’ell  retrancher  une  grandeur  poHrive  : H j’ai  20  écus,  6c 
qu’on  me  charge  d’une  dette  de  10,  c’ed  comme  il  on  me  retran- 
choit  10  écus. 

74.  Si  parmi  les  grandeurs  incomplexes  qu’on  veut  ajouter,  il 
s’en  trouve  quelques-unes  qui  foient  exprimées  par  une  meme  let- 
tre , 6i  qui  ayent  le  même  ligne , on  n écrit  qu’une  fois  cette  let- 
tre , ôc  l’on  met  à fa  gauche  le  caradere  arithmétique  qui  marque 
le  nombre  des  grandeurs  exprimées  par  la  même  lettre.  Pour 
ajouter  les  grandeurs  a,  a,  a,  b,  b,  on  écrit  ja-H  ^b,  au  lieu  d’écri- 
re L-^b , 6c  cela  s’appelle  corriger  texprejfwn , c’eft-à- 

dire  la  rendre  plus  (impie  6c  plus  nette,  ce  qu'il  ne  faut  jamais 
négliger,  parce  que  la  netteté  des  exprellions  partage  moins  l’at- 
tention de  l’efprit,  6c  contribue  à la  netteté  des  idées. 

Que  fi  parmi  les  grandeurs  exprimées  par  la  même  lettre , les 
unes  avüienr  le  ligne  -H  6c  les  autres  le  ligne  — ; on  prendroit  le 
nombre  qui  exprime  combien  il  y en  a qui  ont  le  figue -4-,  6c  le 
nombre  qui  exprime  combien  il  y en  a qui  ont  le  figne — , 6c  re- 
tranchant-ce  dernier  nombre  du  premier,  on  écriroit  une  fois  la 
lettre  qui  exprime  l’une  de  ces  grandeurs  , 6c  à gauche  de  cette 
lettre  on  mettroit  le  relie  de  la  fouftradion  ; ainli  pour  ajourer  les 
grandeurs  a,  a,  a,  a, — a,  — a,  on  écriroit  — 2a  j car  les  quatre 
premières  ayant  le  figne  feioient  4<j,  ou  -4-  4a,  6c  les  deux  autres 
ayant  le  figne — feroient — 2a  ; or  4a — 2a,  c’eftla  même  chofe 
que  de  retrancher  2a  de  4a  ,ce  qui  fait-f-2ij,  6c  par  conféquent 
4a  — 20  feroient -4-20  ou  (implement  2a.  Si  j’ai 4 écus,  6c  qu’on 
me  charge  d’une  dette  de  2 écus , je  n’en  aurai  plus  que  2. 

Enfin  fi  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y a de  grandeurs  qui 
ont  le  figne -I-,  6c  qui  font  exprimées  par  la  meme  lettre,  efl  moin- 
dre que  celui  qui  exprime  combien  il  y en  a qui  ont  le  figne  — , 6c 
qui  font  exprimées  auflipar  la  même  letrre,on  ne  pourra  retrancher 
ce  fécond  nombre  du  premier,  mais  on  retranchera  le  premier  du 
fécond , 6c  on  écrira  le  relie  avec  le  figne  — . Ainfi  pour  ajouter 

F iij 
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les  grandeurs  «,  «,  -—a, — a,  — a,  — a,  les  deux  premières  ayant 
le  figne-f-,  feront  aa  ou  -f-aa,  & les  quatre  dernières  ayant  le  li- 
gne— , feront  — 4a.  Ainfi  ajoutant  aaavec — 4a on  auroit  aa — 
4a  o\i—2ai  car  fi  jlai  a écus , Ac  qu'on  me  charge  d’une  dette  de 
4,  ileil  clair  qu’après  avoir  donné  les  a écus  que  j’avois , je  devrai 
encore  2 écus. 

Il  faut  bien  prendre  garde  à ces  fortes  de  correftions,  car  au- 
trement le  calcul  algébrique  deviendroit  embroüillé  ôc  embar- 
raflant. 

L’addition  des  grandeurs  complexes  fe  fait  de  même  que  l’ad- 
dition des  incomplexes  , en  obfervant  ce  qui  vient  d’être  dit. 

Pour  ajouter  a-f-i  avec  on  écrit  De 

même  pour  ajouter  a-^b  avec  e-+^on  écrit  a-+-i-f-r — 

Pour  ajourer  4a  -+-  2 A -+-  d avec  ^a-+-^b 
-f-f,  on  écrit  les  grandeurs  exprimées  pat 
les  mêmes  lettres  les  unes  fous  les  autres  , 
enfuite  on  dit  4a  & ja  font  7a  ; 2^  ôc  jb 
font  $b , après  quoi  on  écrit  -4- -+-  r. 

Pour  ajouter  %a-+‘^b-Y-d  avec  ja — 2b 
— /,  on  écrit'  les  grandeurs  marquées  par 
les  mêmes  lettres  les  unes  fous  les  autres , 
enfuite  on  dit  8a  ôc  yafont  i;a;  ^b  moins 
2b  font  -\-sbj  après  quoi  on  écrit -4- — f. 

Pour  ajouter  ja -4- 2^ -4-/ avec  — 6a — ^b 
'—f,  on  écrit  les  grandeurs  de  même  nom  ya  -4-  2b  -{-f 
les  unes  fous  les  autres,  ôc  l’on  dit  y a moins  —6a  — 3^ — f 
6a  fait  moins  un  a , ou  — a',  2b  — ^b  fait  moins  ^ 
un^,  ou  — 7 b if — fnc  fait  rien,  parce  qu’un 
de  re^u  ôc  on  de  donné,  il  ne  rede  rien , ainli  la  fomme  eft  —a 
—by  ôc  de  même  des  autres. 

De  la  Soujlrailion  des  grandeurs  littérales, 

7y.  La  foudraêlion  des  grandeurs  littérales  incomplexes  fe  fait 
en  changeant  toujours  le  figne  de  la  grandeur  qui  doit  être  fou- 
ftraite. 

Si  l’on  veut  fouftraire  -4-a  de  -4-^ , on  écrit  b — a.  Car  fî  de  1 0 
écus  que  j’ai  on  m’en  retranche  4,  il  m’en  reftera  10 — 4. 

Pour  fouftraire  -H:  de  — d,  on  écrit  — d — c.  Si  je  dois  dix 
écus , ôc  qu’on  m’en  retranche  encore  y,  ou  qu’on  m’en  faffe  de- 
yoir  encore  y,  il  cft  clair  que  je  devrai  payer  io-4-y,  ôc  que  pat 


4<*  2b  -4”  d 
3a-4-  3A-4-  r 

7^  •+“  y b d -4-  e 


8a  ■+•  y b-ird 
ya  — 2b — f 

i3a-+-3^-4-d — f 
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conf^quent  mon  bien  fera  diminué  non-feulement  de  10,  mais 
encore  de  y. 

Si  l’on  veut  fouftraire  — a de  -k-b,  on  écrit  car  fi  tandis 
que  j’ai  10  écus  on  me  retranche  une  dette  de  4 deus , ce  qu’on 
ne  peut  faire  qu’en  me  donnant  ces  4 écus , on  voit  bien  que  j'au- 
rai 14  écus  ou  10  écus  plus  4. 

Pour  fouftraire  — a de  — ^ , on  écrit  -J-  i •+•  a ; car  fi  je  dois  t o 
écus  , & que  quelqu’un  fupprime  une  partie  de  cette' dette  , par 
exemple  4 écus,  ce  qu’il  ne  peut  faire  qu’en  me  donnant 4 écus, 
il  eft  lûr  que  je  devrai  ro  d’un  côté , mais  que  j’aurai  4 de  l’autre, 
ainfi  j’aurai  — i o -t-  4. 

^6.  La  Souftraûion  des  grandeurs  complexes  fc  fait  de  même 
que  celle  des  grandeurs  incomplexes , en  obfervant  ce  que  nous 
avons  dit  ci-deflus  touchant  la  correûion  des  exprellions. 

Pour  fouftraire  a-l-^de  c-f-d,onécritc-*-d — a — b.  De  mê- 
me pour  fouftraire  a — c de  d — f,  on  écrit  d — f — a-f-c,  & ainfi 
des  autres. 

Pour  fouftraire  2a-4-2^-4-r,  de 
«+-d,on  écrit  les  grandeurs  marquées  des 
mêmes  lettres  les  unes  fous  les  autres , en- 
fuite  on  dit: de  ;a  ôtez  2a,  il  refte  3a  ; de 
4^  ôtez  2^,  il  refte  2^ , & de  d ôtez  c,  il  refte  d — c. 

Pour  fouftraire  ja  — 4A — ad;  de  6a-\-7.b  6a-^2b — 4d 

— 4d,  on  dit:  de  6a  ôtez  3a,  il  refte  3a,  de  2^  3a  — ^b  — ad 

ôtez  — 4i,il  refte  5^  ; car  puifqu’il  faut  changer  , ~i 

le  figne  — en  -f-,  j’ai  ab-i-^b  qui  font  6b\  de  ^ 

— 4d  ôtez  — ad,  il  refte  — adj  car  puifqu’il  faut  changer  le  fi- 
gne de  — ad  en  •+•>  j’ai  — 4d-t-ad,  mais  -Had  effacent  — ad 
de  — 4d , à caufe  que  — & -3-  fe  détruifent,  ainfi  il  refte  — ad. 

Pour  fouftraire  6a — 3d  de  4a  -3-  3 é 

— ad , on  dit  : de  4a  ôtez  6a , il  refte  — aa , 
car  4a — 6a  font  la  même  chofè  que  — aa, 
puifque  dans  — 5a  il  y a — 4a  qui  effacent 
-3-  4a,  ôc  il  refte  — aa  : de  3^  ôtez  4^,  il  refte 
—b,  & de  — ad ôtez  — 3 d,  il  refte -4- d; car  puifqu’il  faut  chan- 
ger le  figne  de  — 3d,  j’ai — ad-3-3d;or  dans  -3-  3d,  il  y a ad 
qui  effacent  — ad,  & il  refte  encore  un  d,  6c  par  conféquent  j’ai 
^ d,  ôc  ainfi  des  autres. 


ya-3-4^-3-d 

2a-3-ai-3-c 

3a-3-ai-+-d — c 


^ 4a-3-3^  — 2d 

6a  -3-  4^  — 3 d 

— • aa  — A -3-  d 
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De  la  Multiplication  des  grandeurs  littérales. 

77.  Si  les  deux  grandeurs  que  l’on  veut  multiplier  l’une  pat 
l auuc  une  toutes  les  deux  le  ligne -H,  ou  toutes  les  deux  le  li- 
gne — , le  produit  a toujours  le  figne  -4-,  & fi  l’une  ayant  le  fi- 
gne -4- , l’autre  ayant  le  figne  — , le  produit  a toujours  le  figne — , 
d’où  l’on  tire  cette  régie.  Plus  par  plus,  ou  moins  par  moins , donne 
plus , Ù"  plus  par  moins  , ou  moins  par  plus  , donne  moins. 

Démonstration.  Nous  avons  dit  (A'.  1 1.)  que  dans  la  multi- 
plication on  doit  prendre  le  nombre  à multiplier  autant  de  fois 
qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur.  Donc  i®.  fuppofant  que 
le  nombre  à multiplier  foit  a,  ôc  le  multiplicateur  b,  ôc  que  l’un 
& l’autre  foient  pofitifs , il  faudra  prendre  la  grandeur  pofitive  a 
autant  de  fois  que  la  grandeur  pofitive  b contiendra  d’unités  ; c’eft 
pourquoi  fi  b contient  j unités , le  produit  ab  fera  la  grandeur  po- 
fitive ôc  par  conféquent  ab  aura  le  figne  plus.  2°.  Si  le  nom- 
bre à multiplier  a eft  pofitif,  Ôc  le  multiplicateur  ^eft  négatif,  c’eft- 
à-dire  s’il  eft  — A ou  — 3 , il  faudra  prendre  la  grandeur  pofitive 
a,  non  pas  j fois,  mais  — j fois,  parce  que  le  multiplicateur  ne 
contient  pas  3 unités  , mais  — 3 unités  ; ainfi  le  produit  ab  fera  la 
môme  chofe  que  la  grandeur  négative  — 3a,  ôc  (on  figne  fera  né- 
gatif ; car  prendre  une  grandeur  — 3 fois , c’eft  la  fouftraire  3 fois. 
3®.  Si  le  nombre  à multiplier  eft  négatif, c’eft-à-dire  s’il  eft  — a, 
ôc  que  le  multiplicateur  b foit  pofitif,  il  faudra  prendre  le  défaut 
— a autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  ^ ou  3 ; ôc  par  confé- 
quent le  produit  ab  fera  la  même  chofe  que  — ôc  fon  figne 
fera  encore  négatif.  4°.  Enfin  fi  a ôc  i ont  tous  deux  le  figne 
moins,  il  faudra  prendre  le  défaut  — a,  non  pas  3 fois,  mais  — 3 
fois , à caufe  que  0 ou  3 ayant  le  figne  moins , ne  contient  pas  3 
unités,  mais  — 3 unités.  Or  prendre  — 3 fois , c’eft  fouftraire  3 
fois,  ôc  fouftraire 3 fois  un  défaut  ou  une  dette , c’eft  donner  3 
fois  ce  qu’il  faut  pour  la  réparer  , puifqu’il  n’eft  pas  poftîble  qu’on 
éteigne  une  dette  que  j’aurois , fi  on  ne  me  donnoir  ce  qui  eft  né- 
ceflaire  pour  la  payer.  Donc  prendre  — 3 fois  le  défaut  — a,c’eft 
donner  3<*,ôc  par  conféquent  le  produit  ai  eft  la  même  chofe  que 
3a,  ôc  fon  figne  eft  pofitif.  Donc  la  régie  que  nous  venons  de 
donner  eft  véritable. 

78.  La  multiplication  des  grandeurs  complexes  fe  fait  à peu 

près  comme  la  multiplication  des  nombres,  ôc  l’on  y obferve  les 
régies  que  nous  venons  de  donner  touchant  les  fignes.  En  voici 
quelques  exemples.  1". 
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Exemple.  Pour  multiplier  a-\-b  pat  «-+-c,  on  écrit  le 
multiplicateur  a -+-  r fous  la  grandeur  à mul- 
tiplier, & l'on  multiplie  tous  les  termes  de  a-\-  b 
h grandeur  à multiplier  par  le  premier  ter-  a-f-  c 
me  a du  multiplicateur,  -t-a  par-4-a  dohne  ~ ; 7~;  ~T 

-t-aa;  -+-Ô  pr  H-a  donne  -J-  aa  ; enfuite 
on  multiplie  tous  les  termes  de  la  grandeur  à multiplier  par  le 
fécond  terme  e du  multiplicateur  ; -t- a par -t-c  donne -(7  ar , fie 
4-^  par  -+-C  donne  -+-  hc  i ainfi  le  produit  eft  aa-i-ab-i-ac-hbe. 

II.  Exemple.  Pour  multiplier  a pat  a-hb-i-  d,  j’écris  le 

multiplicateura-+-3 

4-d  fous  la  gran- 

deur  à multiplier  

& je  aa  4-  ab-^ac 

multiplie  d’abord  4-  ab  ~^bb-^bc 

tous  les  termes  a 4-ad-t- W-t-ri 

miL'^erme  a ‘'du’  bd^à 

multiplicateur.  4- a par 4- a donne  4- «a; 4-^  pat  4-a donne 


*4-a4-f,  & je  aa  4-  ai-J-af 

multiplie  d’abord  4-  ab  4-W4-4r 

tous  les  termes  a 4-ad4-W4-fi 

a ‘'du’  ad-\-  bd^à 

multiplicateur.  4-a  par  4- a donne  4- «a;  4-^  pat  4-a  donne 
4-  aé  ; & -f-  «■  par  4-  a donne  -Hac. 

Je  multiplie  tous  les  termes  a -H  ^-+-f  parle  fécond  termes  du 
multiplicateur.  -+-a  par  donne  -\-ab , & comme  j’ai  déjà  un 
produit -+- ai,  j’écris  celui-ci  fous  le  premier,  ce  qu’il  faut  toujours 
obferver  lorfqu’il  fe  trouve  des  produits  qui  ont  les  mômes 
lettres  ; -j-  b par  -4-  b donne  -+-^^;&4“tpar-+-^  donne  4-  bc. 
Enfin  je  multiplie  de  la  même  façon  tous  les  termes  a~\-b-^c 
par  le  troiftéme  terme  d du  multiplicateur,  ce  qui  donne  -+-ai 
’^bd-hcdfCx.  corrigeant l’exprellion,  c’eft-à-dirc  mettant  -+-2ab 
au  lieu  de  4-a^4-a^,  le  produitcflaa4-iai-4-ac-t-ii-+-^f4- 
ad-^bd-\~cd. 

JII.  Exemple.  Pourmultipller  a-4-^  par  a— 3:  a-i-b 

je  multiplie  les  termes  a -H  ^ par  le  premier  ter-  a — b 

me  a du  multiplicateur,  ce  qui  donne  aa4-a^.  ’ . ^ 

Je  multiplie  les  mêmes  termes  par  le  fécond 

terme  — b du  multiplicateur,  en  difant  : -t-a  ^ " 

par  — b donne  — aÿque  j’écris  fous  4-a^,  6c  aa  — bb 

4-ê  par  — b donne  — bb.  Je  corrige  l’expref- 

fion  en  effaçant  -^ab — a^,  à caufe  que  ces  grandeurs  fe  détiui-' 

fent  par  des  fignes  çontiaiiesy  ôcle  produit  eft  aa — bb. 

Tvmt  L G 
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IV.  Exemple.  Pour  multiplier  — rpar  a-~b-^Cy  Je  mul- 

tiplie tous  les  termes  <1  H- A — c 
parle  premier  terme  a du  multi- 
plicateur, ce  qui  donne  aa~i- ai 

— ac.  Je  multiplie  les  mêmes 
termes  par  le  fécond  terme  — à 
du  multiplicateur , ce  qui  donne 

— ab  — bb -i- bc  que  j’dcris  en 
mettant  — ab  fous -+-ab  -,  je  mul- 
tiplie les  mêmes  termes  par  le  trcifiêmc  terme  -|-c  du  multipli- 
cateur, ce  qui  donne  -J-ar-f-ir  — erque  j’écris  en  mettant -H  ar 
fous  — ac  ,&L-+-bc  fous  -+-^r;  je  corrige  l’expredion  en  effaçant 
-4-aA  — ab , &c  — ac~+-ac,  parce  que  ces  grandeurs  fe  détrui- 
fcnr  par  des  (ignés  contraires , & en  mettant  -H  -ibc  au  lieu  de 
-4- -H  i ôt  le  produit  eft  aa — bb-\-7.bc — cc. 

79.  Remarque.  Il  faut  prendre  garde  que  dans  les  produits 
de  deux  ou  plufieurs  lettres , chaque  lettre  conferve  fa  valeur,  foit 
qu  elle  foit  mile  ou  après  les  autres , ou  entre  deux  ; ainfi  ab  ou  ba 
font  la  même  chofe;  de  même  abc  y bac,  bca , cab,cba  ont  toujours 
la  même  valeur.  De  même  ab-^bc,  ou  bc-hab  ne  font  pas  dif- 
férens  i 6c  en  ceci  l’Algèbre  diffère  beaucoup  de  l’Arithmetique , 
dont  on  ne  fçauroit  déranger  aucun  caractère  fans  changer  fa 
valeur. 

De  la  Divijion  dis  grandeurs  littérales. 

80.  Il  en  eft  des  lignes  -4-  6c  — à l’égard  de  la  divifion , de  mê- 
me qu’à  l’égard  de  la  multiplication  ; c’eft-à-dire  que  fi  l’on  divifc 
•4- par -4- ou  — par  — , le  quotient  a le  Cgne-4-;  6c  fi  l’on  divifc 
-f-par  — , ou  — par -4-,  le  quotient  a le  figne  — . ' 

Démonstration.  Suppofons  que  le  dividende  foit  5 , 6c  le  di- 
vifeur  2.  1°.  Si  l’un  6c  l’autre  ont  le  figne -4-,  le  dividende  6 con- 
tiendra pofitivement  le  divifeur  2 , trois  fois , ainfi  le  quotient  j 
aura  le  figne  -4-.  2“.  Si  l’un  6c  l’autre  ont  le  figne  — , le  défaut 

— 6 contiendra  pofitivement  3 fois  le  défaut  — 2 y 6c  par  confé- 
quent  le  quotient  3 aura  encore  le  figne  -4-.  3®.  Si  le  dividende 
eft  — 6 6c  le  divifeur  -4-  2,  le  défaut  — 6 ne  contiendra  pas  3 fois 
la  grandeur  pofitive , mais  trois  fois  le  défaut  de  2 , ainfi  le  quo- 
tient 3 aura  le  ligne — . 4*.  Si  le  dividende  eft-4-6,  6c  le  divi- 
feur — 2.  la  grandeur  pofitive  6 ne  contiendra  pas  trois  fols  le  dé- 


<j-4-  b — c 
a — b c 

aa-\-ab — ac 

—ab  ' — bb-^  bc 

-4-  ar  bc  — cc 

aa  — bb-^ibe — ce 
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faut  — a,  mais  trois  fois  for»  contraire  ou  la  grandeur  pofitive  a, 
doncle quotient  3 aura  lefigne — . 

Et  pour  être  encore  plus  convaincu  de  ceci,  il  n’y  a qu’àobfer- 
ver  que  le  divifeur  étant  exaêl  dans  la  fuppofition  que  nous  ve* 
nons  de  faire , il  faut  néceflairement  que  le  produit  du  divifeur  pac 
le  quotient  foit  égal  au  dividende  {N.  25).).  Or  cela  ne  ft^auroic 
erre  fi  le  quotient  n’avoit  pas  le  figne  que  notre  régie  lui  donne  ; 
car  dans  le  premier  cas  fi  le  quotient  étoit  — 5,1e  produit  de  — 3 
par  le  divifeur  -5-  2 donne  — d , au  lieu  que  le  dividende  eft-+-  5. 
Dans  le  fécond  cas,  fi  le  quotient  étoit  — 3,  le  produit  de  — 3 pac 
le  divifeur  — 2 donne  H-  au  lieu  que  le  dividende  eft  — 6,  Dans 
le  troifiéme  cas , fi  le  quotient  étoit  -+-  3 pat  le  divifeur,  -3-2  don- 
neroit  -+-  5 & non  pas  — 6.  Enfin  dans  le  troifiéme  cas,  fi  le  quo- 
tient étoit  3 , le  produit  de  3 par  le  divifeur  — 2 donneroit 
• — 5 au  lieu  de -+-5. 

81.  La  même  chofe  arriveroit  encore  file  divifeur  n’étoit'pas 
exaâ.  Suppofons  que  le  dividende  foit  7 ôc  le  divifeur  a , le  quo- 
tient fera  3 avec  un  refte  1.  Or  fi  7 ôc  2 font  pofitifs , le  quotient 
doit  être  pofitif,  parce  que  ■+■  3 par  -+-2  font  plus  6,  lequel  ajou- 
té au  refte  1 fait  -H  7 égal  au  dividende  7.  Si  7 ôc  2 font  négatifs, 
le  quotient  fera  pofitif  ; car  -J-  3 par  — 2 fait  — 6,  lequel  ajouté 
au  relie  — i , qui  eft  négatif,  puifque  c’eft  le  refte  de  — 7,  la  foin- 
me  eft  — 7 égale  au  dividende  — 7.  Si  7 eft  négatif,  ôc  2 eft  po- 
fitif, le  quotient  doit-avoir  — , parce  que  — 3 par  -+-2  fait  — 6, 
lequel  ajouté  au  refte  1 qui  eft  encore  négatif,  à caufe  que  c’eft 
le  refte  de  — 7,  la  Ibmme  eft  — 7 égale  au  dividende  .*  enfin  fi  7 
eft  pofitif  ôc  2 eft  négatif,  le  quotient  doit  être  négatif,  à caufe 
que  — 3 par  — 2 fait  -+-  5,  lequel  étant  ajouté  au  refte  i.qui  eft 
pofitif,  puifque  c’eft  le  refte  de  -+-7,  donne  la  fomme  H-  7 égale 
au  dividende. 

82.  Pour  divifer -l- a par-J-t,  ou  — «par— on  écrira 

ou  ôc  pour  divifer  — a par  ou  -5-  a par  — b,  on  écrira  — 

8 3.  Si  le  dividende  ôc  le  divifeur  étoient  exprimés  par  une  mô- 
me lettre  a,  on  écriroit  H-  i au  lieu  de  - , ou  — 1 au  lieu  de  — 

• ^ 

J ; car  le  quotient  i multiplié  par  le  divifeur  -+-  a donne  le  di  vi» 

dendc  a,  ôc  le  même  quotient  i multiplié  parle  divifeur  — adon- 
ne le  dividende  —a.  De  même  le  quotient  — 1 multiplié  par  le 

Gij 
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divifcur  —a,  donne  le  dividende -i- a,  & le  quotient  i multi- 

plié par  le  divifeuv  -Ha,  donne  le  dividende  — a. 

Pour  marquer  la  divifion  de  ab  par  au  lieu  d’écrire  ^ on  écri- 
ra firnplement  a , parce  que  le  quotient  a multiplié  par  b donne  le 
dividende  ab,  par  la  même  raifon,  au  lieu  d’écrire  ~ on  écrira  c } 

au  lieu  d’écrire  ~on  écrira,  & ainfi  des  autres;  d’ôù  l’on  voit  que 

eu 

quandily  a des  grandeurs  marquées  par  les  mêmes  lettres  au  dividtnde 
& au  divifeur,  tl faut  les  eÿaeer  en  même  nombre  de  fo. s départ  & 
dautre,(iL  c’eft  une  réglé  qu’il  faut  oblerver  pour  abréger  les  expref- 

fions.  Ainfi  au  lieu  de  on  écrira  ab  : au  lieu  de  — on  écrira  p 
au  lieu  de  on  écrira  af,  ce  qui , comme  on  voit,  abrège 

ttbbcAt 

beaucoup  , & donne  plus  de  clar  é. 

84.  S’il  y avoir  des  nombres  à gauche  du  dividende  6c  du  di- 
vifeur, on  diviferoit  ces  deux  nombres  à la  façon  ordinaire  , ÔC 
l’on  mettroit  le  quorient  à gauche  du  quotient  littéral.  Pour  abré- 
ger l’exprelTion  diviferoit  6 par  j , ce  qui  donne  2, 

& l’on  écriroit  ^ab  : pour,  abréger  l’expreflion  î^^,on  écriroit 

, 6c  ainfi  des  autres. 

£ * 

Mais  fi  la  divifion  des  chiffres  ne  pouvoir  fe  faire  exaSement,' 
on  les  laifferoit  fubfifter  ; on  écriroit  donc  ^ , au  lieu  de 

Z^^6cc; 

8 J.  La  divifion  des  grandeurs  complexes  fe  fait  à peu  près, 
comme  la  divifion  ordinaire  , 6c  Ion  y obferve  les  régies  que 
nous  avons  données  touchant  les  lignes  -H.  6c  en  voici  quelques- 
exemples  qui  ferviront  de  preuve  a ceux  que  nous  avons  donné 
touchant  la  multiplication  des  grandeurs  complexes. 

. 1".  Exemple.  Pourdivifer4<j-Hfl^.  . ..  . 

-H  af -H  par  <j -H  c , je  mene  une  aa-H<J^-+-af-H^r  ( û-h4' 
ligne  fous  le  dividende,  6c  uneautre  "I  ~T  . 

irdroite  pour  y placer  le  quotient,  en-  - 
fuite  j’écris  le  divifeur  a -H  f fous  le 
dividende  , en  mettant  fes  termes 
ibus  ceux  du  dividende  qui  ont  les 
mêmes  ietues..  Je  dis  donc  an  divifil 


•ab 

a 


■bc 
• c 
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jpar  donne  au  quotient  a (N.  82.)  je  multiplie  les  caraûdres 
du  quotient  par  le  divifeur,  ôc  je  retranche  le  produit  du  divi- 
dende en  dilant  : -l-  a pat  -+-  a donne  -haa,  & de  -4-  aa  ôtez 
>4-aa,  il  ne  refte  rien,  ôc  je  mets  un  point  fur  le  terme  aa  du 
dividende,  pour  marquer  qu’il  a été  divilé  ; -4-  a par  -f-e  fait 
•4-  ar , ôc  du  terme  a^-  du  dividende  ôtez  le  produit  -1-  ar , Ü 
ne  relie  rien,&  je  marque  un  point  fur ar. 

Je  mene  une  ligne  fous  a-4-c,  6c  abailTant  les  deux  termes  -4-' 
ah-\-ac  du  dividende  qui  n’ont  pas  été  divifés , j’écris  fous  eux  le 
divifeur  a-4-c,6c  je  dis -4- ai  divilé  par -4- a donne  au  quotient 
-4-i,  je  multiplie  ce  quotient  par  a-4-e,  6t  retranchant  le  pro- 
duit ab-i-bc  des  termes  ab  -^bc  du  dividende  , il  ne  relie  rien  ; 
ainft  le  quotient  ell  a-4-i  , ôc  c’ed  la  preuve  du  premier  exemple 
de  la  multiplication  des  grandeurs  complexes;  car  notre  divi- 
dende étuit  le  produit  dans  cet  exemple , ôc  notre  divifeur  étoit 
le  multiplicateur,  ôc  par  coniéquent  notre  quotient  a-4-i  a dût 
£tre  le  nombre  à multiplier. 

II.  Exemple. 

aa -4-  2 ai -4- ar -4- M -4- -4- ai^ -4- W -4- ca  ( J -f- ^ .4- 4 


ab 

a 


-4-ii-4-ic 
-4-  b -4-  c 


•^ad-^bd-^cd 

-4r  a -4-  i -4-e 


Pour  divifer  aa-4- 2ai-4-ar-4-ii-4-ic-4-a4-4-it/-4-fd  pat 
o-4-i-4-f , j’écris  le  dividende  ôc  le  divifeur  comme  dans  l’E- 
xemple précédent,  enfuite  je  dis  aa  divifé  par  *4- a donne  a au 
quotient;  je  multiplie  les  termes  a-4-i-4-r  du  divifeur  par  le 
quotient , ôc  j'ai  a par  -4-  a donne  aa , ôc  du  terme  aa  du  dividende 
xerranchanr  aa , il  ne  relie  rien,  a par-4-i  donne  ab , ôc  de  -4-2ai 
retranchant  ab , il  relie  ab  que  j’écris  au-deflbus  , en  mettant  un 
point  fur  aai  de  même  que  fur  aa , pour  marquer  qu’ils  ont  été 
divifés , ce  qui  doit  touj|Mrs  être  obfervé  ; a par  -4-  c donne  -4-  ar,. 
6c  de  -4-ar  retranchadr^ ac , il  ne  relie  rien. 

J’abbailTe  les  termes  bb~\~bc  du  dividende,  6f  j’écris  par-def- 
ibusle  divifeur  a>4-ê-4-f , puis  je  dis'4râ^  divilé  par  a donne  ait 
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quotient -4-t,  êcmultipliant  ce  quotient  par  ledivifeur,  &retran- 
chant  le  produit  dci  termes  ah-k-bb-i-bc , il  ne  refte  rien  ; j’ab- 
baiffe  les  trois  dertiiers  termes  ad~i-db-hcd,  & écrivant  le  divi- 
feur  a-+-b-hc,]e  trouve  au  quotient  -+- d , 6c  achevant  le  refte 
de  la  même  fa(jon  , il  ne  refte  rien  ; ainfi  le  quotient  total  eft  a-+-b 
-hd,  &L  c’eft  la  preuve  du  fécond  exemple  de  la  multiplication 
des  grandeurs  complexes. 

85.  Remarque.  Il  arrive  fouvent  que  la  divifion  femble  ne 
pouvoir  pas  fe  faire,  parce  qu’il  manque  au  divifeur  des  termes 
qui  contiennent  quelqu’un  des  termes  du  divifeur  , lorfqu’il  fe 
trouve  multiplié  par  le  quotient  ; cependant  il  y a bien  des  cas  où 
la  divifion  devient  poftible  , en  donnant  au  dividende  la  gran- 
deur qui  lui  manque  une  fois  fous  le  figne-t-,  ôc  une  autre  fois 
fous  le  (igné  — , ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fi  on  ne  lui  don- 
noic  rien  : les  deux  exemples  fuivans  feront  mieux  comprendre 
ceci. 

III.  Exemple.  Pourdiviferua — bbipzr  a — b,  ^ bb(a-^b 

Je  dis  aa  divifé  par  -+-a  donne  H-  a au  quotient. 

Je  multiplie  le  divifeur  par  ce  quotient,  en  di- 
fant  : a par  -h a donne  -f-aa,  6c  du  terme  aa  du 
dividende  ôtant  -+-aa  il  ne  refte  rien,  a par  — b 
donne  — ab  \ or  il  n’y  a point  de  terme  dans  le 
dividende  qui  contienne  le  produit  ab  -,  ainfi  il 
femble  que  la  divifion  ne  puiffe  pas  fe  faire  ; ce- 
pendant voici  comme  je  m’yprens.  Je  fuppofe  que  le  dividende 
outre  ies  termes  aa  — M contient  encore  les  termes -+-a^  — aby 
ce  qui  ne  l’augmente  ni  le  diminue , puifque  -^ab  — ab  n’eft  rien; 
ôc  je  dis:  du  produit — ab  du  dividende  ôtant  le  produit — ab 
du  quotientpar  le  caractère  — édu  divifeur,  il  ne  refte  rien.  J’ab- 
bailfe  les  deux  termes -+-aA — bb  du  dividende,  6c  écrivant  le  di- 
vifeur  par  deffous , je  dis  : ab  divifé  par  a donne  ^ au  quotienr  , 

multipliant  donc  ce  quotient  par  le  divifeur  a — b,  j’ai  ab — hb 
qui  ôté  de  ab — bb  ne  iaiflé  rien;  ainfi  le  quotient  total  eft  a-^b, 
ôc  c’eft  la  preuve  du  troilicme  exemple  de  la  multiplication. 

IV.  Exemple.  Pour  divifer  aa  — bb  -+-  2bc — cc  para — b-\-ei 
Je  dis  aa  divifé  par  -+-adonne  au  quotient-J-a,  ôc  multipliant  cc 
divifeur  par  ce  quotient , j’aurai  aa,  qui  çetranché  de  aa  ne  lailTc 
rien  ; a par  — b donne  — ab , 6c  de  — a^.que  je  fuppofe  être  au 
dividende  il  ne  refte  rien  ; mais  à caufe  que  j’ai  fuppofé  au  divi- 
dende — ab,  ce  qui  n’eft  pas  vrai,  j’écûs  ^ ab  au-delTous,  ainfi -f; 


•+-  ab  — bb 
a — b 

O O 
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«J  —ai  que  je  donne  au  dividende  ne  l’augmentent  ni  ne  le  dimi- 
nuent. a par  < ' 

aa — hb-^ihc  — cc{a-^h — c 


I — A -t-  I 


• ah- 


ac  — hb  -+-  2 
^b  ^ 


êc 


ac 

a 


H-  bc  — 
— • b — ^ 


cc 

c 


•c  donne 
ôc  de-i-fïrque  je 
fuppofe  au  dividende  , 
ôtant  ’-^ac,  il  ne  refie 
rien  ; mais  j’écris  — ac 
par-defTous , afin  de  cor- 
riger ma  fuppofition. 

J’abbaiflTe  les  termes 
—bb  -^2bc  du  dividende 
à côté  de  -4-a^ — ac,  6c 
j’écris  le  divifeur  par  def-  ° o o 

fous  en  difant  : flidivifépar-+-<x,  donne  b au  quotient  j je  multi- 
plie ce  quotient  par  le  divifeur , b par  -j-a  donne  ab,  qui  retran- 
ché de  ab  ne  laiffe  liôn,  b par  — b donne  < — bb,  6c  de — bb 
ôtez  — il  ne  refie  rien;  6 par -H  c donne  -\-bc,  6c  deH-a^c 
ôtez  hc , il  refie  bc  que  j’éciis  au-deffous. 

J'abaifTe  les  termes  reflans  — ac  — cc  du  dividende,  6c  écri- 
vant le  divifeur  par  deflbus , il  me  vient  — c au  quotient,  j’ache- 
ve  le  relie  à l’ordinaire,  6c  le  quotient  total  efl<j-H^ — c,  C’ell 
la  preuve  du  quatrième  exemple  de  la  multiplication. 

87.  Si  par  le  moyen  de  ces  fortes  de  fuppofitions  la  divifion  ne 
pouvoir  pas  fe  faire,  on  écriroit  le  divifeur  fous  le  dividende,  de 
même  qu’on  fait  pour  les  fraflic^ 

Df  J Putjfances  des  grandeurs  incomplexes. 


88.  On  appelle d’une  grandeur,  les  différens  degrés 
par  lefquels  elle  s’élève  en  fe  multipliant  elle-même  fucceftive- 
ment  2 fois,  j fois,  4.  fois , ôte.  à l’infini  : les  anciens  appelloient 
première  puijfance  d’une  grandeur , le  produit  de  cette  grandeur 
multipliée  par  elle-même  , c’efl  à dire  fon  quarré  ; mais  aujour- 
d’hui on  appelle  première  puifTance  la  grandeur  prife  en  elle-mê- 
me. Ainfi  a efl  la  première  puifTance  de  multipliant  a para,  le 
produit  aa  efl  la  fécondé  puifTance  ou  le  cfuarré  de  a -,  multipliant 
aa  par  a,\e  produit  aaa  efl  la  troifiéme  puifTance  ou  le  cube  de 
a;  ôc  ainfi  de  fuite  : de  forte  que  aaaa  efl  la  quatrième  puiflance  , 
aaaaaeûh  cinquième  puifTance,  6cc.  ce  que  l’on  peut  continuer 
à l’infini. 

89.  La  grandeur  a efl  la  racine  de  toutes  fes  puifTances  ; c’efl- 
à-diie  d efl  la  racine  quaitée  de  fa  fécondé  puiflance  ou  de  fon 
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quavré  aa,  il  eft  la  racine  troiliéme  de  fa  troidëme  puiiïance  ou 
de  fon  cube  aaa  y la  racine  quatrième  de  fa  quatrième  puKTance 
aaaay  &c. 

90.  Pour  abréger  l’cxpredlon  de  ces  puiffances  , on  n’écrit 
qu’une  fols  la  lettre  avec  un  petit  chiffre  a droite  un  peu  élevé  , 
lequel  marque  combien  de  fois  la  lettre  devroir  être  écrite  ; ainÂ 
au  lieu  de  aa,  aaa,  aaaa,  aaaaa,  &c.  on  écrit  a^,ai  ,a^,a^ , 6cc.  ee 
qui  fignifie  a élevé  au  quarré , au  cube  ou  à la  troiflème  pui(Tance« 
à la  quatrième,  à la  cinquième,  âcc.  ces  chiffres  fe  nomment  ex- 
posants , parce  qu’ils  marquent  à quel  degré  la  grandeur  eft  élevée. 

P I.  11  ne  faut  pas  confondre  ces  ex^^ams  avec  les  chiffres  qui 
fe  trouvent  quelquefois  à gauche  dune  grandeur  algébrique.* 
Ceux-ci  fe  nomment  coefficients,  6c  marquent  une  addition  réi- 
térée de  la  grandeur  qui  efl  à leur  droite  : au  lieu  que  les  expo/ants 
marquent  la  multiplication  réitérée  de  la  grandeur  par  elle-mê- 
me, ce  qui  eff  bien  différent.  Par  exemple  fi  a vaut  j , l’exprefllon 
44  marquera  que  a doit  être  pris  4 fois , ce  qui  fait  12,  fie  au  .con- 
traire a^  marquera  que  a doit  être  multiplié  par  lui-même  pour 
faire  aa  ou  4* , ce  qui  fait  d'abord  p , qu’enfuite  4*  doit  être  mul- 
tiplié par  4,  ce  qui  fait  aaa  ou  ai , 6c  par  conféquent  27;  fie  enfin 
que  ai  doit  être  multiplié  encore  par  4,  ce  qui  donne  aaaa  ou  4^} 
fie  par  conféquent  8 1 qui  efl  différent  de  1 2 ou  de  44. 

Des  Puijfances  de^^randeurs  complexes. 

p2.  Les  grandeurs  complexes  prennent  differens  noms  félon 
qu’elles  ont  plus  ou  moins  de  termes  ; on  les  nomme  binômes  lorC- 
qu’elles  ont  deux  termes  ; trinômes  quand  elles  en  ont  trois  ; qua- 
drinomes  quand  elles  en  ont  quatre  , ficc.  fie  en  général  on  les 
nomme  multinomes , a-^b  ell  un  binôme;  r-f-d-4-e  efl  un  tri- 
nôme , fiée. 

P J.  De  même  qu’on  peut  élever  les  grandeurs  incomplexes  à 
la  fécondé  puilfance,  à la  troifiéme  , à la  quatrième,  fiée,  on  peut 
élever  aufli  les  grandeurs  complexes  aux  mêmes  puiffances  ; fie 
ces  grandeurs  venant  à fe  multiplier  elles-mêmes  , donnent  des 
produits  qui  ont  toujours  plus  de  termes  quelles  , fie  dont  il  efl 
Bon  de  connoître  la  formation. 

Pour  cela , prenons  un  binôme  dont  nous  ferons  fucceflive- 
ment  les  puiffances,  après  quoi  ce  nui  arrivera  dans  ces  différen- 
tes multiplications,  nous  fera  juger  aifément  de  ce  qui  doit  arriver 
aux  termes  des  umomes , quadtînomes , fiée. 

P4.  Soit 
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Soit  donc  le  binôme  a-\~b,  ]c  le  multiplie  par  lui-même  > 
ce  qui  me  donne  le  quarré  je  multiplie  ce  quarté 

para  +-^,  & j’ai  le  cube  aJH-ya'A-h  jaié  -f- Aï;  je  multiplie  ce 
cube  par  fl-h  A,  ce  qi^  donne  la  quatrième  puiffance 
•f-  6aabb  -J-  ^abi  & continuant  de  la  même  façon , je  trou- 

ve les  autres  puilTances  de  a -H  A telles  qu’on  les  voit  dans  la  ta-; 
ble  fuivante  qu’on  nomme  Table  des  puiflances. 

Table  des  Puijfances  d’un  binôme. 

l”.  Puijfance. 

a' 

3'- 

4* 




a 

b 

a* 

2ob 

bb 

ai 

la^b 

^abb 

bi 

^aib 

6a^bb 

^abi  1 b* 

$a*b 

loaibb 

ioa^bi\  yaM  1 bs 

Cette  Table  contient  deux  fortes  de  rangs  : les  uns  qui  vont 
de  gauche  à droite  , & qui  contiennent  les  puilTances  de  a-hb^ 
& les  autres  qui  vont  de  haut  en  bas  ; ôc  les  cellules  de  tous  ces 
rangs  font  remplies  de  différens  produits  qui  ont  tous  leurs  coeffi- 
cients , ou  des  nombres  à leur  gauche;  car  ceux  qui  n’en  ont  point 
font  cenfés  avoir  l’unité  pour  coefficient , puifque  bJ  ou  b*  eû  la 
même  chofe  que  ibi  ou  i b*. 

Si  nous  ne  faifons  attention  qu’aux  produits  littéraux,  nous 
trouverons  que  les  cellules  de  chaque  rang  de  gauche  à droite 
contiennent  les  puilTances  du  premier  terme  a,  lelquelles  vontcn 
diminuant  jufqu  a la  derniere  cellule  où  le  terme  a ne  fe  trouve 
point;  & qu’au  contraire  les  puilTances  de  b vont  en  augmentant 
dans  ces  mêmes  cellules , depuis  la  fécondé  où  é ell  à la  première 
puilTance , jufqu’à  la  derniere  où  b fe  trouve  élevé  à la  même  puif- 
fance que  a ell  dans  la  première  cellule. 

Pour  fçavoir  comment  fe  forment  les  coefficients , il  n’y  a qu’^ 
examiner  i°.  que  dags  le  premier  rang  à gauche  qui  va  de  haut 
en  bas , les  puilTances  de  à qui  fe  trouvent  dans  Tes  cellules,  n’ont 
d’autre  coefficient  que  l’unité.  a°.  Que  dans  le  fécond  rang  de 
haut  en  bas , les  coefficients  qui  fe  trouvent  dans  fes  cellules  font 
les  nombres  naturels  1,2, 5,4,  y,  &c.  j®.  Que  dans  le  troifiéme 
du  haut  en  bas  les  coefficients  des  produits  littéraux  font  les  fom- 
mes  fuccelTives  des  coëlEcients  du  rang  de  haut  en  bas  qui  ell  à 
Tome  L H 
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gauche,  ou  qui  précédé  celui-ci.  Ainfi  les  coefficients  du  rang 
précédent  étant  i,  a,  3,  4 & j,  on  trouve  que  le  coefficient  de  la 
première  cellule  du  troiliéme  rang  eft  i,  que  le  coefficient  de  la 
féconde  eft  3,  c’eft-à-dire  la  fomme  des  cqÿfticients  i,  a,du  rang 
précédent  ; que  le  coefficient  de  la  troiliéme  cellule  eft  5,  c’eft-à- 
dire  la  fomme  des  coefficients  i,  2,  3,  du  rang  précédent,  & ainli 
de  fuite.  4®.  On  trouvera  de  même  que  les  coefficients  du  4®, 
rang  du  haut  en  bas , font  les  fommes  fucceffives  des  coéfficiens  du 
3*.  rang,  6c  ainfi  des  autres.  De  forte  que  pour  avoir  le  coeffi- 
cient d une  cellule  quelconque  de  l’un  de  ces  rangs, par  exemple 
le  coefficient  6 de  la  troiliéme  cellule  du  troifiéme  rang  du  haut 
en  bas,  on  n’a  qu’à  prendre  le  coefficient  3 de  la  cellule  qui  lui 
eft  fuperieur'e  , & l'ajouter  au  coefficient  3 de  la  cellule  qui  eft  à 
gauche  de  celle-ci,  ce  qui  fera  le  coefficient  6 que  l’on  cherche; 
car  le  coefficient  3 de  la  cellule  fupericure  étant  la  fomme  des 
coefficients  1 ôc  2 du  rang  précédent,  fi  on  ajoute  à cette  fomme 
le  coefficient  3 du  rang  à gauche,  la  fomme  6 fera  la  fomme  des 
coefficients  1,  2, 3,  du  rang  précédent,  ôt  par  conféquent  elle  fera 
le  coefficient  demandé. 

Par  le  moyen  de  ceci  on  peut  continuer  la  table  à l’infini,  fans 
être  oblige  de  faire  les  multiplications  qu’il  faudroit  faire  pour 
avoir  les  puiftances  que  cette  table  ne  contient  pas  ; par  exemple 
pour  avoir  la  fixiéme  puiftance  de  a-hi,  )e  fais  un  fixiéme  rang 
de  gauche  à droite , & je  mets  dans  fes  fix  premières  cellules 
«5,  ai,  a*,  a ; Si.  en  commençant  depuis  la  fécondé  jufqu’à  la 
feptiéme,  je  mets^,  b^,bi,b*,bi,  b^  ; ainfi  j’aurai  déjà  tous  les  pro- 
duits littéraux  a^,  a^b,  a‘>bb,  aibi,  a'b*,  abi,  b^,  6c  il  ne  refte  plus  que 
les  coefficients;  6c  pour  cela  je  mets  dans  la  fécondé  cellule  le' 
coefficient  6,  parce  que  cette  cellule  fe  trouvera  dans  le  fécond 
rang  du  haut  en  bas,  qui  comprend  les  nombres  naturels  1,  2,  3, 
4,  5, 5,  6cc.  Dans  la  troifiéme  je  mets  la  fomme  1 3 du  coefficient 
iode  la  cellule  de  la  cinquième  puiftance  qui  fera  au-deftus  de  ma 
troifiéme , 6c  du  coefficient  5 de  la  cellule  du  cinquième  rang  qui 
eft  a gauche  de  celle  qui  a le  coefficient  10,  6c  continuant  de  la 
même  façon  , j’aurai  a^-^6aib-+- 1 ^ a*bb  -î-  2oaibi 
6abi^\-b^ , qui  fera  la  fixiéme  puiftance  de  a-\-b,Si  ainfi  des 
aurres. 

Si  le  fécond  terme  b avoir  le  figne  — au  lieu  du  figne  -j-, 
les  puiftances  du  binôme  a — b feroient  les  mêmes  que  celles  du 
binôme  à l’exception  que  leurs  termes  ÿuroient  alcernati- 
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Tement  le  ligne  •+•  ôcle  ligne — . Ainfi  le  quarrc  de  a — iferoit 
aa — 2ab-{-bby  fon  cube  feroit<j3 — laab-^^abb  — bi,  & de  mê- 
me des  autres. 

5)5.  La  table  des  puilTances  que  nous  venons  de  donner,  nous 
fait  donc  voit  i“.  Oue  le  quarré  du  binôme  a-f-b  contient  le  quarrè 
aa  de  fon  premier  terme  a,  aeux  produits  du  premier  terme  a par  le  fé- 
cond b,  ou  le  double  du  premier  terme  a multiplié  par  le  fécond  b,  & 
le  quarré  bb  du  fécond.  a“.  Que  le  cube  de  a-hh  contient  le  cube  aî 
du  premier  terme  a , trois  quarrés  du  premier  par  le  fécond , trois  fois 
le  premier  multiplié  par  le  quarré  du  fécond  e!r  le  cube  du  fécond.  Et 
il  en  facile  d’examiner  de  la  même  fa^on  quels  font  les  produits 
contenus  dans  les  autres  puilTances. 

5)7.  Maintenant  pour  fçavoir  ce  qui  arriveroit  à un  multinome 
de  quelque  nombre  de  termes  qu’il  fût, prenons  un  trinôme  a-H 
b-\-c,  éc.  concevons  que  Tes  deux  premiers  termes  a-\-b  n’en  faf- 
fent  qu’un,  ce  qui  pourroit  arriver  aifément  fi  nous  mettions  leur 
valeur  en  nombre,  ôc  que  nous  üllions  lafomme  des  deux.  Ainfi 
ce  trinôme  n’eft  plus  qu’un  binôme  , dont  le  premier  terme  eft 
a-\-b,  & le  fécond  ell  c.  Donc  le  quarré  de  ce  binôme  contient 
le  quarré  de  fon  premier  terme  a-+-^,  le  double  de  ce  terme  mul- 
tiplié par  le  fécond , ôc  le  quarré  du  fécond.  Mais  le  premier  tcr- 
ine  a-^b  étant  lui-même  un  binôme,  fon  quarré  contient  le  quar- 
ré  de  a,  le  double  de  a multiplié  par  by  & le  quarré  de  b.  Donc  le 
quarré  du  trinôme  a-^b-\-c  contient  le  quarré  du  premier  ter- 
me a,  le  double  du  premier  par  le  fécond , le  quarré  du  fécond  , 
le  double  des  deux  premiers  par  le  troifiéme  & le  quarré  du  troi- 
fiéme. 

De  même  fi  nous  confiderons  le  quadrinome  a-\-b-\-c-\-dy 
comme  un  binôme,  dont  le  premier  terme  eft  a-^b-\-c , fie  le 
fécond  eft  </,  le  quarré  de  ce  binôme  contient  le  quarré  du  pre- 
mier terme  a -H  c,  le  double  de  celui-ci  multiplié  par  le  fé- 
cond , 6c  le  quarré  du  fécond;  mais  le  premier  terme 
étant  lui-même  un  trinôme,  contient  le  quarté  de  a,  le  double  de 
a multiplié  par  b y le  quarré  de  by  le  double  de  a-^-b  multiplié 
parc,  6c  le  quarré  de  c.  Donc  le  quarré  du  quadrinome  a-+-^-^- 
c-+-d  contient  le  quarré  du  premier  terme , le  double  du  premier 
multiplié  par  le  fécond , le  quarré  du  fécond , le  double  des  deux 
premiers  multiplié  par  le  troifiéme , le  quarré  du  troifiéme , le  dou- 
ble des  trois  premiers  multiplié  par  le  quatrième,  6c  le  quarré  du 
quatrième  ; & en  failknt  le  même  ralfonnement  à l’égard  d’un 
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niulrinome  de  f termes,  de  6,  dey^&c.oti  aura  la  régie  générais 
ou  le  Théorème  fuivant. 

p8.  Iheoreme.  Le  quarrè  ^un  multinome  quelconque  contient 
k quarrc  de  fon  premier  terme  : le  double  du  premier  multiplié  par  le 
fccond,le  quarré  du  fécond:  le  double  des  deux  premiers  multiplié  par 
U troifiéme,  le  quarré  du  troifiéme  : le  double  des  trois  premiers  multi- 
plié par  le  quatrième , le  quarré  du  quatrième  ; & ainfi  de  fuite. 

pp.  Pour  trouver  les  produits  que  contiennent  les  cubes  des 
trinemes,  quadrinomes , prenons  le  trinôme  a-\-b-\-c,  & confi- 
derons-le  comme  un  binôme  dont  le  premier  terme  efta-i-^j  & 
le  fécond  dl  c,  le  cube  de  ce  binôme  contiendra  le  cube  du  pre- 
mier terme  a-^b  y trois  quarrés  de  ce  premier  terme  multipliés 
par  le  fécond  c,  trois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier,. 
& le  cube  du  fécond  (M  p4-).  Or  le  premier  terme  a-\-b  étant 
lui- meme  un  binôme , contient  le  cul^  de  a,  trois  quarrés  de  a 
multipliés  par  b , trois  quarrés  de  b multipliés  par  a,  & le  cube  de 
b.  Donc  le  cube  du  trinôme  a-^rb-^c  contient  le  cube  du  pre- 
mier terme  ; trois  quarrés  du  premier  multipliés  par  le  fécond  : 
trois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier,  le  cube  du  fé- 
cond : trois  quarrés  de  la  fomme  des  deux  premiers  multipliés  par 
le  troifiéme  : trois  quarrés  du  troifiéme  multipliés  par  la  fomme 
des  deux  premiers , & le  cube  du  troifiéme.  Et  faifant  les  même;s 
obfcrvations  fur  un  quadrinome,  un  quinquinome,  &c.  on  aura 
la  réglé  générale  ou  le  Théorème  fuivant. 

100.  '1  HEOREME.  Le  cube  d’un  multinome  quelconque  contient  k 
cube  du  premier  terme  , trois  quarrés  du  premier  multipliés  par  le  fé- 
cond ytrois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier  : le  cube  du  fé- 
cond , trois  quarrés  de  la  fomme  des  deux  premiers  , multipliés  par  le 
troifiéme , trois  quarrés  du  troifiéme  multipliés  par  la  fomme  des  deux 
premiers:  le  cube  du  troifiéme  y trois  quarrés  de  la  fomme  des  trois  pre- 
miers y multipliés  par  le  quatrième , trois  quarrés  du  quatrième  multi- 
pliés par  la  jomme  des  trots  premiers  : le  cube  du  quatrième,  &c.  ainft 
de  (uite. 

101.  Oh  peut  de  la  même  fà<;on  trouver  quels  font  les  termes 
contenus  dans  les  puifiances  quatrièmes , cinquièmes , fixiémes 
&c..  des  nmltinomcs  qui  ont  plus  de  deux  termes. 

l’Extrablion  des  Racines  des  grandeurs  littérales. 


*•03%  £xrr<j/r.r  la d’une  grandeur,  c’eft  chercher  le  nom- 
Pie  qui , en  fe  multipliant  uiw  ou  plufieurs  fois,  a produit  cette 
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jmndeur.  La  racine  d’un  quarré , ou  la  racine  quarrée , eft  le  nom- 
bre (jui,  en  fe  multipliant  une  fois  > a produit  le  quarré.  La  raci- 
ne d un  cube , ou  la  racirte  cubique , ou  la  racine  troifiéme , eft 
le  nombre  qui , en  fe  multipliant  deux  fois  fuccelllvemenr , a pro- 
duit le  cube  : la  racine  quatrième  efl  le  nombre  qui , en  fe  multi- 
pliant trois  fois  fuccellivement,  a produit  la  quatriégie  puiffan- 
cc,  ôcc. 

103.  Quand  la  grandeur  dont  on  veut  extraire  une  racine  quel- 
conque , efi  une  grandeur  incomplexe , on  connoît  aifément  H la 
racine  qu’on  cherche  peut  s’extraire , ou  fi  elle  ne  le  peut  pas.  Par 
exemple  il  efl  évident  que  la  racine  quarrée  de  aa  eft  a,  que  la  ra- 
cine quarrée  de  aabb  eÂ  ab  ; que  la  racine  cubique  de  aaa  ou  ai 
eù  a,  que  celle  de  aid  eüae,  ôc  ainfl  des  autres.  Au  contraire  on 
voit  bien  que  la  racine  quarrée  ou  cubique  de  ae  ne  peut  s’extrai- 
re non  plus  que  celle  de  a , de  , & c. 

104.  Quand  on  nC  peut  pas  extraire  la  racine  d’une  grandeur  ^ 
on  écrit  à gauche  de  cette  grandeur  le  figne  qu’on  nomme  le 
ligne  radical , & l’on  met  au-delTus  le  nombre  qui  marque  le  dé- 
gré  de  cette  racine  :»/«  ou  fmiplement  v'a,  edla  racine  quarrée 
deaiy^b  eft  la  racine  cubique  ou  troifiéme  de  b ; \^ac  eft  la  racine 
quatrième  de  ces  fortes  déracinés  fe  nommentyô»r<^ri,  ou 
irrationnelles , ou  incommenfurables , parce  qu’on  ne  peut  pas  ex- 
primer le  rapport  qu’elles  ont  avec  quelqu’autre  grandeur  con- 
nue que  ce  foir. 

1 oy.  Quand  la  grandeur  fimple  dont  on  veut  extraire  une  raci- 
ne quelconque  efi  une  fraâion  , on  extrait  la  racine^u  numéra- 
teur y & celle  du  dénominateur , & l’on  en  fait  une  nouvelle  frac- 
tion , qui  eft  la  racine  cherchée.  La  racine  quarrée  de  eft 

^ , la  racine  cubique  de  ^ eft  j , celle  de  eft  racine 

quatrième  de  eft  j . La  racine  quarrée  de  ^ , eft  tt^ous 

fimplement  , ou  encore  , en  faifant  en  forte  que  la. 
jambe  du  figne  radical  embralTe  le  numérateur  & le  dénomioa-- 
tcur.  La  racine  cubique  de  eft  ou  J/  &c.. 

lotf.  Les  racines  des  grandeurs  complexes  fe  tirent  par  le 
moyen  de  la  table  que  nous  avons  donnée  ci-devant.  En  voicL 
«quelques  exemples. 

H iij 
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I*’’.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarréa de 
ie  tire  une  ligne  fous  cette  grandeur , & • •,  , 

une  a droite  pour  écrire  apres  elle  tes  ^ 

termes  de  la  racine  que  je  cherche,  après  c-t-ac  d 
quoi  confultant  la  table  ou  le  Théorème 

du  nombec  p8.  je  vois  que  le  quarré  propofé  contient  lequarré 
de  fon  premier  terme,  le  double  du  premier  multiplié  parle  fe> 
cond , le  quarré  du  fécond , &c.  donc  li  en  retranchant  de  la 
grandeur  propofée  ces  différens  produits  il  ne  refte  rien , ce  fera 
une  marque  que  cette  grandeur  eft  un  quarré,  & j’en  aurai  la 
racine  cherchée.  Je  dis  donc  le  premier  quarré  en  allant  de  gau> 
che  à droite  eft  cc  dont  la  racine  eftri  j’écris  r au  lieu  marqué 
pour  la  racine,  6c  je  l écris  audi  fous  le  quarré er.  Je  multiplie  la 
racine  c par  elle-même,  c’eft  à dire  par  la  lettre  c que  j’ai  écrite 
fous  le  quarré  rc , 6c  le  produit  eft  cc , lequel  étant  retranché  de  ce 
ne  laide  rien  ; ainfi  le  quarré  propofé  ne  contient  plus  le  quarré 
que  je  viens  de  retrancher  ; c’ed  pourquoi  je  mets  un  point  fur  le 
quarré  cc  pour  marquer  qu’il  a été  retranché. 

Je  double  la  racine  eque  je  viens  de  trouver,  ce  qui  fait  ar,' 

6c  comme  ar  multiplié  par  la  fécondé  racine  ed  dans  le  rede  du 
quarré  propofé , j’écris  ac  fous  le  terme  acd,  6c  je  divife  acd  par  • 
ae,  ce  qui  donne  d,  lequel  doit  être  la  fécondé  racine;  car  puif- 
que  le  terme  2cd  cd  le  produit  de  ac  multiplié  par  la  feeonde  ra- 
cine, il  cd  lïir  par  les  réglés  de  la  multiplication  6c  de  la  divi- 
fîon,  qu’en  divifant  2cd  par  le  nombre  à multiplier  ar  , le  quo- 
tient doit  être  le  multiplicateur , 6c  par  conféquent  doit  être  d. 
Je  multiplie  la  racine  ou  le  quotient  d par  le  divifeur  ac , ce  qui 
donne  acd , de  icd  ôtez  2cd , il  ne  rede  rien , ôc  je  mets  un  point. 

Or  le  quarré  propofé  doit  encore  contenir  le  quarré  de  la  fé- 
condé racine  d,  ainfi  j'écris  d fous  le  terme  dd de  la  grandeurpro- 

fiofée  , 6c  multipliant  d par  lui-même  ou  par  la  fécondé  racine  </, 
e produit  ed  dd,  lequel  retranché  de  dd  ne  laifle  rien  : la  racine 
cherchée  cd  donc  c-\-d. 

II.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  de  bb-\-  2bc-\-cc 
•+-2bd-i-2cd-+-dd. 

Je  dis  le  premier  bb-i-2bc-^-cc-i-2bd-h2cd-^dd{b-i-c-\-d 
terme  à gauche  b -i- 2b  c 2b  -+-ac 
ed  bb  dont  la  ra- 
cine ed  b que  j’écris  au  lieu  dediné  pour  la  racine , 6c  fous  la 
grandeur  je  multiplie  b par  b,  ce  qui  donne  bb  , lequel  retran- 
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ché  de  bb  ne  laide  rien,  âc  je  mets  un  point  fur  le  terme  hb. 

Je  double  la  racine  trouvée  b,  ce  qui  fait  26  que  j’écris  fous  le 
terme  2bc , 6c  divilant  ce  terme  par  2b , la  fécondé  racine  eft  c que 
j’écris;  je  multiplie  2b  parc,  6c  le  produit  eft  2hc , lequel  retran- 
ché de  2bc  ne  lailTe  rien.  J’écris  c fous  le  terme  cc,  6c  multipliante 
par  la  racine  c,  le  produit  eft  cr,  lequel  retranché  de  cc  ne  laide  rien. 

Je  double  les  deux  premières  racines,  ce  qui  fait  2^-+-2c  que 
j’écris  fous  les  termes  2bd-h2cet,  6c  divilant  ces  termes  par  2^-+- 
2f , le  quotient  d eft  la  troifiéme  racine.  Je  multiplie  cette  racine 
par  2b -^cd,  ce  qui  donne  2bd-^-2cd,  lequel  retranché  de  2id-+- 
2cdy  ne  laide  rien  ; j’écris  d fous  le  dernier  terme  dd,  6c  multipliant 
d par  la  troifiéme  racine  d,  le  produit  eft  dd,  lequel  retranché  de 
dd,  ne  laide  rien.  Ainfi  la  racine  cherchée  eü  b-3-c-i-d. , 


III.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  de  cc — 2cd-\-dd 
je  trouve  que  la  première  racine  eft  c dont 

le  quarré  étant  retranché  du  terme  rc  ne  te — 2cd-i-  dd{c — d 

laide  rien.  Je  double  la  première  racine  , — , ' 

ce  qui  fait-l-2f,  6c  divifant  — 2cd  par 

“l-2r,  le  quotient  eft  — d.  Je  multiplie  — dpar-f-ar,  ce  qui 

donne  — 2cd,  lequel  retranché  de  — 2cd  ne  laide  rien.  J’écris 

— d fous  le  terme  dd , 6c  multipliant  — d par  la  racine  — d,  le 

produit  ed-+-dd,  lequel  retranché  de-i-dd  ne  laide  rien. 


IV.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de  ci-{-^ccd-+- 
; je  dis,  en  fuivant  les  • • ' jj  y , j 

préceptes  duThéorême  du  nom-  jcca-H  jrda-f-a?  (c-4-g 

bre  100  : la  racine  cubique  du  ci-i-^cc  -+•  jdd  -{-di 

{)remi(M:  terme  c3  eft  c,  6c  faifant 

e cube  d de  cette  racine,  je  le  retranche  du  terme  c3,  6c  il  ne 
refte  rien  ; je  fais  le  quarré  cc  de  cette  première  racine , je  le  mul- 
tiplie par  3 , ce  qui  fait  3<t  , 6c  comme  la  grandeur  propoféc  doit 
contenir  jee  multiplié  par  la  fécondé  racine , je  divife  ^ccd  par 
3CC,  & le  quotient  défi  la  fécondé  racine  cherchée.  Je  multiplie 
•la  féconde  racine  d par  jee,  6c  le  produit  ^ccd  étant  retranché  de 
Seed  ne  laide  rien.  Je  fais  le  quarré  dd  de  la  fécondé  racine  d,Sc 
je  le  multiplie  par  3 6c  parr,  parce  que  la  grandeur  propofée  doit 
contenir  3 fois  ce  quarré  multiplié  parc,  & le  produit  eft  3cdd,  le- 

3uel  letranché  du  terme  ^edd  ne  laide  rien  ; enfin  faifant  le  c*be  di 
e la  fécondé  racine,  6c  le  retranchant  du  terme  il  ne  refte  lien» 
& la  tacine  cherchée  eft  r -i-  di 
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V.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quatrième  de  f*+4cJd 

-^€c^(td-+-4cdi-+-d*,  je  prens  le  quatrième  rang  de  gauche  à 
droite  de  la  table  des  puiflances , lequel  contient  la  quatrième 
puifTance  du  binôme  a -+-é,  & je  vois  que  cette  quatrième  puif- 
lance  contient  la  quatrième  puidance  du  premier  terme  a,  ^ fois 
le  cube  de  a multiplié  par  le  fécond  terme  d,  Hx  fois  le  quarrè  du 
premier  terme  a multiplié  par  le  quarrè  du  fécond  , quatre  fois  le 
cube  du  fécond  multiplié  par  le  jlremier,  & la  quatrième  puilTan- 
ce  du  fécond.  Je  dis  . , , , , . , j 

donc  le  premier  terme  ^ 4^^^ H-  6c'^dd  -f-  yd?  -t- d*  (c  -H  a 

c*  eft  la  quatrième  puif-  -+-  6c^dd-{- ^edi-^-di 

fance  de  c ; ainfi  j’écris 

c au  lieu  defliné  pour  les  racines  ; j’èleve  r à la  quatrième  puiP* 
fance  c*,  & retranchant  c+  de  c*  il  ne  relie  rien.  Je  fais  le  cube 
ci  de  la  première  racine  c,  ôc  le  multipliant  par  4 j’ai  ^ci  ; je 
divifele  terme  ^idvzr  4fî,  & le  quotient  d eft  la  fécondé  racine 
à caufe  que  Ja  grandeur  propofèe  dgic  contenir  4^3  multiplié  par 
la  fecoade  racine;  je  multiplie  4c}  par  la  fécondé  racine  d,  ce 
qui  donne  ^id  lequel  retranché  de  ^dd  ne  lailTe  rien.  Je  fais  le 
quarrè  dd  de  la  fécondé  racine  d & je  le  multiplie  par  5,  & en- 
luite  par  le  quarrè  c*  de  la  première , ce  qui  fait  6c*dd,  qui  retran- 
ché de  6c^ddne  laifle  rien.  Je  fais  le  cube  di  de  la  fécondé  ra- 
cine , je  le  multiplie  par  4 & par  c , ce  qui  donne  ^di , qui  re- 
tranché de  ^di  'ne  laiflTe  rien  ; enlîn  j’èleve  la  fécondé  racine 
à là  quatrième  puilTance  d*,  6c  d*  retranché  de  d<  nelailTc  rien, 
la  racine  cherchée  eft  donc  r-4-  d. 

VI.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrèe  de  la  grandeur 

qui  eft  une  fraÛion.  Je  tire  la  racine  du  numérateur, 
laquelle  eft  a-+-hf  6c  la  racine  du  numérateur,  bquelle  eft  r,  6c 
j’écris  ^ & ainfi  des  autres  ; la  raifon  en  eft  qu’une  fraâion 

qui  fe  multiplie  elle-même  produit  fon  quarrè  ; or  pour  multiplier 
une  ftaèUon  par  elle-même , on  multiplie  le  numérateur  par  lui- 
même  , ce  qui  donne  le  quarrè  du  numérateur , ôc  l’on  multiplie 
aulli  le  dénominateur  par  lui-même , ce  qui  donne  le  quarrè  du 
dénominateur > donc  pour  extraire  la  racine,  il  faut  extraire  la 
racine  du  numérateur  6c  celle  du  dénominateur. 

Il  faut  dire  la  même  chofe  de  la  racine  cubique  d’une  frac- 
tion; car  une  fradion  en  fe  multipliant  deux  fois  fucceftivement 
produit  fon  cube  ; oc  pour  cuber  une  feacUon  on  multiplie  fon  nu- 
mérateur 
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inerateur  par  lui-même  deux  fois  fucceflivement , & fon  dénomi- 
nateur aulli  ; donc  pour  extraire  la  racine  cubique , il  faut  extraire 
la  racine  cubique  du  numérateur,  6c  la  racine  cubique  du  déno- 
minateur , de  il  en  eft  de  même  à l’égard,  des  puilTances  plus  éle- 
vées des  fraâions. 

VII.  E-XEMPle.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de 
j’écris  l/a>  parce  que  cette  racine  ne  peut  pas  s’extraire , 
ôc  j’obferve  que  le  figue  radical  s’étende  fur  tous  les  termes  de 
la  grandeur  propofée  ; de- même  pour  extraire  la  racine  quarrée 

ab-i-ie  , y'  aa  -¥•  ab  be  /aa  -t-  ab  -i- ht 

, J écris  


de 


cc — dd 


y a — dd 


OU  V 


<c  — dd 


107.  Ce  que  nous  venons  de  dire  va  nous  fervir  pour  l’extrac- 
tion des  racines  des  grandeurs  numériques  ; mais  comme  il  n’y 
a guéres  que  la  racine  quarrée  , 6c  la  racine  cubique  - qui 
Aiicnt  en  ufage , nous  nous  en  tiendrons  à ces  deux-ci , 6c  ce 
que  nous  en  dirons  fera  aifément  juger  de  ce  que  l’on  devroit , 
faire , fi  l’on  étoit  obligé  d’extraire  les  racines  des  grandeurs  plus 
élevées. 


De  fExtraâion  de  la  Racine  quarrée  des  grandeurs  numériques. 

108.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  des  grandeurs  numéri- 
ques , il  faut  d’abord  connoître  les  quartés  des  dix  premiers  nom- 
bres 1,2,  5,  4,  6cc.  6c  ces  quartés  font  tels  qu’on  les  voit  dans  la 
Table  fuivante. 


Racines 

t 1 

2. 

3 

4 

S 

6 1 

7 

8 

9 

10 

Çuarrés 

I 

4 

9 

\6 

2Î 

3« 

49 

54 

81 

100 

I op.  Quand  les  quantités  donc  il  faut  extraire, la  racine  quarrée 
font  plus  grandes  que  le  plus  grand  des  quartés  contenus  dans  la 
Table,  on  en  extrait  la  racine  de  la  même  façon  qu’on  extrait  la 
racine  quarrée  des  grandeurs  littérales  ; mais  la  difiîculté  ell  de 
fçavoir  quelle  place  occupent  les  produits  qu’il  faut  retrancher 
de  la  quantité  propofée.  Pour  en  venir  donc  à bout , il  n’y  a qu’à 
voir  de  quelle  maniéré  fe  forme  un  quarré  numérique , ôc  en  ti- 
rer enfuite  des  régies  pour  l’extraâion  de  fa  racine. 

Soit  donc  le  nombre  36  qu’il  faut  élever  au  quarré , je  le  mul- 
tiplie par  lui-même  en  écrivant  fous  ^6,  6c  je  dis  6 fois  5 
font  3 5 , j’écris  6 fous  les  unités , 6c  j’avance  3 fous  les  dixa*ines 
au  lieu  de  le  retenir  ; 6 fois  3 font  1 8 , j’écris  8 fous  les  dixaines 
Tome  I.  I 


3<S 


3<î 

I 

8 

1 

8 

s> 

12 

p6 
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& j'avance  i au  lieu  de  le  retenir.  Je  mutiplie  par  le  fécond 
caradere  du  niuitiplicaceur,  en  difant  : 3 lois  6 font  18,  j’écris 
8 fous  les  dixaines  & j’avance  i î 3 fois  3 font  p & j’écris  p au 
rang  des  centaines  ; ainfi  cette  fa<;on  de  multiplier  quoi- 
que différente  en  apparence  de  la  façon  ordinaire , n’al- 
tére  point  le  produit  total  ; j’ajoute  tous  les  produits  que 
j’ai  trouvés , & la  fomme  eff  1 aptf.  Je  coupe  ce  sombre 
par  tranches  de  deux  en  deux  > & je  vois  que  le  quarré  p 
du  premier  caradcrc  3.  de  la  racine  3 (T  eh  à gauche  de 
la  première  tranche  en  prenant  les  tranches  de  gauche 
à droite  ; que  les  deux  produits  1 8 ^ r8  ^ du  premier  ca- 
radéte  3 multiplié  par  le  ÉK:ond  6 , font  comenus  partie  à gau- 
che 6c  partie  à droite,  ôc  enfiu  que  le  quarté  36  du  fécond  cara- 
dere  6,  eft  contenu  entre  les  deux  tranches. 

Sil’on  faifoit  de.  la  même  façon  le  quarré  1043 zp  de  323  , 
..on,  trouveroii  qu’en  coupant  ce  quarré  par  tranches  de  deux  en 
deux,  tels  qu’on  les  voit  ici  io|43|2p,  le  quarré  du  premier  ca- 
radére  3 de  fa  racine  feroit  contenu  dans  les  caradéres  ta  qui 
font  à gauche  de  la  première  tranche  ; que  le  double  de  ce  cara- 
dére  multiplié  par  le  fécond  2 feroit  partie  à gauche  ôc  partie  à 
droite  de  la  première  tranche  i que  le  quarré  4 du  fécond  caraderc 
2 feroit  à gauche  de  la  fécondé  tranche  ,■  que  le  double  des  deux 
premiers  caraderes  multiplié  par  le  troifiéme  3 feroit  partie  à 
’ gauche  ôc  partie  à droite  de  la  fécondé  tranche , ôc  enfin  que  le 
quarré  p du  troifiéme  caradére  feroit  à gauche  de  la  trûifiéme 
tranche,  6c  on  trouveroit  la  même  chofe  fi  le  quarré  propofé  avoir 
un  plus  grand  nombres  de  tranches  ; cela  pofé  , nous  allons 
donner  quelques  Exemples  de  l’Extradion  de  la  racine  quarrée , 
mais  auparavant  il  eh  bOn  de  faire  l’obfervation  fuivante. 

lop.  Remarque.  Les  nombres  quarrés  font  ainfi  nommés  , 
parce  que  ce  font  les  feuls  qu’on  puiife 
ranger  de  façon  qu’ils  forment  une  figure 
quarrée  dont  chaque  côté  contient  un 
même  nombre  d’unités.  Le  nombre  4 
rangé  comme  on  voit  ici , contient  à cha- 
que côté  deux  unités;  le  nombre  p en  contient  3 à chaque  côté  ; , 
le  nombre  i(S  en  contient  4 à chaque  côté,  ôc  ainfi  des  autres. . 


1 1 
1 1 


lit 

III 

lit 


1 1 1 1 
1 1 1 1- 

I iii  I 
1 1 1 1 
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I”.  Exemple.  On  veut  faire  un  Bataillon  ^uarré  (Tune  troupe  com- 
pofée  de  3 844  hommes , combien  y aura- 1 il  eP hommes  de  front  ù" 
hommes  de  file , c'^-à-dire  combieny  aura-Ptl  d hommes  à chaque 
côté  de  ce  quarré  / 

J’écris  le  nombre  3844  fous  lequel  je  mené  ime 
ligne  > de  une  aurre  à fa  droite  pour  y mettre  la  racine 
cherchée.  Je  coupe  ce  nombre  par  tranches  de  deux 
en  deux  caraâeres , 6c  je  dis  le  plus  grand  quarré 
contenu  dans  les  caractères  38  qui  font  à gauche  de 
la  première  tranche  e(t  3 6 dont  la  racine  eit  6 3 j’écris 
6 au  lieu  dèltiné  pour  la  racine,  6c  6 fous  38.  Je 
multiplie  la  racine  6 par  elle-même,  ce  qui  donne  36,  6c  36 
retranché  de  38  laiffe  2,  c’eft  pourquoi  je  meneune  ligne  fous 
le  6 que  j’ai  mis  au-deflbus  du  nombre  ptopofé , 6c  j’écris  le 
refte  2. 

J’abbaifTe  les  deux  autres  caraêteres  4 6c  4 du  nombre  propofé 
lefquels  fe  trouvent  entre  la  première  6c  la  fécondé  tranche , 6c 
doublant  la  première  racine  6,  ce  qui  fait  1 x ; j’écris  12  fous  244, 
en  forte  que  fon  dernier  caraêlere  2 foie  à droite  de  la  première 
tranche  ôc  l’autre  à gauche,  6c  comme  les  caraêteres  24  du  nom- 
bre propofé  doivent  Contenir  ce  double  12  multiplié  parla  fe- 
conae  racine  ; je  divife  24  par  1 2 ôc  le  quotient  2 efl  la  fécondé 
racine  que  j’écris  en  fon  lieu  ; je  multiplie  1 2 par  là  racine  2 , ce 
qui  fait  24,  lequel  retranché  de  24  ne  laiffe  rien. 

J’écris  la  racine  2 fous  le  dernier  cataêlere  4,  ôc  multipliant  2 
par  2,  le  produit  ed  4,  lequel  ôté  de  4 ne  laiffe  rien,  aonc  la 
racine  eft  62,  ôc  par  conféquent  il  y aura  62  de  front  6c  62  de 
file.  • 

1 10.  Lorfqu’en  divifant  ce  qui  refte  de  la  grandeur  propofée 
par  le  double  de  la  première  racine  ou  des  deux  premières  , ou 
des  trois  premières , 6cc.  on  trouve  un  quotient  dont  le  quarré  ne 
peur  pas  être  contenu  dans  les  caraâeros  de  la  grandeur  propo- 
fée defquels  on  doit  le  retrancher,  il  faut  diminuer  ce  quotient 
ou  cette  racine  d’autant  d’unités  qu’il  en  faut  pour  fidre  que  ce 
quarré  puilfe  être  retranché,  c’eft  ce  que  nous  allons  voir  dans 
FExemple  fuivant.  >■;  ..  , . , . 

II.  Exemple.  Soir  le  nombre  propofé  4831204,  je  le  coupe 
par  tranches  à la  maniéré  accoutumée,' ôfc  je  vois  qu’il'  y aura 
quatre  racines.  Je  dis  donc  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  le 
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caraftére  à gauche , eft  4 dont  la  racine  eft  2 , & retranchant  le 
quarré  4 de  la  racine , du  cara£lere  4 il  ne  relie 
rien.  J'abbailTe  les  deux  caraôeres  , 6c 
doublant  la  première  racine  > ce  qui  fait  4, 
je  l’dcris  fous  83 , c’eft- à-dire  fous  8 qui  eft 
immédiatement  à droite  de  la  première  tran- 
che ; je  divife  8 par  4 , ce  qui  donne  2 , mais 
comme  après  avoir  retranché  de  8 le  produit 
de  la  racine  2 par  4,  il  ne  rcfteroit  plus  que 
3 qui  ne  peut  pas  contenir  le  quarré  4 de  ce 
quotient  2,  je  ne  mets  que  i au  lieu  de  2 ^ 

*ainfi  1 fois  4 eft  4 qui  retranché  de  8 laifte  4, 

6c  écrivant  la  racine  1 fous  le  caraâere  3*  j’ai 
I fois  I eft  I qui  retranché  de  3 laifte  2. 

J’abbailTe  les  deux  caraéleres  12  qui  font  entre  la  fécondé  6c 
la  troifiéme  tranche,  6c  doublant  les  deux  premières  racines  21 
ce  qui  fait  42  ; j’écris  42  fous  4212,  de  fa<jon  que  fon  dernier 
terme  2 foit  immédiatement  à droite  de  la  fécondé  tranche  , de 
laquelle  je  marque  la  place  par  un  point  à mcfurc  que  j’abbaifte 
les  termes  du  quarré  propofé  ; or  ce  double  42  multiplié  par  la 
troifiéme  racine eft  contenu  dans  les  termes  421  du  quarré  pro- 
pofé , divifant  donc  42 1 par  42  difpofé  comme  il  eft , je  trouve 
pour  la  troifiéme  racine  ; car  dans  42  le  nombre  4 eft  p fois , 6c 
il  relie  beaucoup  plus  qu’il  ne  faut  pour  faire  que  2 foit  contenu 
aulli  P fois , 6c  que  le  quarré  de  p foit  contenu  dans  le  reftp  joint 
au  dernier  caraâere  2 de  42 1 2 ; j’écris  donc  p fous  ce  dernier 
caradere , 6c  je  dis  p fois  p font  8 1 , lequel  ne  pe»t  fe  retrancher 
de  2 , mais  en  empruntant  j’ai  82 , ôc  de  82  ôtez  8 1 il  refte  1 i 
p fois  2 font  18, 6c  8 d’emprunté  font  26 , lequel  ne  peut  être 
retranché  de  i , mais  j’emprunte  3 , ce  qui  fait  3 i , 6c  de  3 i ôtez 
26  il  relie  y ; p fois  4 font  36  6c  3 font  3p , 6c  de  42  ôtez  3p , il 
telle  3.  i I • i'  ■ 

J’abbaifte  les  deux’derniers  caraderes  04  du  quarré  propofé , 
je  double  les  trois' premières  racines , ce  qui  donne  438.que  j’é- 
cris de  fa^on  que  fon  dernier  caradere  foit  immédiatement  à 
droite  de  la  troifiéme  tranche,  6c  divifant  3 y 10  par  438  difpofé 
comme  il  eft , je  trouve  8 pour  la  troifiéme  racine  ; j’écris  donc 
8 à la  racine,  ôcitous  le  dernier  caradere  4 du  quarré,  après 
quoi  mulciplant  43i88. par  la  racine  8, 6c  retranchant  l;c  produit 
du  nombre  ?y  104  , de  mêti^  que  dans  l’opération  précédente  * 
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U ne  refie  rien,  & la  racine  cherchée  cfl  2198.  * 

III.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  de  la  fra£lion 
j’extrais  la  racine  du  numérateur  121  à la  fa<;on  ordinaire, 
& cette  racine  efl  1 1 ; j’extrais  de  même  la  racine  1 2 du  déno- 
minateur 144 , & j’ai  W qui  eft  la  racine  de  la  fracüon  donnée. 
J’ai  donné  la  démonflration  de  ceci  dans  le  fixiéme  exemple  de 
l’extraêlion  des  racines  des  grandeurs  littérales  {N.  101.) 

111.  Lorfqu’après  avoir  fait  toutes  les  opérations  néceffaires 
pour  extraire  la  racine  quarrée  d’un  nombre,  on  trouve  un  refie, 
cela  marque  que  le  nombre  donné  n’efl  pas  un  quarré  parfait, 
& que  par  conféquent  on  ne  fqauroit  en  extraire  la  racine  lainfî 
on  marque  ce  nombre  avec  le  figne  radical.  Soit  par  exemple 
125,  j’en  extrais  fa  racine,  & je  trouve  1 1 avec  un  refie  $ , ce 
nombre  n’efl  donc  pas  un  nombre  quarré , c’efl  pourquoi  j’ex- 
prime fa  racine  en  écrivant  v'  126,  nous  ferons  bientôt  voir  que 
ces  racines  ne  peuvent  s’exprimer  ni  par  un  nombre  entier , ni 
par  un  nombre  rompu,  ni  par  un  nombre  compofé  d’un  entier 
& d’une  fraêtion,  6c  que  cependant  on  peut  approcher  de  fa 
véritable  valeur  toujours  de  plus  en  plus  près  fans  pouvoir  jamais 
y atteindre.  En  attendant  voici  quelques  Théorèmes  aufquels  il 
efl  bon  de  faire  attention. 

1 1 2.  Theoreme.  Si  l'on  ajoute  à un  nombre  entier  un  autre  nom- 
bre entier  ,ft  on  lui  retranche  un  nombre  entier , ou  ft  on  le  multiplie 
par  un  autre  nombre  entier , la  f omme  ou  le  rejle , ou  le  prodoit  fera 
UH  nombre  entier  ; mais  ft  on  le  divife  par  un  nombre  entier,  le  quo- 
tient nell  pas  toujours  un  nombre  entier. 

Un  nombre  entier  efl  une  fomme  exaûe  d’unités  fans  fraâion; 
0 l’on  ajoute  donc  deux  pareilles  fommes,  le  total  ne  peut  être 
qu’un  amas  d’unités  fans  fraâion,  & fi  d’une  fomme  exaéte  d’u- 
nités on  ôte  une  autre  fomme  exaâe  d’unités , mais  moindre , le 
refie  doit  être  encore  une  fomme  d’unités  fans  fraflion  , de  même 
comme  en  multipliant  un  nombre  entier  par  un  autre  nombre 
entier,  on  prend  le  premier  autant  de  fois  que  l’unité  eft  conte- 
nue dans  le  fécond,  & que  ce  fécond  contient  l’unité  exaêle- 
ment , il  eft  clair  qu’on  prend  la  fomme  exaête  d’unités  du  pre- 
mier un  certain  nombre  de  fois  fans  fratUon,  & que  par’con- 
féquenr  le  produit  doit  être  fans  fraêlion.  Au  contraire  quand  on 
divife  un  nombre  entier  par  un  autre  nombre  entier,  il  peut  fe 
faire  que  fe  divifeur  ne  foit  pas  Contenu  exaêlement  un  certain 
nombre  de  fois  dans  le  dividende , ce  q,ui  donne  un  refie  qui  eft 
une  fracUoru  lui 
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1 1 3.  Theoreme.  St  on  ajoute  à un  nombre  entier  unefraEUon^ 
ou  fi  on  lui  retranche  une  fraâion , la  fomme  ou  le  refie  ne  Jerà  pas 
un  nombre  entier,  mais  fi  on  multiplie  eu  divife  un  nombre  entier  par 
une  jraSlion , le  produit  ou  le  quotient  peuvent  être  un  nombre  entier. 

Si  la  ftaftion  eft  nioindie  que  l’unitcf , il  eft  clair  qu’en  ajou- 
tant cette  fracUon  à un  nombre  entier , la  fomme  fera  compo- 
rte d’une  fomme  exacte  d’unitts  & d’une  fraftion,  & que  fi  on 
la  retranche  d’un  nombre  entier,  le  refte  fera  une  fomme  d’uni- 
tés moins  une  partie  d’unité,  & par  conféquent  le  refie  ou  la 
fomme  ne  feront  pas  des  nombres  entiers  qui  contiennent  exac- 
tement l’unité,  mais  fi  l’on  multiplie  ou  fi  l’on  divife  un  entier  par 
une  fracVion , il  pourra  fe  faire  que  le  produit  ou  le  quotient  foient 
des  nombres  entiers.  Par  exemple,  fi  l’on  mulriplie  le  nombre  . 
entier  3 par  f , le  produit  f fera  un  entier  qui  vaudra  2 , & au 
contraire  multipliant  3 par  le  produit  ^ ne  fera  pas  un  entier. 

De  meme  fi  on  divife  2 par  f,  ou  ce  qui  revient  au  même,  f 

Iiar  Y,  le  quotient  3 fera  un  nombre  entier,  6c  au  contraire  li 
’on  divife  3 par  f»  le  quotient  4 ^ ne  fera  pas  un  nombre  entier. 

1 14.  Theoreme.  Si  une  fraSHon  eft  réduite  â fies  moindres  termes, 
fon  quatre,  fion  cube,  &c.  feront  des  fraétions réduites  à leurs  moindres 
termes. 

Soit  la  fradion  ^ réduite  à fes  moindres  termes , fon  quarré 

efi  ^ > fi  l’on  veut  que  cette  fradion  ou  quarré  ^ ne  foit  pas  ré- 
duite à fes  moindres  termes , on  pourra  donc  trouver  un  nom- 
bre qui  divifera  exadement  le  numérateur  aa  6c  le  dénominateur 
bb.  Suppofons  que  les  deux  quotients  foient  xx,yy,  en  forte  que 

la  fradion^  foit  égaleàlafradion  ^ réduite  à fes  moindres 
. termes  , la  racine  quarrée  de  cette  fradion  fera  donc  ~ , 6c 
cette  racine  fera  égale  à la  racine  p de  la  fradion  ; or  à 

caufe  que  les  quarrés  , vjt  font  moindres  que  les  quarrés  aa, 
bb,  les  racines  x,y  feront  aufii  moindres  que  les  racines  a,  bÿ 

6c  par  conféquent  la  fradion  ~ fera  exprimée  en  termes  plus 

grands  que  ceux  de  fon  égale  ^ ; donc  cette  fradion  ^ n’eft  pas 
réduite  à fes  moindres  termes,  comme  on  le  fuppofoit,  puif- 
qu’ellc  pourroit  être  exprimée  par  ^,donc,ôcc. 
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Il  y.  Nous  poumons  ajouter  ici  grand  nombre  de  Théorème 
fur  cette  matière  ; mais  les  3 ou  4 fuivans  fuffiront  pour  donner 
tous  les  dclairciflemens  néceflâires. 

I itf.  Theoreme.  Si  deux  fractions  réduites  à leurs  moindres  ter- 
mes nont  pas  un  même  dénominateur , elles  ne  peuvent  être  égales. 

Soient  les  fraûions^^  j réduites  à leurs  moindres  termes,  & 

dont  les  dénominateurs  font  différens , fi  l’on  veut  que  ces  deux 
ftaèlions  foient  'égales,  le  numérateur  a fera  aulfi  grand  par  rap- 
port à'fon  dénominateur  b,  que  le  numérateur  e par  rapport  à 
fon  dénominateur  d ; c’eft  pourquoi  fi  d cft  plus  grand  que  b,  le 

numérateur  c fera  plus  grand  que  a , &c  h fraûion  j fera  ex- 
primée par  des  termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale 

donc  cette  Éaâion  j n’aura  pas  été  réduite  à fes  moindres  ter- 
mes comme  on  le  fuppofoit,  puifqu’elle  pourroitêtre  exprimée 
par  que  fi  au  contraire  defl  moindre  que  3,  le  numérateur 

f fera  aufli  moindre  que  le  numérateur  d,  êc  la  fraélion  ^ étant 

exprimée  par  des  termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale 

n’aura  pas  été  réduite  à fes  moindres  termes,  ce  qui  eft  encore 
contre  la  fuppofition , donc , &c. 

I 17.  Theoreme.  Si  deux  fr allions  ejui  ont  même  dénominateur 
Jhnt  enfembte  égales  à un  entier , & que  lune  des  deux  foit  réduite  à 
fis  moindres  termes , t autre  leji  aujfi. 

Soit  les  fraèlions  ^ qui  ont  même  dénominateur,  & dont 

là  première^  eft  réduite  à fes  moindres  termes,  la  fomme  des  deux< 

numérateurs  d-t-r  eft  égale  ou  à ou  à 2^,  ou  à 3^,  &c.  & par 
conféquent  cette  fomme  eft  un  entier,  fi  l’on  veut  que  la  fécondé 

fraûion  ^ ne  foit  pas  réduite  à fes  moindres  termes , nous . 

trouverons  un  nombre  que  je  nomme  ar,  lequel  divifant  exaèle- 
ment  le  numérateur  & le  dénominateur  de  cette  fraélion,  la  ré- 
duira à fes  moindtes  termes  ; fi  l’on  fuppofe  donc  ^ ^ fr’ 

e’eft-à-dire  a-H-r  ==  A , le  nombre  x qui  dtvife. exactement  A,  di- 
vifera  exactement  la  quantité  a-^c,  6c  comme  ce  nombre  divife. 
exactement  la  partie  c de.  cette  quantité  ,,il  divifera  exactement i 
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l’autre  partie  a ; donc  on  aura  un  nombre  x qui  pourra  divifet 

exaûcment  les  termes  de  lafraflion  & par  conféquent  cette 

fraction  n’aura  pas  été  réduite  à fes  moindres  termes , ce  qui  cft 
contre  la  fuppofuion,  & ce  feroitla  même  chofe  fi  on  fuppofoit 
a-+-c  = 2bi  car  le  nombre  x qui  diviferoit  exaêlement  b y divife- 
toit  aufii  exactement  2b  ou  a-t-c,  &c. 

1 18.  Theoreme.  Si  deux  fractions  réduites  à leurs  moindres  ter- 
mes , ont  h même  dénominateur , leur  Jomme  peut  être  égale  à un  en- 
tier , mais  fi  leurs  dénominateurs  font  différons , leur  fomme  efi  tou- 
jours une  fraâion  plus  grande  ou  moindre  que  (unité. 

Soient  les  deux  fraétions  c r réduites  à leurs  moindres  ter> 

090 

mes,  & qui  ont  le  même  dénominateur,  il  peut  aifément  fe 
faire  que  la  fomme  des  numérateurs  ay  c,  foit  égal*  à ^ ou  à 2b, 
&c.  par  exemple  dans  les  fractions  y,  j,  qui  font  réduites  à leurs 
moindres  termes  , la  fomme  2 -+-  3 des  numérateurs  eft  égale  à 
J , & par  conféquent  ces  deux  fraâions  font  ou  un  entier; 
de  même  dans  les  fractions  ôc  y réduites  a leurs  moindres 
termes , la  fomme  8-4-5  des  numérateurs  eft  double  du  déno- 
minateur 7 , & les  deux  fraétions  valent  ^ , ou  deux  entiers , 6c 
ainfi  des  autres. 

Maintenant  foient  les  fraêtions  r y réduites  à leurs  moindres 

P f a 

termes,  6c  dont  les  dénominateurs  font  différens;  je  cherche  la 
quantité  qu’il  faut  ajouter  au  numérateur  a pour  le  rendre  égal  à 

fon  dénominateur , 6c  faifant  la  fraêüon  ^ la  fomme  f H-  ^ fera 
égale  à P 6c  par  conféquent  un  entier , 6c  à caufe  que  la  frac- 
tion ^ eft  réduite  à fes  moindres  termes,  la  fraêlion  g le  fera 

aufii  {N.  117.)  Si  l’on  veut  donc  que  les  deux  fraêüons  ^ | 
ptifes  enfemble  vaillent  un  entier  , je  les  réduis  au  même  déno- 
minateur, ce  qui  donne  partant  il  faut  que  ad-heb 

foit  égal  à bd,  je  multiplie  les  termes  de  la  ftaêlion  ^ par  d,  ce 
qui  donne  ; ainfi  à caufe  que  les  deux  f valent  un  entier, 
les  deux  ^ qui  font  les  mêmes,  valent  aufii  un  entier, 

ou 
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ou  I y or  par  la  fuppofition  qu’on  fait,  les  deux  ^ -H  ^ valent 
auin  I ; donc  = ^ retranchant^  ~ de  part 

& d’autre,  nous  aurons  = ^ ; mais  ~ eft  la  même  que 
la  même  que  j,  donc  les  deux  frayions  ^ ^ ré- 

duites à leurs  moindres  termes , & qui  ont  des  dénominateurs 
inégaux , font  égales , ce  qui  eft  impoffible  {N.  1 1 6.)  donc  il  eft 

impolTible  aulfi  que  les  deux  j vaillent  enfemble  l’unité , ou 
un  entier. 

Que  fi  on  prétend  que  les  deux  fraâions  vaillent  deux  entiers, 
ou  trois , ou  quatre  , &c.  je  cherche  ce  qui  manque  au  numéra- 
teur a de  la  fraâion  p pour  être  égal  à 2b,  3^,  &c.  & faifant 

h 

h égal  à cette  quantité , je  forme  la  fraûion  j ; ainfi  les  deux 

enfemble  f-  ^ valent  ou  -j,  ou  c’eft-à-dire , ou  trois 

unités,  ou  quatre,  ou  cinq,  &c.  ôc  continuant  le  même  raifon- 
nement,  & les  mêmes  opérations  que  ci-deflns , je  ferai  voir 
aifement  que  les  deux  p -4-  j ne  peuvent  valoir  ni  deux  unités, 

ni  trois,  ni  quatre,  ôcc.  ni  aucun  nombre  entier , & que  par 
conféquent  leur  fomme  eft  une  fraétion  plus  oiT  moins  grande 
que  l’unité. 

lip.  THEOREME.  Si  ton  multiplie  une  fraction  par  elle-même  y 
le  produit  eft  une  fraâlion , & jamais  un  entier. 

Si  la  fraûion  eft  moindre  que  l’unité,  je  la  réduis  à fes  moin- 
dres termes , 6c  fuppofant  quelle  foit  exprimée  par  ^ fon  quarté 
eft  i or  à caufe  que  a eft  moindre  que  b,Sc  que  pour  faire  le 

quarré  on  a multiplié  le  numérateur  de  la  fraftion  ^ para,  ôc  le 
dénominateur  pat  A plus  grand  que  a,  le  dénominateur  bb  du 
£?.  eft  plus  grand  par  rapport  à fon  numérateur  aa , que 

le  dénominateur  b de  la  fraûion  ^ par  rapport  à fon  nuuméra- 
teur  a , Ôc  par  conféquent  ~ eft  moindre  que  la  fraûion  1 j 
Tome  I.  K. 
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mais  ^ eft  moindre  que  l’unitd  ; donc  à plus  forte  raifon  ^ eft 

moindre  que  l’unitd. 

» 

Si  la  fraction  dl  plus  grande  que  l’unité , elle  contiendra  un 
ou  pluficurs  entiers,  plus  une  fradion  moindre  que  l’unité  ; fup> 
pofant  donc  que  l’entier  ou  les  entiers  quelle  renferme  foient 
exprimés  par  w,  & que  la  fra£lion  reftante  réduite  à fes  moindres 

termes  foit  ^ , cette  fraction  fera  m-i-  ~ y & fqn  quarré  mm 
•+•  » or  dans  ce  quarré  le  premier  terme  mm  eft  un 

entier , le  fécond  ^ étant  le  produit  de  la  ftaûion  ç par  l’en- 
tier 2m,  eft  ou  entier  ou  une  fraction  (IV.  1 13.),  & le  dernier 
eft  une  fraûion,  puifqu’il  eft  le  quarré  de  la  fraétion  ^ moindre 

que  l’unité  ; donc  fi  les  deux  premiers  termes  font  des  entiers 
leur  fomme  fera  un  entier  (A'.  1 1 2.)  & ajoutant  à cet  entier  la 

fraction  ~ , la  fomme  ne  fera  pas  un  entier  (A^.  1 13.)  i que  fi 

le  fécond  terme  eft  une  fradtion . cette  fraction  ou  fera  ré- 
duire à fes  moindres  termes,  ou  ne  le  fera  pas;  fi  elle  eft  réduite 
à fes  moindres  termes , il  eft  clair  que  fon  uénominateur  ne  fera 

pas  le  même  quç  le  dénominateur  bb  du  troifiéme  terme  qui 
par  la  fuppofition  eft  aufli  une  fradtion  réduite  à fes  moindres 
termes  (N.  1 14.)  ainfi  les  deux  termes  formeront  en- 

femble  une/radtion  plus  grande,  ou  moindre  que  runité(ii8); 
mais  fi  le  fécond  terme  n’eft  pas  réduit  à fes  moindres  termes, 

je  le  réduits,  & il  eft  clair  que  fon  dénominateur  fera  moindre 
que  b , par  conféquent  moindre  que  le  dénominateur  bb  du 

rroifiéme  terme  ; donc  le  fécond  & le  troifiéme  terme 

n’ayant  pas  le  même  dénominateur , formeront  encore  enfem- 
ble  une  fradtion  plus  grande  ou  moindre  que  l’unité  (N.  1 8.)  ; 
& par  conféquent  ces  deux  termes  joints  au  premier  mm,  ne 
feront  pas  non  plus  un  entier  fans  fradUon. 

120.  TheorEME.  Si  la  racine  quarrte  d’un  nombre  entier  nejl 
f)as  un  nombre  entier , elle  ne  pourra  s’exprimer  ni  par  une  fre^ion  „ 
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ni  far  un  nombre  compojé  d’entier  & defraÛion. 

Démonstration.  Si  cette  racine  pouvoir  s’exprimer  par  une 
fradion  , il  s’enfuivroit  que  le  produit  de  cette  fraction  par  elle- 
même  fcroit  un  nombre  entier,  ce  qui  eft  impofllble  (A'.  1 19.) , 
& fi  elle  pouvoir  s’exprimer  par  un  entier  & fradion , il  s’enfui- 
vroit encore  qu’un  entier  & fradion  multiplié  par  lui-même , fe- 
roit  un  nombre  entier,  ce  qui  elt  auffi  iropolfible  (A/i  iip.)» 
donc,  &c. 

» 

121.  Corollaire.  Il  fuit  delà  que  la  racine  d’un  nombre  en- 
tier qu’on  ne  peut  tirer  exadement , ne  peut  s’exprimer  autre- 
ment que  par  le  figne  radical , puisqu’on  ne  peut  l’exprimer  ni 
par  un  nombre  entier , ni  par  une  fradion , ni  par  un  entier  ôc 
fradion  ; c’eft  l’une  des  chofes  que  j’avois  promis  de  démontrer. 

lit.) 

122.  Theoreme.  S/  les  racines  de  deux  tjuarrês  ne  different  en- 
tr  elle  que  de  F unité , le  plus  grand  des  deux  quarrés  furpajje  le  petit 
de  deux  fois  la  racine  du  petit,  plus  F unité. 

Démonstration.  Soit  la 
racine  du  premier  quarré  a , 

<jelle  du  fécond  ferji  donc 
fl-H  I , le  quarré  de  la  pre- 
mière fera  aa,  & le  quarré  de 
la  fécondé  fera  ao  -4-  2a  -f-  i ; 
or  fi  de  ce  fécond  quarré  je 
retranche  le  premier  quarré 
aa,  il  eft  vifible  que  le  refle 
fera  2a-+-i  ;mais  ce  refte  eft 
le  double  de  la  première  racined,plusl’unité;donc,&c. 

125.  Question,  yivec  4001  hommes , onveutfaireun  Bataillon 
uarré,  ù"  ton  demande  au  cas  qu’il  y ait  des  hommes  de  trop,  corn- 
len  il  faudroit  en  ajouter  ou  en  retrancher  pour  faire  que  le  quarré 
fait  parfait , & qu’il  ne  refle  rien. 

Solution.  J’extrais  la  racine  quatrée  du  nombre  4001,  & 
je  trouve  53  avec  un  refte  32 , ce  qui  me  fait  voir  que  ce  quarré 

Kij 
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aura  dj  hommes  de  front  6c  de  file,  mais  qu’il  en  reliera  32  ;fi 
l’on  veut  donc  employer  ces  32 , il  faut  en 
ajouter  un  certain  nombre,  lequel  joint  au 
nombre  400 1 fafie  un  quarré  dont  la  racine 
furpafie  la  racine  63  d’une  unité;  or  le  quarré 
dont  la  racine  ell  64,  furpafie  le  quarré  dont 
la  racine  ell  63  de  deux  fois  ^3  plus  l’unité, 
c’eft-à-dire  de  latf-t-i,  ou  de  127  ;donclî 
4001  étoit  exa£lement  le  quarré  de  53  , il 
faudroit  lui  ajouter  127  hommes  pour  avoir 
le  quarré  de  64,  mais  comme  4001  en  con- 
tient déjà  32  de  plus , je  ne  dois  lui  ajouter 
que  127  moins  32,  c’eft-à-dire  py  hommes, 

6c  la  fomme  ell  4op5,  dont  la  racine  eftef- 
fcüivement  64. 

Que  fi  on  vouloir  feulement  le  quatre  de  , il  ell  clair  qu’en 
retranchant  32  hommes  de  4001 , le  relie  3p5p  feroitle  quarré 
de  53. 

1 24.  Corollaire.  Il  fuit  du  Theorôme  précédent  que  fi  après 
avoir  extrait  la  racine  d’un  nombre,  il  refte  quelque  chofe;  ce 
relie  cil  moindre  que  le  double  de  la  racine  trouvée , plusl’unité  ; 
6c  par  conféquent  ce  refte  ajouté  à la  racine  trouvée  ne  peut  pas 
l’augmenter  de  l’unité  ; car , par  exemple  , fi  après  avoir  extrait 
la  racine  de  4001  qui  ell  avec  un  relie  32,  ce  refte- 32  fe 
trouvoit  égal  au  double  de  63  plus  1 , c’eft-à-dire  à 127,  le  nom-* 
bre  4001  diminué  de  127  feroit  le  quarré  de  53  ; or  en  ajoutant 
au  quarré  deux  fois  fa  racine  plus  l’unité,  c’eft-à-dire  127,  on 
le  feroit  devenir  le  quarré  de  64  ; donc  400 1 feroit  exadlement 
le  quarré  de  6^4 , ôc  par  conféquent  en  tirant  fa  racine , on  ttou- 
veroit  64,  6c  non  pas  ^3  avec  un  relie. 

De  l’ExtraBion  de  la  Racine  quarrée  des  grandeurs 
numériques  par  approximation. 

i2y.  Quand  un  nombre  entier  n’eft  pas  un  quarré  parfait,  fa 
racine  ne  peut  s’exprimer  ni  par  un  nombre  entier , ni  par  une 
fraélion , ni  par  un  entier  6c  fraélion  (A^.  120.)  ; or  tout  ce  qu’on 
peut  faire  dans  ces  occalions , c’eft  d’operer  de  façon  que  l’on 
approche  fi  près  de  la  véritable  racine  , que  le  relie  foit  moindre 
qu  une  quantité  donnée  quelque  petite  qu’elle  foit , ôc  c’eft  ce 
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(jifcn  appelle  extraire  la  racine  par  approximation.  Par  exemple 
fl  l’on  propofe  d’extraire  cette  racine,  en  forte  que  ce  qui  reliera 
foit  moindre  qu’un  dixiéme  d’unité,  ou  qu’un  centième , ou  qu’un 
dix  millième,  &c.  la  maniéré  de  fatisfaire  à cette  qucllion  s’ap- 
pelle extraire  la  racine  quarrée  par  approximation , cette  extrac- 
tion eft  fonde'e  fur  le  Theorême  fuivant. 

126.  THEOREME.  St  t on  prend  t unité,  & tjuâ  fa  droite  on  mette 
un  zéro , ou  deux  zéros , eu  trois  zéros , &c.  ce  qui  donnera  les  nom~ 
bres  10,  100,  loooj  10000 , dre.  les  quarrés  de  ces  nombres  con- 
tiendront encore  t unité,  plus  un  nombre  de  zéros  double  du  nombre  de 
zéros  que  leurs  racines  contiennent. 

La  Démondration  de  ceci  étant  tirée  de  la  nature  de  la  multi- 
plication, on  la  trouvera  bientôt  11  l’on  multiplie  chacun  des 
nombres  10,  100,  iooo,ôcc.  par  lui-même;  car  enverra  que 
le  quarté  de  10  qui  ed  100,  contient  l’unité  plus  deux  zéros, 
au  lieu  que  10  ne  contient  que  l’unité  & un  zéro;  que  le  quarré 
de  100  qui  ed  10000  contient  l’unité  plus  quatre  zéros,  au  lieu 
que  100  ne  contient  que  l’unité  & deux  zéros,  & ainfi  des  au- 
tres , cela  pofé. 

Exemple.  Pour  extraire  la  racine  de  3 qui  n’ed  pas  un  quarté 
parfait,  je  réduis  le  nombre  3 en  une  fraêlion  dont  le  dénomina- 
teur foit  100,  c’ed-à-dire,  je  multiplie  3 par  100,  ce  qui  fait  300, 
& je  le  divife  par  100,  ce  qui  fait-J-f-f  égale  à 3 {N.  37.)  j’extrais 
la  racine  de  cette  fraélion,  c’ed-à-dire  j’extrais  d’une  part  la  ra- 
cifie  du  numérateur  ôc  de  l’autre  la  racine  du  dénominateur  pour 
faire  de  ces  deux  racines  une  nouvelle  fraction  qui  fera  la  racine 
cherchée  {N.  io^.)yor  la  racine  du  dénominateur  100  ed  l opar 
le  Théorème  précédent  ; donc  il  ne  s’agit  plus  (^ue  de  tiret  la 
racine  du  numérateur  300  ; j’extrais  cette  racine  a la 
façon  ordinaire 6c  je  trouve  1 7 ; ainfi  la  racine  de  la  fra-  3i°o(»7 
£Hon  ed  , ou  i , ôc  il  rede  1 1 qui  ed  moindre  qu’une  1 10 

unité  de  la  racine  \hl.  124.)  c’dl-à-dire  moindre  qu’un  2.00 
dixiéme,  6c  par  conféquent  j’ai  tiré  la  racine  de  3,  ôc  27 
ce  qui  réde  ed  moindre  qu’un  dixiéme. 

Si  je  veux  que  ce  qui  rede  foit  moindre  qu’un  cen- 
tième , ôc  que  par  conféquent  la  racine  trouvée  approche  davan- 
tage de  la  véritable  ; je  multiplie  3 non  pas  par  100  , mais  par 
10000,  ôc  le  divifant  par  10000  j’ai  la  fraction  -fflfo  qui  ed  égaie 
à 3 ; or  la  racine  du  dénominateur  ed  100  par  le  Theorême  pré» 
cedent,  ainfi  je  n’ai  plus  qu’à  extraire  la  racine  du  nuniérateur  ; 

K iij 
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& cette  racine  étant  extraite  à Ja  façon  ordinaire  efl  173  > &^t 
confcquent  la  racine  de  la  fraction  cft  , ou 
1 avec  un  relie  7 1 qui  ell  moindre  qu’un  cen- 
tième. 

Si  je  veux  en  approcher  davantage , j’ajoute 
encore  deux  zéros  au  numérateur  ôc  au  dénomi- 
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,ce  qui  fait ; or 


la  racine  du  dénominateur  1000000  ell  1000,  ainfi 
extrayant  la  racine  du  numérateur  qui  ell  1 73  2 , je 
trouve  que  la  racine  cherchée  ell  7^^ , ou  i 
avec  un  telle  275  qui  ell  moindre  qu’un  millième. 


1 i.oo 
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Et  continuant  toujours  de  la  même  façon 
en  ajoutant  toujours  deux  zéros  au  numéra- 
teur & au  dénominateur,  j’approcherois  tou- 
jours de  plus  en  plus  de  la  véritable  valeur  de 
la  fraûion , fans  pouvoir  jamais  y atteindre , 
parce  qu’il  me  reliera  toujours  un  relie,  à 
caufe  que  la  racine  de  3 ne  pouvant  s’extraire 
en  nombre  entier , ne  fçauroit  s’extraire  non 
plus  en  nombre  rompu  ou  en  nombre  com- 
pofé  d’entier  & de  fradion. 
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127.  La  réglé  ell  donc  d’ajouter  au  nombre  dont  on  veut  ex- 
traire la  racine  par  approximation , ou  deux  zéros , ou  quatre , ou 
fix,  ôcc.  toujours  en  nombre  pair,  & d’en  extraire  la  racine  Ibus 
laquelle  on  mettra  l’unité  avec  la  moitié  du  nombre  de  zéros  qu’on 
a ajouré  au  nombre  propofé,  ce  qui  donnera  une  fradion  qui 
fera  la  racine  cherchée , & plus  le  nombre  de  zéros  ajoutes  fera 
grand , plus  aulfi  on  approchera  de  la  véritable  valeur. 


De  r Exira£lion  de  la  racine  ctibique  des  quantités  numériques. 

1 28.  Pour  extraire  la  racine  cubique  d’un  nombre,  il  faut  d’a- 
bord fe  rendre  familiers  les  cubes  des  dix  premiers  nombres  que 
l’on  voit  dans  cette  Table. 


Racinescubiq. 
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Enfuite  fi  le  cube  propofé  ell  plus  grand  que  les  cubes  de 
cette  Table,  on  en  extrait  la  racine  cubique  à peu  près  de  même 
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qu’on  extrait  celle  des  grandeurs  littérales  ; mais  la  difficulté  con- 
fille  à trouver  les  places  qu’occupent  les  différens  produits  con- 
tenus dans  le  cube  propofé,  & c’eft  ce  que  nous  allons  voir,  en 
examinant  de  quelle  façon  fe  forme  un  cube. 

Soit  donc  le  nombre  qu’il  faut  élever  au 
cube,  je  le  multiplie  d’abord  par  lui-même,  en 
écrivant  chaque  produit  à la  place  qu’il  doit  oc- 
cuper fans  rien  retenir , ce  qui  me  donne  les  qua- 
tre produits  que  le  quarré  de  contient  ; ainfi 
la  fomme  de  ces  quatre  produits  donneroit  le 
quarré  de  J4,  de  même  que  fi  j’avois  multiplié 
a la  façon  ordinaire , & par  conféquent  en  mul- 
tipliant ces  quatre  produits  encore  par  J4,  le 
produit  total  fera  le  cube. 

J’écris  donc  t4  par-defTous,  & je  multiplie 
chacun  des  quatre  produits  d’abord  par  4 , fie 
enfuire  par  y , ce  qui  me  donne  huit  produits  , 
lefquels-ajoutés  enfemble  font  le  cube  1 y 74^4 
de  y4. 

Je  coupe  ce  cube  par  tranches  de  trois  en 
trois  caraderes  de  droite  à gauche , fit  je  vois 
que  le  cube  lay  du  premier  caradere  y,  fe  trouve  à gauche  de 
la  première  tranche , en  allant  de  gauche  à droite  ; que  les  trois 
.produits  100,  100,  1 00 , font  partie  à gauche , fie  partie  à droite 
de  la  première  tranche  ; que  les  trois  produits  80,80,  80  , font 
à droite  de  la  première  tranche,  fie  qu’enfin  le  cube  (Î4  du  fécond 
caradere  4 de  la  racine  eft  à gauche  de  la  fécondé  tranche. 

Or  les  trois  produits  100,  100,  100,  font  chacun  le  produit 
du  quarré  2 y du  premier  caradere  y delà  racine  multiplié  par 
le  fécond  caradere  4,  fie  les  trois  produits  80,  80,80,  font 
chacun  le  produit  du  quarré  1 6 du  fécond  caradere  4 de  la  ra- 
cine multiplié  par  le  premier  caradere  y ; donc  le  cube  de  y 4 
coupé  par  tranches  contient  à gauche  de  la  première  tranche 
le  cube  du  premier  caridere  y,  enfuite- trois  quarrés  de  ce  pre- 
mier caradere  y multipliés  par  le  fécond,  partie  à gauche  fit  par- 
tie à droite  de  la  première  tranche,  puis  trois  quarrés  du  fécond 
caradere  4 multipliés  par  le  premier  caradere  à droite  de  lapre- 
mie/e  tranche,  fie  enfin  le  cube  du  fécond  caradere  à gauche 
de  la  fécondé  tranche. 

Que  li  le  cube  avoir  un  plus  grand  nombre  de  tranches  » ca 
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qui  ne  pourroit  fe  faire  que  fa  racine  n’eut  un  plus  grand  nom- 
bre de  caraâcres,  on  trouveroit  de  même  que  les  cubes  du  pre- 
mier, du  fécond,  dutroifiéme,  &c.  feroient  toujours  à gauche 
des  tranches  première,  fécondé,  troifiéme,  &c.  & que  les  pro- 
duits que  le  cube  contiendroient  feroient  toujours  partie  à gau- 
che 6c  partie  adroite  de  ces  tranches;  cela  pofé 

1".  Exemple.  Soit  le  nombre  8045  jy,  dont  on  demande  la 
racine  cubique  , je  mène  une  ligne  fous  ce  nombre  ôc  une  autre 
à droite  pour  derire  la  racine  à côtd  ; je  coupe  ce  nombre  par 
tranches  de  trois  en  trois  caractères  en  allant  ae  droite  à gauche, 
après  quoi  je  dis  : le  plus  grand  cube 
contenu  dans  les  trois  premiers  carac- 
tères 804  qui  font  à gauche  de  la  pre- 
mière tranche  eft  72P , ce  que  je  trouve 
par  le  moyen  de  la  table  des  cubes  des 
dix  premiers  nombres  ; or  la  racine  de 
72P  eft  P que  j’écris  au  lieu  deftiné,6c 
menant  le  cube  725  de  cette  racine  fous 
804,  je  le  retranche  de  804,  ôc  le  refte 
eft7j. 

J’abbailTe  les  caraûeres  jy7  du  cube,  ôc  faifantle  quarré  Si 
du  premier  caradére  p de  la  racine , je  le  multiplie  par  3 , ce 
qui  donne  24j;or24j  , ou  le  triple  du  quarré  de  là  première 
racine  multiplié  parla  féconde  eft  dans  7TJ  > j’écris  donc  243 
fous  ce  nombre,  en  forte  que  fon  dernier  caractère  3 foit  à | 
droire  de  la  première  rranche  dont  je  marque  la  place  par  un 

f)oint  à mefure  que  j’abbailTe  les  caractères  377  compris  entre 
a première  6t  la  fécondé  tranche  î c’eft  pourquoi  je  divife  733 
par  243 , ôc  le  quotient  3 étant  le  nombre  qui  multiplie  24J  , 

dans  733  > eft  par  conféquent  la  fécondé  racine. 

Je  multiplie  243  qui  eft  la  fomme  des  trois  quartés  delà  pre-  j 

miere  racine  par  la  fécondé  racine  3 , ôc  le  produit  eft  72P  que  > 

j’écris  à part  ; je  fais  le  quarté  p de  la  fécondé  racine , ôc  le  mul- 
tipliant par  3 pour  en  avoir  le  triple  , ôc  enfuite  par  la  première 
racine  p , ce  qui  donne  243  , j’écris  243  fous  72P  en  avançant 
d’un  rang  vers  la  droite , parce  que  le  cube  propofé  contient  ce 

f»roduit  243  en  avançant  d’un  rang  ; enfin  je  fais  le  cube  27  de 
a fécondé  racine,  ôc  je  l’écris  fous  le  produit  243  en  avançant 
d’un  rang  à droite,  parce  que  le  cube  propofé  contient  le  cube 
de  cette  façon , fie  failknt  la  fomme  des  trois  produits , laquelle 
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eftvyjy?,  je  l’écris  fous  le refte  7yjy7,  & retrancliant  la  fomme 
7yjy7du  relie  ’JS'iSli  >1  ne  relie  rien , ainfi  la  racine  cherchée  ell 


95,  puifqu’en  retranchant  du  cubepropoféle  cube  du  premier  ca- 
ratlcre,  le  triple  du  quarré  de  ce  premier  caradere  multiplié  par 
le  fécond,  le  triple  du  quarré  du  fécond  multiplié  par  le  premier, 
& enfin  le  cube  du  fécond,  il  n’ell  rien  relié. 

II.  Exemple.  Soit  le  nombre  propofc  8o(S2iy58  dont  on  de-^ 
mande  la  racine  cubique , je  le  coupe  par  tranches,  ôc  je  trouve 
que  la  racine  aura  trois  caraderes,  puifqu’il  y a trois  tranches. 

Je  dis  donc  le  plus  grand  cube  8ol52i|f 68(452 

contenu  dans  les  caractères  80  qui  ^ 

font  à gauche  de  la  première  tran-  _Z * 

che  ell  64,  dont  la  racine  cubique  >6.621  ^ Z 

cil  4,  ce  que  je  trouve  parla  table 
des  cubes  des  dix  premiers  nom-  ^ ^ 

bres  i j’écris  donc  4 au  lieu  delliné  ^ > 14.568  * ^<5 

pour  la  racine  ,&  64  fous  80  ; je  re-  ^ 8 

tranche  64  de  80,  & le  relie  ell  16.  ^ ^ 

J’abbailTe  les  trois  caraderes  0000000  1114568 


15507 

1 1094 
516 


621  qui  font  entre  la  première  & la  fécondé  tranche,  je  fais  le 
quarré  du  premier  caraderc,  ôc  le  multipliant  par  5 , le  produit 
ell  48 , ôc  comme  48  multiplié  par  la  fécondé  racine  ell  dans 
les  trois  caradcres  166,  je  divife  166  par  48,  ôc  le  quotient  5 
ell  la  fécondé  racine  ; je  multiplie  48  par  la  fécondé  racine  5 , 
ce  qui  donne  le  produit  144  que  j’écris  à part;  je  fais  le  quarré 
de  la  fécondé  racine  5 , je  le  multiplie  par  5 , ôc  enfuite  par  la 
première  racine  4,  ce  qui  donne  108  que  j’écris  à part  fous  144, 
en  avant^ant  d’un  rang  à droite  ; enfin  je  fais  le  cube  27  de  la 
conde  ftcine , ôc  je  l’écris  à part  fous  1 08  en  avançant  d’un  rang 
à droite  ; je  fais  la  fomme  15507  des  produits  que  j’ai  écrit  à part, 
ôc  l’écrivant  fous  le  relie  1 662 1 de  la  première  opération , je  re- 
tranche 15507  de  16621  , ôc  le  relie  ell  1114. 

J’abbaiffe  les  trois  caraderes  568  qui  font  entre  la  fécondé 
ôc  la  troifiéme  tranche,  ôc  faifantle  quarré  des  deux  premières 
racines  45  , je  le  multiplie  par  5 , ce  qui  fait  5 547  j or  ce  produit 
multiplié  par  la  troifiéme  racine  efl  dans  11 145,  j’écris  donc 
5547  fous  1 1 145,  Ôc  divifant  1 1 145  par  5547,  le  quotient  2 cil 
la  troifiéme  racine;  je  multiplie  5547  par  la  troifiéme  racine 2, 
ôc  le  produit  ell  1 1094  j’écris  à part;  je  fais  le  quarré  de  la 
troifiéme  racine  2 , je  le  multiplie  par  3 , ôc  enfuite.  par  la  fomme 
Tome  I.  L 
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.5.3  des  deux  premières,  le  produit  eft  que  j’écris  à part  fous 
] joÿ^  en  avan(^ant  d'un  rang  à droite  ; enfin  je  fais  le  cube  8 
de  la  rroifiéme  racine,  ôc  je  l’écris  à part  fous  ^ 16  en  avançant 
d’un  rang  à droite  ; je  fais  la  fomme  1 1 14368  des  trois  produits 
mis  à part,  & retranchant  cette  fomme  du  refte  1 114368  de  la 
fécondé  opération,  il  ne  refie  rien  ; ainfi  la  racine  cherchée  eft 
452- 

129.  Il  faut  obferver  que  fi  après  avoir  pris  le  triple  du  quarré 
de  la  première  racine , & divile  le  refie  par  ce  triple , on  trou- 
voit  pour  la  fécondé  racine  un  nombre  qui  fut  de  telle  nature 

3u’en  achevant  l’opération  jufqu’à  la  fécondé  tranche , la  fomme 
es  trois  produits  mis  à part  fut  plus  grande  que  ce  qui  feroit 
refié  après  avoir  retranché  le  premier  cube , il  faudroit  dimi- 
nuer la  fécondé  racine  d’une  unité,  ou  de  deux,  ou  de  trois, 
jufqu’à  ce  que  la  foufiraâion  de  la  fomme  des  trois  produits  put 
fe  faire,  6c  la  mêrtie  chofe  doit  être  obfervée  à l’égard  des  opé- 
rations fuivantes , s’il  s’en  trouve  encore  à faire. 

IV.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de  la  fra£lion 
flfj,  j’extrais  la  racine  cubique  ii  du  numérateur,  ôc  la  racine 
cubique  1 2 du  dénominateur , ôc  j’écris  pour  la  racine  cher- 
chée , ôc  ainfi  des  autres.  La  démonfiration  de  ceci  fe  trouve  dans 
le  fixiéme  exemple  de  l’extraftion  des  racines  des  grandeurs  lit- 
térales. 

De  l’ExtraÜion  delaracine  cubique  des  grandeurs  numériques 
par  approximation, 

130.  L’approximation  de  la  racine  cubique  des  nombres  fe 
fait  à peu  près  comme  celle  de  la  racine  quarrée,  ôc  dépend  du 
Théorème  fuivant. 

I } I.  Theoreme.  Si  î on  prend  les  nombres  10,  too,  1000 , ôcc. 
qui  ont  tous  P unité  jointe  àvn  zéro,  à deux , â trois , &c.  les  cubes 
de  ces  nombres  auront  encore  P unité  avec  un  nombre  de  zéros  triple  du 
nombre  de  zéros  que  leur  racine  contient. 

Il  efi  aifé  de  le  containcre  de  ceci , en  faifant  les  cubes  des 
nombres  propofés , car  on  trouvera  que  le  cube  de  i o efi  1 000 , 
lequel  contient  trois  zéros,  au  lieu  que  fa  racine  n’en  contient 
qu’un,  que  le  cube  de  100  eft  1000000,  lequel  contient  fix  zé- 
ros , tandis  que  fa  racine  n’en  contient  que  trois,  ôc  ainfi  des  au- 
tres j cela  pofé 
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Soit  le  nombre  p dont  on  demande  la  racine  cubique , j’ajoute 
trois  zéros  ou  lix,  ou  neuf,  6c  ainfi  de  fuite,  en  augmentant  tou« 
jours  de  trois , ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fi  je  réduifois  le 
nombre  p en  une-fracUon  dont  le  dénominateur  fut  ou  looo, 
ou  loooooo,  ce  qui  donneroitou  f|||,  ou  fsHfH,  ôcc.  or  la  ra- 
cine cubique  du  dénominateur  e(i  lo  quand  le  dénominateur 
eft  looo,  elle  eft  loo  quand  le  dénominateur  eft  loooooo,  ôcc. 
par  le  Theorême  précédent  ; donc  en  tirant  la  racine  cubique 
QU  numjfrateur,  j’aurois  des  dixiémes  à la  racine,  lorfque  la  fra-. 
flion  feroit  î-||-2 , des  centièmes  lorfque  la  fraétion  feroit  -fHlfH, 
ôcc.  ôc  j’aurois  toujours  un  refte  qui  feroit  moindre  qu’une  unité 
de  la  racine,  c’eft-à-dire,  qui  ne  fçauroit  augmenter  la  racine 
d’une  unité.  Les  opérations  de  ceci  font  faciles  à faire , c’eft 
pourquoi  je  me  difpenfe  de  les  donner  pour  être  plus  court  ; 
mais  voici  un  Theorême  par  le  moyen  duquel  nous  ferons  voir 
que  ce  qui  refte  de  l’extraéHon,  ne  peut  augmenter  la  racine 
d’une  unité. 


152.  THEOREME.  Si  deux  nombres  ne  different  tfue  de  f unité , le 
cube  du  plus  grand furpaffe  le  cube  du  moindre  de  trois  fois  le  quarté  dt 
la  racine  du  moindre , plus  trois  fois  cette  racine , plus  lunité. 

Démonstration.  Je  .... 
nomme  le  plus  petit  nom-  ^ j • 

bre  a,  6c  par  conféquent  le 

fécond  lèra  a-l-i  i je  fais  le  aa-ha-i-i 


cube  de  a-+-  I , ôc  j^ai  «3-+- 
3 «a  -H  3 a •+•  I ; je  retranche 
de  ce  cube  le  cube  ai  du 
petit  nombre , ôc  le  refte  jaa 
-t-  3<j  H-  I eft  l’excès  du 
grand  fur  le  petit  ; or  cet 
excès  contient  trois  quartés 
de  la  racine  a du  petit,  plus 
trois  fois  cette  racine,  plus 
l’unité  ; donc , ôcc. 


aa-ir  2a~h  I Qjtarré 
a ■+■  I 

a}-i-2aa-i-  a 

H-  2fl  -h  1 

Cube  du  grand. 

a? t Cube  du  petit. 

3 aa  -4-  3 a H-  I Différence. 


133.  Pour  faire  donc  voir  que  ce  qui  refte  après  l’extraêlion 
d’une  racine  cubique  ne  fçauroit  augmenter  cette  racine  d’une 
unité,  prenons  le  nombre  p,  ôc  tirons-en  la  racine  ainfi  que  je 
viens  de  l’enfeigner,  c’eft-à-dire  multiplions  p par  1000,  ôc  di- 
vifons-le  par  1000,  ce  qui  donnera  la  fratlion  î||-°  égale  à p ; or 
la  racine  cubique  du  dénominateur  eft  10  ; tirant  donc  la  racine 
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cubique  du  numdrateur,  laquelle  eft  20,  nous  aurons  pour  la  ra; 
cine  approchée  , ou  2 , avec  un  refie  1000  ; ainfi 
le  numérateur  pcoo  diminué  de  ce  refie,  c’eft-à- 
dirc  80C0  feroit  exactement  le  cube  du  numérateur 
20  de  la  racine  ; or  fl  l’on  veut  que  le  relie  1000  puiffe 
dürtner  une  unité  de  plus  à la  racine  , c’ell-à-dire 
ue  cette  racine  puiffe  être  2 1 , au  lieu  de  20 , il  fau- 
ra  néceffairement  que  ce  relie  foit  égal  à trois  fois  0000 
le  quarré  de  la  racine  20,  plus  trois  fois  cette  racine,  Tôôô 
plus  l'unité  : mais  11  ce  relie  1 000  étoit  égal  à la  fomme 
de  ces  trois  quantités , ce  relie  ajoute  au  cube  8000  de  20  feroit 
exadement  le  cube  de  2 1 , & par  conféquent  après  avoir  tiré 
la  racine  de  pooo , on  auroit  2 1 à la  racine , fie  il  ne  rcAeroit  rien. 

1 34.  Et  il  ne  faut  pas  dire  que  fi  on  réduifoit  le  nombre  9 en 
une  fradion  plus  grande,  parexeriiplc  en-^||^,ou 

6cc.  il  pourroit  arriver  qu’après  l’extradion  de  la  racine  il  ne  ref* 
teroit  rien  ; car  fi  cela  étoit,  on  pourroit  trouver  la  racine  exade 
de  9 , puifque  la  fradion  dont  on  auroit  tiré  la  racine  feroir  égale 
à 9 , & cette  racine  feroit  ou  un  nombre  entier , ou  une  fradion 
moindre  que  l’unité,  ou  enfin  un  entier  & fratlion  ; or  cette  ra-> 
cine  ne  peut  pas  être  un  nombre  entier,  puifqu’il  n’y  a point  de 
nombre  entier  qui  en  fe  multipliant  deux  fois  fuccelTivcment  lui- 
même  produife  9 , & que  d’ailleurs  fi  cette  racine  étoit  un  nom- 
bre entier,  on  la  trouveroit  par  les  réglés  ordinaires  fans  être 
obligé  de  réduire  le  nombre  9 en  fraêtion  ; elle  ne  peut  pas  être 
non  plus  une  fraêlion  moindre  que  l’unité,  car  une  fradion  moin- 
dre que  l’unité  produit  une  fradion  encore  moindre  qu’elle , 
(A\  1 19.)  ôc  ce  produit  multiplié  par  la  même  fradion  produit 
une  autre  fradion  encore  moindre  que  lui  (A^.  1 19.);  enfin  la  ra- 
cine ne  peut  pas  être  un  entier  & fradion , parce  qu’un  entier 
& fradion  multiplié  par  lui-même  produit  un  entier  & fradion 
(A/i  119.),  & que  ce  produit  multiplié  par  l’entier  & fradion 
qui  l’a  produit,  doit  encore  produire  un  entier  6c  fradion  donc 
la  racine  ne  peut  pas  être  exade  , 6c  par  conféquent  on  doit  tou- 
jours trouver  un  relie. 

1 5 y.  Comme  il  fe  rencontre  plus  de  nombres  qui  ne  font  pas. 
quarrés  que  des  nombres  quarrés,  il  eft  bon  de  fe  former  à ces 
fortes  d’approximation. 

135.  On  trouve  dans  quelques  Livres  d’ Arithmétique  des  ap- 
proximations qui  ne  font  appuyées  fur  aucun  fondement  6c.  dont  il 
■faut  fe  défier.,  ‘ 
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Du  Calcul  des  grandeurs  Radicales. 

IJ7.  Les  grandeurs  radicales  font  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  nommées  four  des,  ou  irrationnelles , ou  ittcommenfura- 
blés  {N.  104.) , le  nombre  ou  la  lettre  qui  cft  fous  le  ligne  eft  la 

f)uilTance  dont  on  veut  extraire  la  racine,  & le  ligne  radical  avec 
e nombre  qu’on  écrit  au-delTus  marque  de  quel  dégré  eft  la  ra- 
cine qu’on  veut  extraire.  Va , oi^a,  marque  qu’on  veut  extraire 
la  racine  quartée  de  la  grandeur  a -,  y'b  marque  qu’on  veut  tirée 
la  racine  cubique  de  la  grandeur  b confiderée  comme  un  cube  , 
& ainfi  des  autres. 

138.  Quoique  les  grandeurs  radicales  foient  incommenfurables 
en  elles-mêmes,  de  façon  qu’on  ne  peut  pas  exprimer  le  rapport 
qu’elles  ont  avec  quelque  autre  grandeur  connue  ; cependant 
il  peut  fe  faire  quelles  foient  commenfurables  enn' elles.  Par  exem- 
ple on  ne  peut  pas  exprimer  ce  que  c’eft  que  V s par  rapport  à 
aucun  nombre  entier  ou  rompu,  ou  compofé  d’entier  ôc  de  fra- 
êlion , cependant  on  connoît  aifément  que  V i eft  le  tiers  de 
3»/ 3,  le  quart  de  4*^3,  &c.  & la  même  chofe  arrivera  toutes  les  fois 
que  les  grandeurs  quifont  fous  le  figne  radical  feront  les  mêmes, 
& que  le  figne  radical  fera  du  même  dégré  j car  fi  l’une  ou  l’autre 
de  ces  deux  conditions  manquoient,  les  grandeurs  radicales 
n’auroient  pas  plus  de  rapport  entre  elles  quelles  n’en  ont  avec 
des  entiers  ou  des  ftaêlions , ou  des  entiers  6c  fractions  ; ainfi  le 
rapport  de  V 7.  à Vj  ne  peut  s’exprimer  quoique  les  racines  foient 
du  même  genre , ôc  la  raifon  en  eft  que  les  grandeurs  qui  font 
fous  le  figne  font  différentes:  de  même  {/a  ôc  J/a  n’ont  point 
un  rapport  qu’on  puifle  exprimer,  parce  que  les  dégrés  3 ôc  4 
de  leurs  racines  font  différens  , quoique  le  nombre  qui  eft  fous 
la  racine  foit  le  même  de  part  ôc  d’autre. 

139.  Quand  les  dégrés  des  lignes  radicaux  font  les  mêmes,  Ôc 
que  les  grandeurs  qui  font  fous  le  figne  font  aufii  les  mêmes,  les 
grandeurs  radicales  fe  nomment  communicantes  ou  commenfurables 
entr  elles. 

140.  On  peut  faire  toutes  les  operations  de  l’Arithmétique  ôc 
de  l’Algebre  fur  les  grandeurs  radicales  de  même  que  fur  les 
grandeurs  qui  ne  le  font  pas,  moyennant  certaines  préparationSi 
qui  dépendent  des  deux  Théorèmes  fuivans. 

141.  TheoreME.  Si  ton  multiplie  deux  quarrés  tun  par  t autre  y. 
le  produit fera  m nouveau  quarri  dont  la  racine  fera  égale  au  produit 
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dts  racints  quarrhs  des  deux  quarrés , la  mime  ehofe  doit  s’entendre 
de  deux  cubes  muhipltès  P un  par  P autre,  de  deux  puijfances , quatriè- 
mes , cinquièmes , exc. 

Soient  IcsTdeux  quarrés  aa  6c  bb , Je  les  multiplie  l’un  par  l’au-> 
tre , 6c  le  produit  eil  aabb , dont  la  racine  quarréc  ab  ell  égale  au 
produit  des  racines  a,  b,  des  deux  quarrés.  De  même  foient  les 
deux  cubes  a^ , bi , le  produitade  l’un  par  l’autre  c^aibi  dont  la 
racine  cubique  ab  eft  égale  au  |poduit  des  deux  racines  b,  des 
deux  cubes,  ôc  ainfî  des  autres. 

142.  Theoreme.  La  racine  quarrée  d’une  grandeur  efl  égale  à la 
racine  quatrième  du  quarré  de  cette  grandeur  ; à la  ratine  ftxième  de 
fon  cube , à la  racine  huitième  de  fa  quatrième  puijfance,  & ainfi  de 
fuite,  en  augmentant  Pexpofant  de  la  racine  de  deux  unités , à meJUre 
que  les  puijjances  de  la  grandeur  donnée  augmentent  d une  unité. 

De  meme  la  racine  cubique  d" une  grandeur  efl  égale  d la  racine  fi- 
xiéme  du  quarré  de  cette  grandeur  ,àla  racine  neuvième  de  fin  cube , 
&c.  en  augmentant  Pexpofant  de  la  racine  de  trois  unités , à mefure 
que  les  puifiànces  de  la  grandeur  donnée  augmentent  de  P unité,  èx  il 
faut  dire  la  même  chofe  des  racines  plus  élevées  en  augmentant  de  quatre 
unités  de  y,  6 , &c.  les  expojans  des  racines  à mefure  que  les  puijfances 
de  la  grandeur  donnée  augmentent  de  P unité. 

Prenons  les  puiffances  fuccefTives  de  la  grandeurs,  lefquelles 
font  a,  aa,  ai , a^ , ai,  a^ , aX , a? ,aX , a",  a'^ , ôcc.  la  gran- 

deur a e(l  certainement  la  racine  quarrée  de  aa,  la  racine  cubi- 
que de  ai , la  racine  quatrième  de  a*» , 6c  ainfi  de  fuite  ; or  le  quarré 
de  aa  efi  6c  par  confequent  la  racine  quarrée  de  la  grandeur 
aa  eft  la  môme  que  la  racine  quatrième  de  a^  quarré  de  aa.  De 
môme  le  cube  de  aa  eft  a^ , fa  quatrième  puilTance  eft  a® , fa  cin- 
quième p>uiflance  efta'°,  6cc.  ôc  par  conféquent  la  racine  quar- 
rée de  aa  eft  la  racine  fixiéme  du  cube  de  aa,  la  racine  huitième 
de  fa  quatrième  puifiance,  la  racine  dixiéme  de  fa  cinquième 
puifiance , 6cc. 

De  même  le  quarré  de  ai  eft  a*,  fon  cube  eft  a^ ,Ùl  quatrième 
puiftance  eft  a'*,  ôcc.  donc  la  racine  cubique  de  laquelle  eft 
a,  eft  égale  à la  racine  fixiéme  du  quarré  de  ai,  à la  racine  neu- 
vième de  fon  cube , à la  racine  douzième  de  fa  quatrième  puif- 
fance , ôcc. 

On  trouvera  aufli  que  a qui  eft  la  racine  quatrième  de  a*  eft  la 
racine  huitième  du  quarré  de  a*,  la  racine  douzième  de  fon 
cube  , ôcc.  en  augmentant  toujours  l’expolant  de  la  racine  de  4, 
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à tnefute  que  l’cxpofant  des  puiflances  de  a*  augmenté  de  l’unité, 
& de  même  des  autres  puiflances.  Tout  ceci  efl  extrêmement 
facile,  & s’il  y a quelque  chofe  qui  puilTe  faire  de  la  peine,  ce 
n’efl  uniquement  que  l’cnoncé  qu’il  faut  fe  rendre  familier. 

Changer  une  grandeur  non  radicale  en  une  autre  qui  foit 
radicale  dont  l’expofant  Jhit  donné. 

14 J.  Soit  la  grandeur  radicale  a qu’il  faut  changer  en  une  au- 
tre qui  ait  le  figne  J/  j ou  Amplement  V , car  l’un  ôc  l’autre  font 
la  même  chofe  ; je  fais  le  quarré  de  a lequel  eft  , 6c  j’écris 
ou  v'ja;  car  cette  expreflion  v'aa,  fignifle  la  racine  quarrée  du 
quarré  aa , laquelle  eft  , 6c  par  conféquent  a — V aa. 

Si  le  figne  radical  donné  avoit  été  i/,  j’aurois  élevé  la  gran- 
deur d à fa  troifléme  puiflance  o? , 6c  j’aurois  écrit  y'ai  ; car  ^ai 
AgniAe  la  racine  cubique  de  mais  cette  racine  eû.a,  donc  a 
e=  y/ ai , 6c  ainA  des  autres. 

La  réglé  eft  donc  d’élever  la  grandeur  donnée  à la  puiflance 
marquée  par  le  dégré  de  la  racine,  ôc  d’écrire  cette  puiflance  fous 
le  Agne  radical , en  marquant  au-deflus  le  dégré  de  la  racine , 6c 
cela  s’appelle /a/rf  paffer  une  grandeur  fous  le  figne  radical. 

Pour  changer  av^b  en  une  autre  grandeur  où  tout  fe  trouve 
fous  le  Agne,  je  fais  le  quarré  de  a qui  efl  aa,  ta  j’écris  V aab  ; 
car  a eft  la  même  chofe  que  Vaa,  ôc  a multiplié  par  v'i  eft  la 
même  chofe  que  Vaa  multiplié  par  Vb,  c’eft-à-dire  la  racine  du 
quarré  aa  multipliée  par  la  racine  du  quarré  b ; mais  quand  deux 
racines  quarrées  fe  multiplient , elles  produifent  un  nombre  qui 
eft  la  racine  du  quarré  que  produiroient  les  deux  quarrés  des  deux 
racines  ( A^.  1 4.  i .) , 6c  le  produit  des  deux  quarrés  fetoit  aab  ; donc 
la  racine  produite  par  les  deux  racines  Vaa,  Vb  doit  être  aab ^ 
6c  ainA  des  autres. 

Tirer  une  grandeur  hors  du  figne  radical. 

144.  Soit  la  grandeut  qu’il  faut  tirer  hors  du  Agne  radical, 
je  dis  la  racine  quarrée  de  4 eft  a,  ainA  j’écris  2 au  lieu  de  <^4  i 
de  même  au  lieu  de  i/aî , j’écris  a ; au  lieu  de  ^a^b^ , j’écris  ai, 
& ainA  des  autres , ce  qui  n’a  pas  befoin  de  démonftration. 
'iVlais  fi  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  n’eft  pas  une  puiflance 
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f)arfaite  du  ddgré  marqué  par  ia  racine , j’examine  fi  elle  n’eft  pas 
e produit  de  quelque  puiflance  de  ce  dégré  multipliée  par  une 
autre  grandeur  qui  ne  loit  pas  élevée  à ce  dégré,  & fi  cela  eft  , 
je  laiflé.fous  le  ligne  la  grandeur  qui  n’eft  pas  du  même  dégré, 
& tirant  la  racine  de  l’autre,  je  l’écris  hors  du  ligne. 

Dans  V aab  je  vois  que  le  quarré  aa  eft  multiplié  par  iqui  n’eft 
pas  un  quarré,  je  lailTei^  fous  le  ligne,  ôc  tirant  la  racine  a du 
quarré  aa , j’écris  aVb , au  lieu  de  V aab. 

De  même  dans  v'iS  ,h  grandeur  1 8 n’eft  pas  un  quarré,  mais 
je  vois  que  1 8 eft  le  produit  du  quarré  p par  a qui  n’eft  pas  un 
quarré  ; je  lailTe  2 fous  le  ligne  , ôc  tirant  la  racine  5 du  quarré  9 
j’écris  3V 2 au  lieu  de  V”  18. 

Dans  y/ aie  la  grandeur  ai  eft  un  cube,  6c  la  grandeurs  ne  l’eft 
pas,  je  lailTe  c fous  le  ligne,  ôc  tirant  la  racine  cubique  de  ai 
qui  eft  a,  j’écris  au  lieu  de 
Dans  la  grandeur  n’eft  pas  un  cube,  mais  je  vois  que 
54  eft  le  produit  de  27  par  2 ; or  27  eft  un  cube,  ôc  2 ne  l’eft 
pas,  je  lailTe  2 fous  le  figne,  6c  tirant  la  racine  cubique  du  cube 

27  , j’écris  3y/2  au  lieu  de  i/y4,  ôcc.  

La  raifon  de  ceci  eft  évidente,  car  dans  Vaab , je  puis  regarder 
la  grandeur  aab  comme  étant  le  produit  du  quarré  aa  par  le  quarré  b', 
mais  deux  quarrés  qui  fe  multiplient  produifent  unaurre  quarré  dont 
la  racine  eft  égale  au  produit  des  racines  quarrées  des  deux  quarrés 
qui  fe  font  multipliés  (M  14t.),  donc  v'aab  eft  le  produit  des 
racines  des  quarrés  aa,  b,  c’eft-à-dire  le  produit  de  Vaa  multi- 
plié par  Vb-,  mais  Vaa  eft  la  même  chofe  que  a j donc  Vaa  mul- 
tiplié par  Vb,  ou  Vaab  eft  la  même  chofe  <\\i<iaVb,  ôc  on  démon- 
trera la  même  chofe  dans  tous  les  autres  cas. 

t4y.  Quand  on  tire  les  grandeurs  hors  du  ligne,  cela  s’ap- 
pelle réduire  les  radicaux  â leurs  expojans  ou  à leurs  moindres 
termes, 

145.  Il  arrive  quelquefois  qu’en  réduifant  deux  grandeurs  qui 
ont  le  même  figne  à leurs  moindres  termes  , on  rend  ces  gran- 
deurs commenfurables  entr’elles  , au  lieu  qu’elles  ne  l’éroient 
pas  auparavant  ; par  exemple , li  on  réduit  les  grandeurs  V%  ôc 
*^18  à leurs  moindres  termes,  on  trouvera  2V2,  ôc  3V 2 qui 
font  des  grandeurs  commenfurables  entr’ellcs. 

Réduire 
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Re'duheÀun  même  fignedciix  ou  plufteurs  grandeurs  Radicales 
. qui  ont  différons  fignes. 

147.  Pour  réduire  à un  même  figne  les  deux  grandeurs  , 

'&  s’agit  de  faire  devenir  6 l’expofant  2 de  y'a,  ce  qui 

a 

peut  fe  faire  en  le  prenant  trois  fois  ; or  l^a  étant  la  racine  quar- 
rée  de  a eft  égal  à la  racine  quatrième  du  quarré  de  4,  & à la  ra- 
cine fixiéme  de  fon  cube,  (A^.  142.)  donc  élevant  a au  cube,  ce 

qui  fait  ai,  j’écris  , qui  eft  la  même  chofe  que  Va,  ainfi  j’ai 

&LV^b  qui  ont  le  même  ligne. 

% t 

Pour  réduire  au  même  figne  les  deux  grandeurs  y 2 S^y j , 

% 

l’expofant  2 de  V^2  eft  contenu  précifément  quatre  fois  dans 
l’autre  expofant , ainfi  il  faut  le  prendre  quatre  fois  pour  avoir 

f % 

l’expofant  %-,oi  y^  étant  la  racine  quatrée  de  2 , eft  égal  à la 
racine  quatrième  du  quarré  de  2,  ou  à la  racine  fixiéme  du  cube 

de  2 , ou  enfin  à la  racine  huitième  de  la  quatrième  puilTance  de  ' 

8 

2 i élevant  donc  2 à fa  quatrième  puiflance  16 , j’écris  Kitf,  au 

lieu  de  y 2,  & j’ai  les  deux  grandeurs  y 16  6t  qui  ont  le 
même  figne,  &c. 

148.  Si  le  moindre  des  deux  expofans  ‘n’étoit  pas  exaflement 

contenu  dans  le  plus  grand , on  mûltiplieroit  l’un  par  l’autre , & 
le  produit  feroit  l’expofant  de  la  racine  de  l’une  & l’autre  gran- 
deur. , , 

Pour  réduire  au  même  figne  »^a,  & K/J,  je  multiplie  les  ex- 
pofans 5 & y l’un  par  l’autre,  ce  qui  donne  i y qui  eft  l’expofant 

que  la  racine  de  l’une  6c  l’autre  grandeur  doit  avoir;  ot  ÿa  étant 
la  racine  cubique  de  a,  eft  par  conféquent  la  racine  fixiéme  du 
quarré  de  a,  la  racine  neuvième  du  cube  de  a,  la  racine  douzième 
de  D 4‘.  puifiance , 6c  la  racine  quinziéme  de  fa  y^  puilTance  ; ainfi 

élevant  a à la  cinquième  puifiance  a^,  j’écris  Ka^  au  lieu  de 

de  même  yi>  étant  la  racine  cinquième  de  ^ , eft  par  conféquent 
la  racine  dixième  du  quarré  de  b,  ôc  la  racine  quinzième  de  fon 

cube  ; donc  élevant  b au  cube,  ce  qui  donne  J? , j’écris  ybt  au 

5 * f * / 

lieu  de  yb,  6c  j’ai  ôc  ybi  qui  eft  le  même  ligne. 

Tome  I.  M 
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« I 

Pour  réduire  au  même  figue  les  trois  grandeurs  Vh,  & 

je  multiplie  les  trois  expofans  2,  j les  uns  par  les  autres,, 
ce  qui  donne  24,  mais  comme  12  peut  être  divifé  éxaftement 

par  2,  par  3 , ôc  par  4,  Je  prens  12  pour  l’expofant  commun  des 
» 

racines  : or  y a éunt  la  racine  quarréc  de  a efi  aufii  la  racine  qua- 
trième de  Ton  quarré,  la  racine  fixiéme  de  Ton  cube,  la  racine 
huitième  de  fa  quatrième  puiflance , la  racine  dixième  de  fa  cin- 
quième puilTance , ôc  la  racine  douzième  de  fa  fixiéme  puiflance; 

I S 

ainfi  élevant  a à la  fixiéme  puiflance  ce  qui  donne  , j’écris 

S 

au  lieu  de  y a,  ôc  faifant  le  même  raifonnement  à l’égard  des 

I * I » 

deux  autres.  Je  trouve  yi>*,  6c  y c^,  ôc  ainfi  des  autres. 

Ajouter  les  grandeurs  Radicales. 

149.  Quand  les  grandeurs  radicales  font  communicantes,  ou 
commenfurables  entr’elles,  on  ajoute  enfentble  les  grandeurs  qui 
font  hors  le  figne,  ainfi  pour  ajouter  2V^3  , avcc4y'3,  on  ajoute  les 
deux  grandeurs  2 ôc  4 qui  font  hors  le  figne,  ce  qui  fait  5,  ôc 
l;on  écrit  6v'i.  Pour  ajouter  3 ✓ j avec  4V”  j , on  écrit  6c  de 
même  des  autres. 

Mais  fi  ces  grandeurs  ne  font  pas  communicantes,  on  les  ré- 
duit au  même  figne , ôc  enfuite  à leur  expofans , 6c  fi  par  ce  moyen 
elles  deviennent  commenfurables  entr’elles , on  les  ajoute  comme 
il  vient  d’être  dit,  mais  fi  elles  ne  le  font  pas,  on  les  ajoute  en 
mettant  entr’elles  le  figne  -4-. 

Pour  ajouter  y%  \ ôc  ^192 , Je  trouve  que  la  grandeur  8 1 du 
premier  eft  le  produit  du  cube  27  par  3 ; Je  laiffe  3 fous  le  figne  , 

ôc  tirant  la  racine  cubique  de  27  qui  eft  3 , J’écris  3K3  , au  lieu- 

de  ;Je  vois  de  même  que  la  grandeur  192  de  la  féconde 
eft  le  produit  du, cube  54  par  3 ,Je  laiflTe  3 fous  le  figne,  ôc  yrant 

la  racine  cubique  de  64  qui  eft  4,  J’écris  43^3,  cela  fait  j’ajoute 
les  grandeurs  3 ôc  4 qui  font  fous  le  figne , ce  qui  fait  7,  ôc  J’écris 
i'yi> 

Pour  ajouter  enfemble  1^2  6c  v^4.  Je  multiplie  les  deux  expo- 
fans, ce  qui  donne  l’expofant  commun  6,  enfuite  opérant  comme 

ij  ^ été  dit  (M  147.)  J’ai  1/8  ÔC  t/ié,.  ÔC  comme  je  ne  puis  pas 
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T^daire  ces  grandeurs  à des  moindres  termes , je  les  ajoute  en- 
femble  en  écrivant  16 1 mais  le  plus  court  dans  ces  occa- 

fions  eft  d’écrire  V2-+-»/i>  dès  qu’on  voit  qu’on  ne  fijauroit  les 
rendre  communicantes. 

Soujîraire  les  grandeurs  Radicales. 

I yo.  Si  les  grandeurs  font  communicantes , on  fouflrait  la 
grandeur  qui  e(l  hors  du  ligne  de  la  petite,  de  la  grandeur  qui  eil 
hors  du  ligne  de  la  grande,  & le  relie  écrit  avec  le  figne  & la 
grandeur  qui  ell  par  delTous  eft  la  Souftraâion  demandée. 

Pour  fouftraire  a»/ 3 de  6V^,  on  retranche  2 de  5,  ce  qui  fait 
4,  & l’on  écrit  4/3  , & ainfi  des  autres. 

Mais  fi  ces  grandeurs  ne  font  pas  communicantes , on  tâche  da 
les  rendre  telles  par  les  moyens  ci-delTus,  & li  elles  le  devien- 
nent, on  fouftrait  l’une  de  l’autre  ainfi  qu’on  vient  de  voir,  mais 
ii  elles  ne  peuvent  le  devenir,  on  fait  la  fouftraâion  en  em- 
ployant le  ligne  — . 

Pour  fouftraire  J/4  de  J/2,  on  les  réduit  au  même  ligne,  ce  qui 
donne  J/itf  & J^8,ôc  l’on  écrit  8 — lé,  ou  limplementK^ a 
— lî^4- 

Multiplier  les  grandeurs  Radicales. 

I y I . Avant  de  multiplier  les  grandeurs  propofées,  il  faut  avoir* 
foin  de  les  réduire  à leurs  moindres  exprelTions,  & fur  tout  de 
leur  donner  un  môme  ligne , parce  qu’il  n’y  a que  les  racines  d’un 

même  degré  qui  produifent  une  racine  d’un  même  dégré.  t^2,]^ y 

en  fe  multipliant  elles- mêmes  produifent  1/10,  c’eft-à-dire  la  ra- 
cine du  cube  qui  feroit  le  produit  des  cubes  2 6c  y (N.  141.), 

mais  v' 2 6c  y ne  produifent  m v'io  m V'io. 

Ayant  donc  fait  les  préparations  dont  nous  venons  de  parler, - 
on  multiplie  les  grandeurs  qui  font  hors  du  figne  par  elles-mêmes, 
6c  celles  qui  font  fous  le  figne  auiïi , 6c  l’on  écrit  les  deux  produits 
en  mettant  entre  deux  le  ligne  radical. 

Pour  multiplier  v'a  par  Vb,  on  écrit  v'aè  , 6c  pour  multiplier 

aVe  par  bVd,  on  écrit/  abVed.  De  même  jv'2  par  41^5  ^donne 
lav^ia  , ou  bien  en  réduifant  v'ia  à fes  moindres  termes,  ce 
qui  fait  2/3,3  caufe  que  12  eft  le  produit  du  quarré  4 par  le 
nombre  3 qui  n’eft  pas  un  quarré,  ôc  l’on  écrit  12x2/3,  ou 
^4/3 , 6c  ainfi  des  autres.  M ij 


• + b\/e 

a.!  -H  acyi'd + aty'c-¥  bcy/de 

a+b  yf  d 
O — b\^d 

aa  + — biy/'dd 

— ûb\/d 

a a — ht}/' dd 

ou  (J. J — bbd 


ELEMENS 

Pour  multiplier  <1 -H- par  a-f-i  on  rfcrit  ces  deux  nom- 
bres l’un  fous  l’autre , les  entiers  fous  les  entiers  & les  radicaux 
fous  les  radicaux,  & on  multiplie  à la  a-i-c\/d 
faqon  ordinaire , ainfi  a par  a donne  aa-, 
npar  c\''J<ionncacVd;a  par  donne 
abVc,  6c  c\'d  par  bVc  donne  cbVdc. 

Pour  multiplieri3-+-i  par  a — b\^dy 
on  fait  la  multiplication  de  même  que 
dans  l’exemple  précédent,  & on  trouve 
aa — bbVdd  -,  mais  t/</^/eft  la  même  chofe 
que  dy  donc  — bbVdd  eft  la  même  chofe 
que  — bbxd,  ou  — bbd,  & pat  confé- 
quent  le  produit  eft  aa  — bbd. 

Ceci  tait  voir  que  la  multiplication  fait  quelquefois  difparoitre 
les  grandeurs  radicales. 

Divijer  les  grandeurs  Radicales. 

1 52.  Avant  de  divifer  on  doit  avoir  foin  de  faire  les  mêmes 
préparations  que  pour  la  multiplication  , après  quoi  on  divife  les 
grandeurs  qui  font  hors  du  figne  par  celles  qui  font  hors  du  ligne, 
& celles  qui  font  fous  le  figne  par  celles  qui  font  fous  le  ligne , . 
& l’on  écrit  les  deux  quotients. 

Vab  divifé  par  Vb  donne  Va  ; car  multipliant  le  quotient  Vot 
par  le  divifeur  Vb,  on  retrouve  le  dividende  Vab.  De  même 
ebVa^d  divifé  par  eVad  donne  bVa,  6c  ainfi  des  autres. 

Que  fi  la  divifion  ne  peut  pas  fe  faire,  on  écrit  le  divifeur  fous 
le  dividende  j par  exemple  pour  divifer  aVe  par  bVd,  on  écrit 

— &c 
aVd’ 

Pour  divifer  la  grandeur  complexe  aa-\-acVd-i-abVc-i-bcVdc) 
par  la  grandeur  complexe  on  écritle  divifeur  fous  le  di- 

vidende, 6c  l’on  fait  la  divifion 


aa  + ac\/d  + aùy/c  + bcy/dc  {a  + by'c  . 
a + cyi'd 


Cy'd 


â l’ordinaire  ; ainfi  aa  divifé  par 
a.  donne  a , multipliant  le 
quotient  a par  les  termes  du  di- 
vifeur, j’ai  a par  a donne  aa 
lequel  retranché  de  aa  ne  laifle  o , o 

tijen  ; a par  cV d donne  aeVd  qui  retranché  de  aeVd  ne  lailTe  rien. 

J’écris  le  divifeur  fous  les  autres  caraêleres  du  dividende  , 6c  ' 
je  trouve  que  abVe  divifé  par  a donne  au  quotient  bVc,  6c  multi-. 
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pliant  ce  quotient  par  le  divifeur,  & faifant  enfuite  la  Soullraâion 
il  ne  refte  rien  ; ainfi  le  quotient  eft  a ^ v'c , & c’cfl  la  preuve 
de  la  première  multiplication  compofée  (iV.  lyi.) 

Pour  divifer  la  grandeur  complexe  aa  — hhi  par  a — h\/à,  je 
vois  que  dans  le  fécond  terme  bbd  du  dividende,  la  grandeur  d 
eft  la  meme  chofe  que  Vdd^  & que  par 
conféquent  bbd  eft  la  même  chofe  que 
bb\/dd,  ainfi  j’écris  aa — bbV dd  pour  le 
dividende , & enfuite  le  divifeur  par  def- 
fous  i aa  divifé  par  a donne  le  quotient  a , 
je  multiplie  a para,  ce  qui  donne  aaqui 
retranché  de  aa  ne  laiffe  rien  ; je  multiplie 
a par  — bVd,ce  qui  donne  — abv^d,  & 
comme  il  n’y  a point  de  produit  de  cet  efpece  dans  le  dividende, 
jefuppofe  que’ce  dividende  contienne  — a^v'rf-Ha^v'<f,cequi  ne- 
l'augmente  ni  ne  le  diminue;  donc  — aiv^rf retranché  de  — aby/d. 
ne  laiffe  rien.  J’écris  *+-  aiv'if  par  deffous,  & abbaiffant  le  terme- 
— bbv'dd,  j’écris  le  divifeur  par  deffous.  alVd  divifé  par  a donne 
au  quotient  h\^d,  & multipliant  ce  quotient  par  le  divifeur,  puis- 
faifant  la  SouftraéUon,  il  ne  refle  rien , le  quotient  eft  donc  a-+-b 
Vd,  & c’ell  la  preuve  de  la  fécondé  multiplication  (M  t y i.). 

Que  fl  en  opérant  comme  on  vient  de  dire,  la  divifion  n’étoit* 
pas  exaêle,  on  fe  coqtenteroit  d’écrire  le  dividende  fous  le  di- 
vifeur comme  une  fraûion. 

Dm  Calcul  des  Expofans. 

1 y y.  Le  Calcul  des  Expofans  cft  la  maniéré  de  multiplier  une 
puiffance  d’une  grandeur  par  une  autre  puiffance  de  la  même 
grandeur,  de  divifer  l’une  par  l’autre,  d’élever  une  puiffance  de- 
certe  grandeur  à une  autre  puiffance,  ou  d’en  extraire  la  racine 
en  ne  fe  fervant  que  des  expofans,  en  voici  les  régies 

I y4.  Soit  la  gtandeur  a ou  , dont  les  puilfances  fonra',a%  , 
aï,  a*,  a^,  a*,  a’',  a*,  &c.  fi  fon  veut  multiplier  la  puilfance’a* 
par  la  puiffance  a?,  on  ajoute  l’expofant  2 à l’expofant  j,  & la 
lomme  y eft  l’expofant  de  la  puiffance  qui  fera  le  produit  des  deux, 
ainfi  cette  puiffance  fera  a?  ; car  la  puiffance  à multiplier  a*  eft  la . 
même  chofe  que  aa,  6c  le  multiplicateur  a?  eft  la  même  chofe 
que  aaai  mais  pour  multiplier  aa  par  aaa,  il  faut  écrire  a^ , , 
donc  le  produit  a-  par  ai  eft  effeélivement  la  puiffance  ai  dont 
l’expofant  y cft  la  fomme  des  expofans  2 ôc  3.  De  même  pour  mul- 


aa — bby'dd(a  + b ^ d 
a — by^d 

+ abl^d—bb/'dd 
a — by/' d 
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tiplier  ai  par  a*,  on  ajoute  l’expofant  3 à l’expofant^ , ce  qui  fait 
7,  ôc  l’on  a a’’  pour  le  produit  ; car  ai  par  eft  la  même  chofc 
que  aaa'O'sx  aaaa,  ce  qui  donne  aaaaaaa,  ou 

I J J.  Pour  divifer  une  puiflance  de  la  grandeur  a par  une  autre 
puilfaqce  dt  la  même  grandeur , il  faut  retrancher  l'expofant  du 
divifeur  de  l’expofant  du  dividende  > & le  reûe  eft  l’expofant  du 
quotient. 

Pour  divifer  a^  para*,  on  retranche  l’expofant  2 de  l’expofant 
6 , ce  qui  donne  l’expofant  4,  6c  l’on  a a*  pour  le  quotient  ; car 
a*  eft  la  même  choie  que  aaaaaa,  6c  a*  eft  la  même  chofeque 
aa  ; mais  pour  divifer  aaaaaa  par  aa , on  écrit  aaaa  qui  eft  la  même 
chofe  que  a*,  donc  le  quotient  de  a^  divifé  par  a*  eft  a+ , dont 
l’expofant  4 eft  le  refte  de  la  Souftraâion  des  deux  expofans. 

1^6.  Pour  élever  une  puiftance  donnée  de  a à une  autre  puif- 
fance  dont  l’expofant  foit  donné,  on  multiplie  l’expofant  de  la 
puiftance  donnée  par  l’expofant  donné,  ôc  le  produit  eft  l’cxpo- 
Iknt  de  la  puiftance  cherchée. 

Si  l'on  veut  donc  élever  la  puiftance  ai  au  quarté,  on  multiplie 
l’expofant  3 par  l’expofant  2 du  quarré  ou  de  la  fécondé  puif- 
fance , ce  qui  fait  d,  ôc  a^  eft  le  quarré  de  ai  ; car  ai  étant  la  même 
chofe  que  aaa , fl  l’on  multiplie  aaa  par  lui-même , on  aura  aaaaaa 
qui  eft  la  même  chofe  que  a^.  De  même  pour  élever  la  puiftance 
a*  à fa  quatrième  puiftance  , on  itiultiplie  2 par  l’expofant  4 delà 
quatrième  puilTance , ce  qui  fait  8 , ôc  l’on  écrit  a^  pour  le  pro- 
duit: car  multiplié  par  lui-même  donne  fa  fécondé  puiflance 
aaaa,  ôc  celle-ci  multipliée  par  aa  donne  la  trôifiéme  puiflTance 
aaaaaa  àz  aa,  Sx.  enfin  cette  trôifiéme  multipliée  par  aa  donne 
aaaaaaaa  , ou  a^  qui  eft  la  quatrième  puiftance  de  aa  ou  de  a'-. 

1 37.  Pour  extraire  la  racine  d’une  puiftance  de  la  grandeur  a, 
on  divife  l’expofant  de  la  puiftance  par  l’expofant  de  la  racine, 
ôc  le  quotient  eft  l’expofant  de  la  racine  cherchée. 

Si  l’on  veut  donc  extraire  la  racine  fécondé  de  a^ , on  divife 
6 par  2 ce  qui  donne  3 , ôc  l’on  a ai  pour  la  racine  cherchée  ; 
car  fl  pour  élever  ai  à la  fécondé  puifTance , il  faut  pat  la  régie 
précédente  multiplier  l’expofant  3 par  l’expofant  2 de  la  puiftance 
a laquelle  on  veut  élever  ai , ce  qui  donne  l’expofant  6 de  la  fé- 
condé puiftance  de  ai , il  eft  clair  que  pour  tirer  la  racine  quar- 
rèe  il  faudra  divifer  6 par  2 pour  avoir  ai  qui  eft  la  racine  quarrée 


de 


»y8.  Ces  régies  nous  font  voir  que  lorfqu’on  veut  opérer  par 
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les  expofans , ce  que  l’on  devroit  faire  par  la  multiplication  6t  la 
divifion , on  le  fait  par  l’addition  & la  fouftra£lion , ôc  ce  que  l’on 
devroit  faire  par  l’élévation  des  puilTances  ou  par  l’extraâion  des 
racines , on  le  fait  pat  la  multiplication  & la  divifion. 

I yp.  Il  fuit  delà  que  fi  on  divife  a par  Oj  c’eft-à-dire  a*  par  a', 
on  aura  a'~' , ou  a°  (A^.  i y y.) , or  a divifé  par  a donne  i au  quo- 
tient , donc  ûP  eft  égal  à i , ce  qu’il  faut  bien  remarquer. 

i6o.  Il  fuit  encore  que  fi  l’on  divife  a°  par  a*,  on  aura  a°"‘, 
& fi  l’on  divilè  a°  par  a* , on  aura  aP~^ , c’eft-à-dire  a~^ , de  même 
en  divifant  a°  par  aJ,  on  auroir  aP~i , ou  a“3,  & ainfi  de  fuite  , 
ce  qui  donneroit  les  puifiances  négatives  de  a qui  feroient  a~‘ , 
‘ de  forte  qué  a°  feroit  entre  les  puilTances  pofi- 
^ «ves  de  a,  6c  les  négatives , comme  on  le  voit  ici. 

a“°°  ,6cc.a~5.a"^a~3.a~‘.a~‘.  a°.  a‘.a*.aî.  a'i.a^,  6cc.a“. 

La  grandeur  a* , que  Ton  voit  ici  fignifie  la  grandeur  a élevée 
.a  une  puiflance  infinie,  laquelle  par  conféquent  feroit  une  puif- 
fànce infiniment  grande,  ôc  lapuifiance  a"*  fignifie  a"  divifé  par 
a®® , ce  qui  donne  la  puiflance  négative  a°"“ , laquelle  feroit  une 
puiflance  infiniment  petite;  car  a®  étant  égal  à i , il  eft  clair  que 
1 divifé  par  une  grandeur  infinie  a®°  donneroit  un  quotient  infi- 
-niment  petit. 

i5i.  Les  puilTances  négatives  peuvent  s’exprimer  de  façon 
que  leurs  expofans  deviennent  poCtifs  ; car  a®  étant  la  même 

chofe  que  i , fi  Ton  divife  à l’ordinaire  i par  a’,  on  aura  L ^ qui 
fera  égal  à a-'.  De  meme  fi  Ton  divife  i par  a* , on  aura  -L 
égal  à a~*,  6c  ainfi  des  autres , de  forte  que  les  puilTances  néga- 
tives a“',  a~%  a~3,  a~^ , Sic.  fe  changeront  en  celles-ci  ~ ^ 

6cc.  dont  les  expofans  font  devenus  pofitifs , ce  qui  fc  fait 

comme  on  voit  en  faifant  pafler  chaque  puiflance  négative  au  dé- 
nominateur d’une  fraôion  dont  le  numérateur  eft  i , ôc  en  mettant 
a ce  dénominateur  un  expofant  pofitif  au  lieu  du  négatif  qu’ih 
avoir  atmaravant.  - 

1 62.  De  même  que  les  puilTances  négatives  de  a peuvent  de- 
venir pofitives  en  paflant  au  dénominateur  d’une  fradion  dent; 
le  numérateur  foit  i ; de  même  aulfi  les  puilTances  pofitives  peu- 
vent devenir  négatives,  en  paflant  au  dénominateur  d’une  frac- 
tion dont  Texpofant  foit  i ; ainlîies  puilTances  a’,. 6cc- 
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• peuvent  fe  changer  en  celles-ci  qui  font  les  mêmes 

&c.  ce  que  je  prouve  ai  n fi  : fi  je  divife  a°  par  la  puiflânce  néga- 
tive a-',  en  me  fervant  du  calcul  des  expofans,  je  dois  retran- 
cher l’expofant  négatif  de  a~'  de  l’expofant  o de  <j°  (M  lyy.); 
'mais  retrancher  — i , c’efl  donner  r , donc  le  relie  de  la  fouftra- 
‘ftion  doit  être  o-f-i>  ou  i , ôc  par  conféquent  le  quotient  de  la 
divifion  doit  être  a'  ; ota°  étant  égal  à i , il  ell  clair  qu’en  divifant 

I par  a~' , le  quotient  ell  donc  le  quotient  précédent  a'  ell 
égal  au  quotient  & on  prouvera  de  même  que  <»*  ell  égal  à 

i5j.  Ce  que  je  viens  de  dire  fuppofeque  les  puiflances  polfr^ 
tives  ou  négatives  n’aient  point  d’autres  coéfficiens  que  l’unité, 
mais  fi  elles  en  avoient  d’autres,  ces  coétheiens  devroient  relier 
au  numérateur,  tandis  que  les  puilTances  pafTeroient  au  dénomi- 
nateur ; ainfi  pour  rendre  pofitive  la-' , on  lailTeroit  le  coefficient 

au  numérateur,  ôc  l’on  écriroit  car  2a~^  ell  la  même  chofe 
que  2xa~‘  ; or  eft  le  même  que  ~ , donc  2 x ell  encore 
le  même  que  2 ou^.  De  même  pour  rendre  négative  la 
puiflânce  2a*,  on  écriroit  à caufe  que  2a*  ell  égal  à 2 xa*, 

& a*  égal  à ~,  & par  conféquent  2 xa*  ell  égal  à ~ , ûcc. 

1 54.  Il  fuit  encore  des  régies  que  nous  avons  données,  que 
fi  l’on  veut  la  racine  quarrée  de  a ou  fa  racine  cubique , ou  fa 

J.  X 

racine  quatrième,  ôcc.  il  faut  écrire  a',  a»,  a* , &c.  ôc  que  par 
conféquent  on  peut  fe  paflTer  des  lignes  radicaux  »/a,  v'a,  »/a,  ôcc. 
De  même  pour  tirer  la  racine  cinquième  de  a+,  on  écrira  a*  ; 

1 

pour  marquer  la  racine  feptiéme  de  a'- , on  écrira  a^,  ôcc. 

1 6^.  Ce  calcul  eft  commode  non-feulement  pour  débarrafler 
des  fignes  radicaux,  mais  encore  parce  qu’on  peut  multiplier  des 
puiflances  de  dilFerente  efpece  les  unes  par  les  autres  ;car  pour  mul- 

tipliera*par  a»,  on  écrira  a^"*"  > , oubienenréduifantles  deux 
fractions  en  même  dénomination  ôc  en  les  ajoutant  enfemble  on 

auraa‘  qui  lignifie  que  ces  (%ix  racines  multipliées  l’une  pat 

l’autre 
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l'autre  donnent  la  racine  flxiéme  de  la  puilTance  y de  la  gran- 
deur a,  6cc. 

Du  Calcul  des  expofans  des  puijfances  des  multinomes, 

1 66.  Il  arrive  quelquefois  qu’au  lieu  de  faire  les  puiflances  d’un 
multinome  ,on  fe  contente  d’écrire  ce  multinome  avec  une  ligne 
par  deflus  qui  couvre  tous  les  termes  , & à droite  de  cette  ligne 
on  met  un  nombre  qui  marque  à quelle  puiflance  on  veut  faire 
entendre  que  le  multinome  doit  être  élevé:  ainfi  au  lieu  des  puif- 

fanccsdu  binômes  a on  écrit  pour  marquer  la  i”.  puif- 

■ a 

fance  ou  le  binôme  lui-même;  a-i-è  pour  marquer  qu’il  faut 

l’élever  au  quarré  ; a-+-b  pour  marquer  qu’il  faut  en  foire  le  cube; 

a-^i  pour  fignifier  qu’on  doit  l’élevcr  à la  quatrième  puilTance , 
& de  même  des  autres.  • ' 

157.  Si  l’on  exprime  donc  les  puiflances  d’un  multinome  ainfi 
que  nous  venons  de  le  dire,  il  eft  vifible  qu’on  peut  appliquer  à 
ces  puiflances  les  réglés  du  calcul  des  expofans  > par  exemple 

pour  multiplier  la  puiflance  a-\~b  àu  binôme  a-\-b  par  la  puif- 
fonce  a-\rb  du  même  binôme,  on  doit  écrire  a-\-bf  en  ajou- 
tant les  deux  expofans  enfemble.  Pour  divifer  la  puiflance  a-\-b 
par  la  puiflance  on  écrira  a-i~b,  en  retranchant  de  l’ex- 

pofant  6 l’expofant  j.  Pour  élever  la  puiffance  a-+-b  à fon  quarré, 

on  écrira  a -4-i,  en  multipliant  l’expofant  j de  la  puiflfance  pat 
l’expofant  2 de  celle  à laquelle  on  veut  l’élever.  Pour  extraire 

la  racine  quarréc  de  la  puiflance  a -i-i,  on  écrira  a-+-^,  en  di- 
vifont  l’expofant  6 par  l’expofant  2 de  la  racine. 

De  même  fi  on  divife  a-\-b  pat  lui-même,  on  aura  aH-^=i, 
& fi  on  divife  a-\-b  par  a-f-^ , on  aura  la  puiflance  négative 
a-+-  & fi  on  divife  a-\-b  pat  a-^b , on  aura  la  puiflance  néga- 

tive  a-\-b,  &c. 

——  — a 

Pour  rendre  pofitive  la  puiffance  négative  a-\-b,  on  écrira 
Tome  L N 


i 
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==T,  & au  lieu  de  ^xa-i-î,  on  écrira  ==ry,  mais  il  faut  pren- 

»-i-b  _ ü-f-fr 

dre  garde  que  le  coefficient  5 doit  être  hors  de  la  ligne  écrite 
fur  le  multinome , car  alors  l’expreffion  (igniHe  } multiplié  par  la 

puiflance  négative  a -H  ê de  a -t-  ^ , au  lieu  que  fi  le  chiffie  étoit 

fous  la  ligne  en  cette  forte  jaH-^ , celafignifieroitla  puiflance 

négative  3a -f-  A du  binôme  3a-+-^ , & pour  rendre  cette  puif- 

fance  pofitive  on  écriroit  — — i , &:  il  faut  bien  obferver  ceci;, 

y 

c’eft  pour  cette  raifon  que  pour  marquer  que  le  coefficient  eft 
hors  du  figne , on  met  toujours  le  figne  x entre  le  coefficient 
& la  grandeur  qui  efi  fous  le  figne. 

■ % I 

Pour  rendre  négative  la  puiflance  a-J-i  , on  écrit  , ÔC 

a-t-b 

pour  rendre  négative^xa-H^,  on  écrit  =^,  ôcc. 

a-i-b 

^ il 

Pour  exprimer  la  racine  troifiéme  dea-+-i,  on  écrit 

De  même  la  racine  quatrième  de  a-|-ê  fe  marque  aihfi  a-j-^'^ 
SL  l’on  veut  comprendre  aifément  la  raifon  de  tout  ceci , il 

n’y  a qu’à  prendre  une  grandeur  x égale  à a-^rb,  & alors  les. 
puiffances  de  a-H^»  feront  x,x^,  x^,x*,x^,  Stc.  fur  lefquellesoa 
pourra  opérer  par  le  calcul  des  expofans  , mais  après  toutes  ces 
opérations  on  pourra  mettre  a -h  ê au  lieu  de  ar,,  & on  retrouvera 
ce  qui  vient  d être  dit.  . 

1 53.  V'oilà  tout  ce  qu’il  y a de  plus  elTentiel  à fçavoir  touchant 
les  opérations  de  l’Algèbre.  Voyons  à prefent  quel  eft  l’ufage  que 
l’Analyfe  en  fait  paut  la  folutioa  des  problèmes  numériques. 
Nous  verrons,  dans  la  fuite  comment  on  applique  ce  même  calcul; 
aux  problèmes  de  la  Geometeie. 
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C H A PITRE  VI- 


' De  l’Analyfi. 

parvient  à la  découverte  de  la  vérité  par  deux  fortes 
y^^de  voyes  ou  de  Méthodes,  dont  l’une  s’appelle 'é'y?:- 
th'efe,  & l’autre  Analyft. 

170.  La  Synth'efèy  autrement  dite  Méthode  de  compofition,  com- 
' mencc  par  les  principes  les  plus  fimples , & s’élève  par  dégrés 

jofqu’à  ce  qu’elle  parvienne  à la  connoiflance  de  ce  qui  fait  l’ob- 
jet de  fa  recherche. 

171.  Analyft  au  contraire  fuppofe  la  chofe  faite , ôc  defeend 
peu  à peu  en  examinant  toutes  les  conféqucnces  qui  fuivent  de 
cette  luppofition,  Jufqu’à  ce  qu’elle  ait  trouvé  d’une  manière 
claire  & évidente  la  vérité  quelle  cherchoir. 

172.  On  voit  par-là  que  lafynthèfe  & l’analyfe  différent  entre 
elles , en  ce  que  l’une  commence  par  le  détail , & finit  par  la 
compofition , au  lieu  que  l’autre  defeend  de  la  compofition  au 
détail. 

175.  Les  Anciens  employoient  lafynthèfe  & l’analyfe  de  même 
que  nous , mais  comme  les  expreffions  dont  ils  fe  fervoient  étoienc 
particulières  & uniquement  propres  pour  chaque  queûion  qu’ils 
vouloicnt  réfoudre , il  étoit  rare  qu’ils  tiraffent  de  leur  analyfe 
les  conféqucnces  générales  que  nous  découvrons  aujourd’hui 
par  le  moyen  des  expreffions  6c  des  caraélercs  dont  M.  Defeattes 
nous  a appris  de  faire  ufage. 

17-f.  Quoique  lafynthèfe  6c  l’analyfe  paroiffent  fi  différentes 
l’une  de  l’autte,  cependant  leurs  principes  font  les  mêmes,  8c 
ces  principes  que  je  vais  rapporter  ici  font  fi  fimples,  qu’on  aura 
peine  à croire  en  les  lifant , qu’ils  ayenr  pû  conduire  à la  décou- 
verte de  tant  de  belles  vérités. 

Frincipes  ou  Axiomes. 


1 7y.  Le  tout  efi  plus  grand  que  fa  partie,  6c  il  efi  égal  à fes 
parties  prifes  enfemble. 

ij6.  Si  une  grandeur  efi  parfaitement  égale  à une  autre,  on 
peut  prendre  indifféremment  l’une  pour  l’autre.  Si  a = i on  peut 
prenate  a au  lieu  de  ^ , 6c  é au  lieu  de  a.. 

Nij 
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177.  Si  deux  grandeurs  ne  différent  entr’elles  que  d’une  quan- 
tité infiniment  petite  6c  qu’on  ne  peut  afiigner , ces  deux  gran- 
deurs peuvent  être  dites  égales. 

178. 11  eft  impoffible  qu’une  chofe  foit  en  même  tems  d’une 
façon  ôc  qu’elle  ne  le  foit  pas. 

17p.  Si  deux  gtandeurs  font  égales  chacune  à une  troidéme , 
ces  deux  grandeurs  font  égales.  Si  6c  f=A;  donc  a=c. 

1 80.  Si  à deux  grandeurs  égaies  on  ajoute  ou  on  retranche  des 
grandeurs  égales  Tes  fommes  ouïes  reftes  feront  encore  des  gran- 
deurs égales , 6c  n on  leur  ajoute  ou  fi  on  leur  retranche  des  gran- 
deurs inégales  > les  fommes  ou  les  redes  feront  inégaux. 

18 1.  Si  on  multiplie  ou  (I  l’on  divife  deux  grandeurs  égales 
par  des  grandeurs  égales  > les  produits  ou  les  quotients  feront 
égaux,  6c  fi  on  les  multiplie,  ou  fi.  on  les  divife  par  des  grandeurs 
inégales,  les  produits  ou  les  quotients  feront  inégaux. 

182.  Si  deux  grandeurs  font  égales , leurs  moitiés , leurs  tiers,, 
leurs  quarts  , 6c c.  feront  égaux,  de  même  que  leur  double,  leur 
triple,  leur  quadruple,  ôcc.  de  même  encore  que  leur  quarrés, 
leur  cubes,  leur  troifiémes  puiffances,  6cç.  ou  leurs  racines  fé- 
conde , troifiéme,  quatrième,  6c,c.. 

De  la  Nature  des  Problèmes  j & de  la  façon  de  les  rejôudre 
par  r Analyjè. 

i ?j.  Dans  les  Problèmes  ou  les  queftions  qu’on  propofe  à 
réfoudre,  il  y a toujours  des  quantités  connues  6c  des  quantités, 
inconnues  ; fi  tout  étoit  connu  , ce  ne  feroit  plus  une  quefiion,. 
6c  fi  tout  étoit  inconnu,  ce  feroit  de  la  magie  qu  on  propoferoit. 
Il  n’y  a que  des  Sorciers  ou  des  Devins  qui  puiffent  parvenir  à 
Ip  découverte  d’une  vérité,  fans  aucune  connoiffance  prélimi- 
naire , 6c  les  Mathématiciens  ne  fe  piquent  pas  d’être  Sorciers 
ou  Devins  ; or  ces  Problèmes  peuvent  être  de  deux  efpeces , les 
uns  fe  nommenr  déterminés , parce  qu’ils  ne  font  fufceptibles  que 
d’une  folution , ou  du  moins  d’un  très-petit  nombre,  6c  les  autres 
fe  nomment  indéterminés , parce  qu’on  peut  les  réfoudre  d’une  in~ 
fiuité  de  façons. 

18.}..  Pour  réfoudre  les  Problèmes  déterminés,  voici  comme- 
on  fait  I®.  On  marque  les  grandeurs  inconnues  parles  dernieres 
lettres  de  l’Alphabet  z,  6c  les  connues  par  les  premieres> 
d,  ôcc.  2°.,  On  exprime  toutes  les  conditions  du  Pro- 
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blême , c’e(l-à-dire , on  fait  autant  d’équations  particulières  que 
le  Problème  propofé  renferme  de  conditions , car  chaque  condi- 
tion d’un  Problème  efl  une  équation  co  mme  on  verra  dans  la  fuite . 

3®.  S’il  y a plufieurs  inconnues,  on  prend  la  valeur  de  l’une  de 
ces  inconnues  par  le  moyen  des  équations  qu’on  a formées , ôc  j 
l’on  fubftitue  la  valeur  de  cette  inconnue  dans  une  autre  équation, 
ce  qui  fait  difparoître  cette  inconnue  ; on  fait  la  même  chofe  à 
l’égard  d’une  autre  inconnue  s’il  en  refte  plus  d’une.  4®.  Quand 
il  ne  relie  plus  qu’une  inconnue , fuppofé  que  cela  fe  puilfe  , le 
Problème  ell  déterminé,  & en  ce  cas  comme  cette  inconnue 
fe  trouve  dans  l’un  des  membres  & fouvent  meme  dans  tous  les 
deux  mêlée  avec  des  quantités  connues , on  fait  en  forte  que  cette 
quantité  inconnue  fe  trouve  toute  feule  dans  un  membre  de  l’équa- 
tion , 6c  que  dans  l’autre  membre  il  n’y  ait  que  des  quantités 
connues  , 6c  alors  le  Problème  eft  rélblu , puifque  la  quantité  in- 
connue fe  trouvant  égale  à une  ou  plufieurs  quantités  connues 
devient  elle-même  connue.  Toute  la  ditUcuIté  confille  à faire 
en  forte  que  la  quantité  inconnue  puifiTe  relier  feule  dans  un  mem- 
bre ce  que  l’on  appelle  dégager  J'inconnue,  6c  nous  dirons  bientôt 
de  qu’elle  maniéré  cela  fe  fait. 

Que  fi  on  ne  peut  pas  parvenir  à faire  qu’il  ne  relie  qu’une 
feule  inconnue,  ou  fi  au  contraire  il  n’en  relie  plus  du  tout,  le 
Problème  ell  indéterminé,  6c  l’on  en  trouvera  la  folution  par  les 
voyes  que  nous  enfeignerons  dans  la  fuite  -,  or  pour  faire  mieux 
comprendre  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  les  Problèmes 
déterminés  6c  indéterminés , nous  allons  donner  un  exemple  de 
chacun  d’eux. 

Problème  détermine’.  On  veut  couper  le  nombre  24  en  deux 
parties  dont  l’une  fiit  triple  de  [autre , cjuelles /ont  ces  parties  l 

Je  nomme  a le  nombre  24,  la  première  partie  x,  6c  la  fé- 
condé y , à caufe  que  ces  parties  font  inconnues  : or  le  Problème 
renferme  deux  conditions , la  première  ell  que  l’un  dés  nombres 
inconnus  foit  triple  de  l’autre , 6c  parla  fécondé  on  veut  que  les 
deux  nombres  pris  enfemble  foient  égaux  à 24.  Pour  remplir  lai 
première  condition,  je  dis  x=  3y } ic  pour  remplir  la  fécondé „ 
je  dis  X -\-y  — a,  mais  x étant  égal  à JJ» , je  puis  mettre  3y  au> 
lieu  de  x dans  l’équation  x-\-y=a  \N.  175.)  6c  par  conféquent 
^y -^y  = a ije  corrige  PexprelTion  , 6c  j’ai  4^  = a;  àinfi  le  Pro-*- 
blêmc  cil  déterminé , puifqu’il  ne  refte  qu’une  inconnue  ; or  cettc:  . . 
inconnue  n’étant  pas  feule  dans  le  premier  membre  de  l’équar 

N iij; 
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lion,  puirqu'clle  eft  muhiplitfe  par  je  la  df^gage  en  difant  : 
eft  ^gal  à <j,  donc  en  dinfant  ces  deux  grandeurs  par  n,  les  quo- 
tients feront  égaux  (N.  180.)  fie  la  grandeur^  fera  feule  dans  le 
premier  membre,  à caufe  que  la  divifion  par  4.  détruira  ce 
qu’avoit  fait  la  multiplication  par  4;ainfl  j’aurai^=^a,  ou  jf 

= ^ , 6c  le  Problème  fera  réfolu  ; car  mettant  24  au  lieu  de 

j’aurai  y = ~ , ou  y = 5,ôc  jyou*=  jxd,  ou  kb=i8.  Les 
deux  nombres  cherchés  font  donc  d ôc  18  dont  la  fomme  fait 
24,  ôc  dont  l’un  des  deux  à fqavoir  18  ell  triple  de  l’autre  6. 

Problème  indéterminé’.  Deux  hommes  ont  partagé  une  fomme 
Sècus  ,&  la  part  de  ïun  ejl  triple  de  la  part  de  rautre  ; quelles  Jont^ 
ces  deux  parts  ? 

Je  nomme  x la  plus  grande  part  la  moindre , 6c  z la  fomme 
des  deux or  par  l’une  des  conditions  du  Problème,  j’ai  x=  3^, 
6c  par  la  fécondé  j’ai  ar-Hj'=.z,  mettant  donc  au  lieu  de  x 
dans  cette  dernière  équation,  j’ai  3^-3-^  = 2,  ou  ^y  = z,  6c 
comme  toutes  les  conditions  du  Problème  font  remplies,  il  ne 
ni’eft  pas  poffible  de  faire  qu’il  ne  refte  qu’une  feule  inconnue , 6c 
par  conféquent  le  Problème  eft  indéterminé , c’eft-à-dire  fufeep- 
tible  d’une  infinité  de  folutions,  6c  en  effet  fi  je  veux  le  réfoudre 
je  n’ai  qu’à  prendre  pour^  un  nombre  tel  que  je  voudrai  , par 
exemple  2,  6c  multiplier  enfuitece  nombre  par  4,  ce  qui  donnera 
8 = 4y,  6c  par  conféquent  8=2,  c’eft-à-dire  la  fomme  cherchée 
fera  8 , 6c  a'  étant  égal  à ^y  fera  3 x 2 ou  5 ; ainfi  les  deux  parts 
feront  ^ 6c  2 dont  Ta  fomme  eft  8 , 6c  dont  la  première  eft  le 
triple  de  la  fécondé. 

Ce  qui  fait  que  ce  Problème  eft  indéterminé,  au  lieu  que  le 
précédent  on  nous  avoit  donné  une  condition  de  plus,  fiçavoir 
que  la  fomme  des  deux  étoit  égaie  à 24 , ce  qui  fait  que  les  deux 
portions  étoient  déterminées  par  elles- mêmes,  6c  qu’il  ne  nous 
étoit  pas  permis  d’en  déterminer  une  à notre  gré  ; mais  cette  con- 
dition ne  fe  trouvant  pas  dans  le  fécond  Problème  , il  a fallu  né- 
cefTairement  déterminer  l’une  des  grandeurs  pour  avoir  une 
fomme  déterminée,  parce  qu’il  n’y  a point  de  nombre  tel  qu’il 
foit  qui  ajouté  avec  fon  triple  ne  fafTe  une  fomme  totale  5 d’où  il 
fuit  qu’en  prenant  pour  l’une  des  grandeurs  tantôt  2 , tantôt  3 , 
tantôt  4 , ficc.  on  aura  autant  de  différentes  folutions  du  Problème. 

Le  peu  de  connoiffancc  de  ce  que  nous  venons  de  dire  tou- 
chant les  Problèmes  indéterminés  eft  la  caufe  de  l’erreur  de  bien 
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des  gens , qui  en  vous  propofant  de  femblales  Problèmes , s’ima- 
ginent qu’on  ne  fçak  pas  les  rèfoudre  lorfqu’on  ne  leur  donne  pas 
prècifément  la  folution  qu’ils  ontpenfé.  Par  exemple  H après  avoir 
répondu  à quelqu’un  qui  m’auroic  propofé  le  Problème  indéter- 
miné dont  je  viens  de  parler  y que  la  première  part  étoit  6 , la  fé- 
condé 2 ) & la  fomme  des  deux  8 , ce  quelqu’un  s’avifoit  de  me 
dire  que  ma  folution  ne  vaut  rien,  parce  qu’il  auroit  penfé  p pour 
la  première  part  êc  3 pour  la  fécondé^  ce  qui  fait  la  fomme  1 2 , 
il  le  tromperoit  en  ce  qu’il  ne  s’appercevroit  pas  que  le  Problème 
étant  fufceptible  de  plufieuis  folutions,  la  mienne  feroit  audi 
bonne  que  la  HennC)  & que  parmi  une  iniînité  de  nombres  qui 
peuvent  fadsfaireà  laquedion,  je  ne  puis  trouver  ceux  qu’il  a 
choift  plutôt  que  d’autres  que  par  un  pur  hazard. 


Maniéré  de  dégager  une  inconnue  qui Je  trouve  feule 
dans  une  Equation^ 

1 S 6.  On  dégage  une  inconnue , ou  pat  l’addition  ou  par  la  fouf> 
traftion , ou  par  la  multiplication  j ou  par  la  divifion  , ou  par  l’élé- 
vation à quelque  puilTance,  ou  par  l’exrraétion  de  quelque  ra- 
cine , 6c  quelquefois  par  deux  ou  plufieuts  de  ces  opérations  ; 
c’^ed  ce  que  nous  verrons  dans  les  réglés  fuivantes. 

187.  On  dégage  une  inConnuë  par  addition,  lorfque  cette  in- 

connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  Icul  membre  d’une  équation,, 
y cd  jointe  avec  une  grandeur  connue  négative;  car  alors  ajou- 
tant à l’un  ôc  à l’autre  membre  la  quantité  connue  avec  le  ligne  -H, 
on  trouve  que  l’inconnue  refte  feule  dans  le  membre  où  elle 
é^t.  Pour  dégager  l’inconnue  * dans  l’équation  x — a — b,  on 
ajoutera  l’un  ôc  à l’autre  membre , ce  qui  n’altere  pas  l égalité  des 
deux  inembres(A'.  180^  ôc  l’ona  x — n-i-<3  = i-+-a,6ccomme 
dans  le  premier  membre  les  grandeurs  — n , n,  fe  détruifent  par 

des  lignes  contraires,  l’équation  fe  réduit  àcelle-ci.r  = odans 
laquelle  la  grandeur  x fe  trouvant  feule  defon  côté,  ell  par  cen- 
léquent  égale  à la  fomme  b-\-a  des  grandeurs  connues  b , 

188.  On  dégage  une  inconnue  Ÿ^rjoujlrailion,  lorlque  cette  in- 
connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  feul  membre  y ed  jointe  à une 
grandeur  connue  pofitive , l’inconnue  x fe  trouve  feule  de  fon 
côté.  Pour  dégager  m dans  l’équation  x a — b , on  retranche  a 
de  part  ôt  d’autre,  ce  qui  donne  x-+-a  — a — b — n ; or  dans 
te  premier  membre -+-a  — <1  fe  détruifent,  donc  il  refte  x=b — a.. 

On  voit  par  ces  deux- régies  que  lî  dans  une. 
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équation  on  fait  pafler  une  grandeur  d’un  membre  à l’autre  en 
changeant  fon  ligne , il  y aura  toujours  égalité  entre  fes  deux 
membres,  car  dans  l'équation  x — a = b,  en  donnant  a de  part 
& d’autre,  nous  avons  eu  l’équation  x=b-i-a,  dans  laquelle  la 
grandeur  a a palTé  dans  le  fécond  membre  avec  le  figne  -+*•,  au 
lieu  qu’elle  étoit  dans  le  premier  avec  le  figne  — 5 de  même 
en  retranchant  de  l’un  & l’autre  membre  x-^a  = b\z  grandeurs, 
noas  avo'ns  eu  Ar  = i — a,  & dans  cette  équation  la  grandeur  a 
a pafTé  dans  le  fécond  membre  avec  le  figne  — , au  lieu  qu’elle 
étoit  dans  le  premier  avec  le  figne 

ipo.  On  dégage  l'inconnue  par  multiplication,  lorfque  cette  in- 
connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  des  membres  de  l'équation  y 
efl  divifée  par  une  ou  plufieurs  grandeurs  connues  ; & alors  on 
multiplie  l’un  & l’autre  membre  par  le  divifeur , ôc  la  grandeur 
inconnue  refte  feule  de  fon  côté.  Pour  dégager  x dans  l’équation 

j = b,on  multiplie  de  part  & d’autre  par  a,  ce  qui  donne  “ 
=<3^,  ôc  en  corrigeant  l’exprelllon , on  i x = ab.  De  même  pour 
dégager  x dans  l’équation  =r,  on  multiplie  l’un  ôc  l’autre 

membre  par  a -H  ^ , 6c  l’on  a =ac-\rbc,  6c  en  corrigeant 
l’exprellion  on  a x=ac-i-bc. 

ipi.  On  dégage  l’inconnue  par  divifion,  lorfque  Cette  incon- 
nue étant  dans  un  feul  membre  , s’y  trouve  multipliée  par  une 
ou  par  plufieurs  grandeurs  , car  en  ce  cas  on  divife  l’un  6c  l’autre 
membre  par  le  multiplicateur.  Dans  l'équation  ax  = b on  divife 

les  deux  membres  par  a , ôc  l’on  trouve  — = - , ou  = j.  De 


même  dans  l’équation  ax-\-bx  = ci  on  divife  l’un  6c  l’autre 
membre  par  a-\-b,  parce  que  le  premier  terme  ax  du  premier 
membre  eft  x multiplié  par  a,  6c le  fécond  cft  x multiplié  par  b^ 
ce  qui  cft  la  même  chofe  que  x multiplié  par  <1  -1-  ^ , ôc  l’on  trouve 

ex-i-bx  e c 


i-hh 


OU  X-- 


192.  Remarque.  Il  faut  bien  prendre  garde  à ces  exprefiions 
complexes  qui  dans  chacun  de  leuis  termes  contiennent  une 
même  grandeur  ; car  ces  exprefiions  marquent  que  cette  gran- 
deur a été  multipliée  par  toutes  les  autres  ; par  exemple,  l’expreC- 
fion  ax bx ex  ■+•  dx  qui  contient  la  grandeur  x dans  tous 
fes  termes , marque  que  cette  grandeur  x a été  multipliée  par 
fl-h-i-i-r-t-djôc  par conféquent  fi  on  divifoit  cette  exprcfiîon 

par 
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le  quotient  feroit  la  grandeur  x toute  feule.  De 
même  l’expreflion  aax-\-cdx  — bbx  marque  que  la  grandeur  x a 
été  multipliée  par  aa-^cd — hb,  6c  que  par  conféquent  fi  on  di- 
vifoit  par  aa-i-cd  — bb,  on  auroit  x au  quotient.  De  môme  en- 
tore  l’exprelTion  ax-^bx  — cx~^x,  marque  que  la  grandeur  x 
a été  multiplié  par  a-^b  — c-k-i  5 car  le  coëlficient  du  dernier 
terme  at  cft  i , puifque  x eft  la  meme  chofe  que  ia:  ; fi  l’on  divi- 
foit  donc  par  a-hb — c-t-i  > on  auroit  pour  quotient  at. 

ipj.  On  dégage  l’inconnuë  par  l’élévation  à quelque  puifiance, 
lorfque  cette  inconnuë  n’étant  que  dans  un  membre  de  l’équation 
s’y  trouve  fous  un  figne  radical , car  alors  l’on  éleve  l’un  6c  l’autre 
membre  à la  puififance  qui  a le  même  expofant  que  la  racine. 
Pour  dégager  x dans  l’équation  v'x=a,  on  élève  l’un  6c  l’autre 
membre  au  quarré,  6c  l’on  a a: = a*  (A’.  182.)  car  a:  par  a;  donne 
AC  J puifque  la  racine  en  fe  multipliant  elle-même  produit  le  quarré. 

De  même  pour  dégager  x dans  y x— b,  on  éleve  l’un  6c  l’autre 

I ^ > I ’ ’ 1 * 

membre  au  cube,  6c  Ion  a x—bi  ; car  yx  par  V^ac  donne  y xx^ 
ôc  iJ^ACAc  par  ^ X donne  i^xî , ou  x.  , 

ip4.  On  dégage  l’inconnuë  par  l’extraûion  d’une  racine , lorf- 
que cette  inconnuë  eft  élevée  à quelque  puiffance  dans  le  mem- 
bre oii  elle  fe  trouve , 6c  en  ce  cas  on  extrait  de  l’un  6c  l’autre 
membre  la  racine  du  même  dégréque  lapuilTancc.  Pour  dégager 
X dans  xi  = ai , on  tire  la  racine  cubique  de  part  6c  d’autre , 6c 
l’on  trouve  Ac=a  ; de  même  pour  dégager  ac  dans  aire,  on 
tire  la  racine  quatrième  de  part  6c  d’autre,  6c  l’on  zx=y^ abcc j 
ôc  ainfi  des  autres. 

ipj.  Enfin  on  dégage  l’inconuë  en  employant  deux  ou  plu- 
lleurs  de  ces  réglés , ainfi  que  nous  l’allons  montrer  par  quelques 
exemples. 

Pour  dégager  l’inconnuë  dans  ax=  bx-\-cd,  on  fait  pafler  la 
quantité  bx  du  fécond  membre  dans  le  premier,  en  retranchant 
bx  de  part  6c  d’autre , ou  ce  qui  revient  au  même  , en  changeant 
le  figne  -H  en  — , 6c  l’on  trouve  ax — hx=cd^  enfuite  ontii- 

vife  par  « — 6c  l’on  trouve  x = j^. 

Pour  dégager  l’inconnuë  dans  dx  = x-i-abjOn  fait  palier  la 
quantité  AT,  ou  iat  du  fécond  memlAre  dans  le  premier,  ce  qui 
donne  dx — i a;  = ab  , èc  divifant  de  part  6c  d’autre  par  d — i , on 

trouve  x= 

Tome  /. 


O 
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Dans  ax-^dx-^cè=af,  on  fait  pafler  cb  du  premier  dans  le 
fécond  membre,  ce  qui  donne  ax-^dx  — af — cb  y 6c  divifant 


enfuite  de  part  ôc  d’autre  par  H- , on  trouve  * = 


A 


Dans 


aVx-^dVx 


fl 


! f,  on  multiplie  de  part  6c  d’autre  par  a-\-by 
ce  qui  donne  aVx-\-d'\/x  = ac-\-bc^  enfuite  on  divife  par 
6c  le  quotient  eft  , 6c  enfin  on  éleve  tout  au  quarré, 

. 1 aaa-i- latcb-h  bb(e 

ce  qui  donne  x = . 

Dans  on  réduit  les  deux  fraftions  du  pre- 


mier membre  au  même  dénominateur  , 6c  Pon  a dbVx_ ^ 

on  multiplie  de  part  ôc  d’autre  par  6c  le  produit  eft  acy/x  — 
dbVx=jbc f on  divife  tout  par  ac  — S,  6c  le  quotient  eft  »/*  = 

^f—db'  éleve  tout  au  quarré , 6c  l’on  trouve  x = 

6c  ainfi  des  autres. 


Exemples  des  Problèmes  de'termviés» 

iptf.  I".  Exemple.  7Vo/j  Officiers  ont  rcf  h chacun  une  gratijication; 
celle  dis  fécond  ejl  double  de  celle  du  premier  plus  6 livres , celle  du 
troifiéme  ejl  triple  de  celte  du  premier  moins  a livres  la  fomme  ts~ 
taie  f/î  J04  livres.. 

Je  nomme  a la  fomme  totale,  ôc  «la  gratification  du  premier,^ 
parce  qu’elle  m’eft  inconnue  ; or  par  la  première  condition  du 
Problème,  la  gratification  du  fécond  eft  2x~i-6,  ôc  celle  du 
troifiéme  eft  jjc — 2 parla  féconde  condition,  mais  parla  troi- 
fiéme les  trois  gratifications  prifes  cnfemblc  font  égales  à la  gran- 
deur a,  donc  ;’ai  cette  équation  a;-i-2X-4- JJf  — 2 — a,  6c 
corrigeant  l’cxpreffion  j’ai  ff^-+-4  = a,  je  fais  paffer  4 du  premier 
membre  dans  le  fécond,  ce  qui  donne  6x  — a — 4;  enfin  divi- 
fent  par  tf,  je  trouve  x = , 6c  mettant  la  valeur  de  a,  j’ai 

X yo;  ainfi  la  gratificadon  du  premier  eft  50,, 

6c  mettant  cette  valeur  dans  les  exprefllons  2X-^6y  ôc  ^x — 2 
de  la  fécondé  6c  de  la  troifiéme , je  trouve  ax-f-  6 = ax  50 •+•5; 
s=  100  -4-  tf  = io5  fécondé  gratification,  ôc  jjt — 2 = 3 x jo — 2 
= I JO  — 2 = 148  troifiéme  gratification,  ôc  les  trois  nombres.  ‘ 
5 0 , loô  ôc  148  font  en  effet  la  fomme  3 0^ 
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II.  Exemple.  Deux  Bombardiers  revenant  deletrrs  Batteries , fun 
dit  à f autre , fi  tu  avais  tiré  cintj  coups  de  moins , & moi  cinq  coups 
de  plus , J aurais  tiré  deux  fois  plus  de  bombes  que  toi , dr  fi  tu  avais 
tiré  trots  coups  de  plus  ^ & moi  trois  de  moins , j aurais  tiré  autant 
que  toi  ; on  demande  quel  efi  le  nombre  de  coups  que  chacun  d'eux  a 
tiré  / 

Je  nomme  x le  nombre  de  coups  que  le  premier  a tiré,  & y 
celui  du  fécond  ; or  par  la  première  condition  du  Problème , le 
nombre  du  premier  augmenté  de  cinq  e(l  double  du  fécond  di- 
minué de  cinq;  ainfi  x-h-  j eft  double  de^ — j,  & par  confé- 
quent  multpliant  y — j par  2 , ce  qui  fait  uy — 10 , nous  avons 
Ar-f-y  =2y — 10  première  équation. 


Par  la  fécondé  condition 
du  Problème  , le  nombre 
du  premier  diminué  de  3 eft 
égal  au  nombre  du  fécond 
augmenté  de  trois  ; donc 
X — î —y  H-  5 , fécondé 
équation. 

Je  dégage  x dans  la  pre- 
mière équation  , ce  qui 
donne  jr  = 2^  — i y.  Je  dé- 
gage de  même  x dans  la 


t 

«-♦-5  = 2^ — 10  ....t  "‘.Equation. 
X — 3 =y  -i-  3 ....  2®.  Equation. 

x = zy — ly  ....1*'®  valeur  de*. 

^ -i- ...  2®.  valeur. 

2y  — I y =y  -h  6 
y— 1^=6 
y=2\ 

* = 2 1 4-  = 27. 


* 

fécondé , & j’ai  * =y  6‘, 

ainfi  j’ai  deux  valeurs  de  *,  & par  conféquent  ces  deux  valeurs 
font  égales  entr’elles. 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  *,  ce  qui  donne 
2y  — I y =y  -H  6.  Je  fais  paffer  y du  fécond  membre  dans  le 
premier,  & j’ai  3» — iyr=tf,  & faifant  palTer  ly  du  premier 
membre  dans  le  fécond  , je  trouve3'=  21. 

Je  mets  cette  valeur  de  dans  la  valeur 3» -f- 5 de  *,  & j’ai 
x=  2 1 -f-  5=27  ; ainfi  le  premier  a tiré  27  coups  6c  l’autre  21, 
ôc  en  effet  fi  j’ajoute  y au  premier,  ce  qui  fait  32 , ôc  que  je  re- 
tranche y au  fécond  ce  qui  fait  itf , on  voit  que  32  ell  double  de 
1 é,  ôc  fi  je  retranche  3 du  premier , ce  qui  fera  24,  ôc  que  j’ajoute 
3 au  fécond,  ce  qui  fait  aufli  24  ; il  cil  claii  que  les  deux  notabres 
feront  égaux. 


Oij 
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ip8.  III.  Exemple.  Trois  hommes  ont  dèpenfi  une  fomme  ef  ar- 
gent,  le  premier  & le  fécond  ont  dèpenfi  à eux  deux  cinq  livres  plus 
que  le  troificme,  le  premier  & le  troifiéme  en  ont  dépenjè  d eux  deux 
1 y de  plus  que  le  fécond,  & le  fécond  & le  troifiéme  en  ont  dépenjl 
à eux  deux  2^  de  plus  que  le  premier  ; quelle  efl  la  fomme  totale  & 
la  dépenjè  de  chacun  en  particulier  ? 

Je  nomme  a l’excès  des  deux  premiers  fur  le  troifiéme,  b l’ex- 
cès I y du  premier  ôc  du  troifiéme  fur  le  fécond , c l’excès  2 y des 
deux  derniers  fur  le  premie*,  x la  dépenfe  du  premier,^  celle 
du  fécond  , & z celle  du  troifiéme. 

Par  la  première  condition  , fi  le  troifiéme  avoir  dépenfé  y livres 
de  plus,  fa  dépenfe  auroit  été  égale  à la  dépenfe  du  premier,  & 
à celle  du  ftcond  prifes  enfemble  ; donc  j’ai  cette  première  équa- 
tion X -^y  = z-^a, 

& faifaut  le  même 
raifonnement  à l’é- 
gard des  deux  autres 
/:onditions  du  Pro- 
blème, je  trouve  que 
la  fécondé  donne 
l’équation  x-i-  z =y 
•+-^,  & que  la  troi- 
liéme  donne  celle- 
ci  z-\-y—  x-i-c. 

J’ajoute  enfemble 
ces  trois  équations 
en  faifant  d’une  part 
la  fomme  des  trois 
premiers  membres, 

& de  l’autre  la  fom- 
me des  trois  féconds 
membres  , ce  qui 
donne  2x-h2y-i-2Z 
i -t-  r-4-  Z 

ôc  faifantpafferz-J-^-l-z  du  fécond  membre  dans  le 
premier  j’ai  x-hy-i-z  = a-i-b-+-c,  ce  qui  me  fait  voir  que  les 
trois  dépenfes  enfemble , c’eft-à-dire  la  dépenfe  totale  cft  égale 
à la  fomme  des  trois  excès  a-4-^’-+-f. 

Pour  abréger,  je  fuppofe  a-i-b-i-c  = S,  ôc  par  confequent- 
lîéquatiçn.de  la  dépenfe  totale  eft  z = <S'i  or  pour  trou- 


x-{-y=z-^ a . . ..  1"'.  Equation. 
x-^-z=y  -i-b . .. . 2®.  Equation. 
z-h^=x-|-c'... . 3®.  Equation. 

2X-+-2y-h2Z—a-i-b-i-c-hz~\-y-\-x. 

X -i-  y ~i-  z = a-i-b-+-c. 

x-H  z = S.  ....  Dépenfe  totale.. 

x = S — y — Z. 

X — S — X — c.. 

2X  = S ' — c. 

x=\S — • • • Dépenfe  du  premier,. 

y = S — X — Z. 
y = S — y — b. 

2y  = S — b 

y = \ S — \b Dépenfe  du  fécond.. 

z = S — X — y, 
z-=S  — Z — a. 

2Z  — S — a.  , 

z = 7>S'  — . . Dépenlc  du  troifiéme.. 
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Ycr  la  dJpenfe  du  premier  , je  ddgage  x dans  cette  équation , en 
fcifant  paffer^-+-z  dans  le^econd  membre,  ce  qui  donne  x = 
S — y — 2 5 mais  par  latroifiéme  équation  des  trois  premières,  j’ai 
Z -i-y  =x-^ c , àunc  — z—y  = — x — c ; mettant  donc  — x — c 
au  lieu  de  — z — y dans  l’équation  x = S — y — z,  j’ai  x = 5 — x 

f ; & faifant  pafler  x du  fécond  membre  dans  le  premier,  je 
trouve  2X  = S — c , & divilànt  tout  par  2 , j’ai  enfin  x = vi'  — <• 
qui  cfl  la  dépenfe  du  premier. 

Pour  trouver  celle  du  fécond  je  prens  encore  l’équation  a: 

4- 2 = 5“ de  la  dépenfe  totale;  j’en  dégage  l’inconnue^,  ce  qui 
donne = S — x — 2;  mais  par  la  fécondé  équation  des  trois  pre- 
mières, j’ai  x-+-z=y-i-b,  ou — .v — 2 = — y — b,  mettant 
donc  — y — ^ au  lieu  de  — x — 2 dans  l’équation  ^ = «S" — .v — 2, 
j’aij'=vS — y — b ;6c  faifant  pafiTery  du  fécond  membre  dans  le 
premier,  je  trouve  2y  = S — 0,  & divifant  tout  par  2,  j’ai^=-jS 

— b dépenfe  du  fécond. 

Pour  trouver  celle  du  troifiéme  , je  prens  encore  l’équation 
x-^ry-^z  = S de  la  dépenfe  totale  , je  dégage  2,  ce  qui  donne 
z — S — X — y;  mais  par  la  première  équation  des  trois  premières 
j’ai  X -i-y  = z -i- a , ou — x — y= — 2 — a,  mettant  donc  la 
veleur  — 2 — a de  — .v — ^dans  l’équation  2=.^ — x — y,  j’ai 
z = \S  — 2 — ai  ôc  faifant  palier  2 du  fécond  membre  dans  le 
premier,  je  trouve  22=5' — «;&  le  tout  divifé  par  2,  donne 
2 = 5 — 7 fl  dépenfe  du  troifiéme. 

Je  mets  les  valeurs  des  lettres  fl,  b,c,  dans  l’équation  de  la 
fü mme  totale , & dans  celles  des  dépenfes  particulières,  ôc  je 
trouve  que  la  dépenfe  totale  , que  celle  du  premier  efi  22 ^ 

— 1 2 -J,  c’efi-à-dire  10  ; que  ce^e  du  fécond  ell22-|-  — c’eft- 
à-dire  ij,  6t  que  celle  du  troflicme  cil  22 7 — 27,  c’elï-à-dire 
20 , ôc  il  eft  aifé  de  voir  que  ces  trois  nombres  10,  1 y,  20  rem- 
pliflent  les  conditions  du  Problème,  car  la  fomme  2^  des  deux 
premiers  furpalTe  le  troifiéme  de  j , la  fomme  jo  du  premier  ôc 
rlu  troifiéme  furpafle  le  fécond  de  i y , ôc  la  fomme  3 y des  deux, 
derniers  furpafle  le  premier  de  2y  , ce  qui  étoit  propofé. 

159.  IV.  Exemple.  Deux  Soldats  ont  tué  %o  hommes  dans  une 
"Bataille,  & f un  des  deux  en  a tué  20  plus  que  t autre  ; combien  cba‘ 
<un  en  a-iil  tué  ? 

Je  nomme  a la  fomme  80  , d la  différence  20  , x le  nombre 
d’hommes  que  le  premier  a tué , que  je  fuppofe  être  le  plus  grand, 
ôc  2 le  nombre  d’hommes  qui  ont  été  tues  par  l’autre  ; donc  x. 

Oiij, 
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.V-J-Z  l' 

.V=  fl Z.  ..  I* 

X z = d 

ar  = </-+-  2 . ...  2 

a — z — d-i-z. 
a — d = 22. 

■\a — ~d=z. 
x = d-^z  = d-\-\a 


Equation, 
valeur  de  x. 
Equation, 
valeur  de  x. 
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= fl,  6c  fi  du  plus  grand  je  retranche  le  moindre,  ce  qui. 
fait  X — 2 , ce  refte  fera  égal  à la  dili^rencc  f/,  & par  conféquent 

X — Z — d. 

J’ai  donc  deux 
équations  .v-+-2=a, 

& .V  — 2 = d , je 
dégage  X dans  la 
première  , ce  qui 
donne  A==fl — z, 
première  valeur  de 

X. 

Je  dégage  de 
même  x dans  la  fécondé  équation,  & j’ai  ar=<i-f-2  fécondé 
valeur  de  x. 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  a:,  ce  qui  donne 
fl — z=d-^-z,  & failantpafier  z du  premier  membre  dans  le 
fécond,  & d du  fécond  dans  le  premier,  j’ai  a — d = 2Z,  6c  di- 
vifant  tout  par  2 , je  trouve  ~a  — 7^  = 2,  c’efi-à-dire  le  plus 
petit  nombre  efi  égal  à la  moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié 
de  la  différcR^e. 

Je  mets  cette  valeur  de  2 dans  la  fécondé  valeur  de  x , qui 
eft  x = d-\-z,6iC  je  trouve  x=^=d-i-^a  — c’eft- 

à-dire  le  plus  grand  nombre  efi  égal  à la  moitié  de  la  fomme, 
plus  la  moitié  de  la  différence. 

Mettant  donc  les  valeurs  de  a 6c  dsb,  je  trouve  2=7  a — 7^ 
= 40 — 10—30,  ôc  A,-=7fl-d-7^  = 4o-i-io=yo,6c  ces 
deux  nombres  30  6c  yo  font  enfemble  8o,  6c  la  différence  du 
grand  au  petit  eft  20 , ce  qui  étoit  propofé. 

Or  comme  les  lettres  a 6c  i peuvent  fignifier  tel  autre  nombre 
que  l’on  voudra,  il  eft  vifible  que  lafolution  que  l’on  vient  de 
trouver  eft  générale , 6c  que  par  conféquent  on  en  peut  tirer  la 
régie  ou  le  Théorème  fuivant. 

200.  Theoreme  tiré  de  l’Exemple  précédent.  Lafommtde  deux 
grandeurs  étant  connue,  & leur  di^erence  auffi,  la  moitié  de  la  fomme 
plus  la  moitié  de  la  différence  eft  égalé  à la  plus  grande , ci^  la  moitié 
de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence  eft  égale  à la  moindre. 

201.  Il  eft  clair  que  fi  dans  la  folution  des  Problèmes  on  met 
toujours  les  lettres  a,h  , c,  6cc.  au  lieu  des  grandeurs  connues, 
les  foluüons  que  l’on  trouvera  feront  toujours  des  Théorèmes  gé- 
néraux pour  ces  fortes  de  cas , comme  on  vient  de  le  voit,  6c 
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voilà  quel  eft  l’avantage  de  l’analyfe  d’aujourd’hui  fur  celle  des 
Anciens , qui  faute  d’avoir  des  exprefllons  générales  pour  mar- 
quer les  grandeurs  connues  6c  les  inconnues,  ne  trou  voient  ja- 
mais que  des  folutions  particulières  pour  les  cas  particuliers  qu’ils 
avoient  à réfoudre  , ce  qui  les  obligeoit  de  recommencer  de  nou- 
veau lorfque  les  grarvdeurs  comprifes  dans  un  Problème  n’étoient 
pas  précifément  Tes  mêmes  qui  fe  trouvoient  comprifes  dans  un 
autre  Problème  de  même  efpcce.  De  plus , il  arrive  fouvent 
qu’un  Théorème  découvert  par  notre  méthode , nous  conduit  avec 
facilité  à la  découverte  d’une  infinité  de  Problèmes  qui  ne  feroient 

f)as  ailés  à réfoudre  fans  ce  fecours,'c’cll  ce  qu’on  va  voir  dans 
’exemple  fuivant  où  nous  allons  mettre  en  ufage  le  Théorème 
précédent. 

202.  Exemple.  Det4X  Joiieurs  ont  gagné  une  fomme  éPécus , le  gain 
du  premier  multiplié  par  le  gain  du  fécond  fait  g6 , & fi  ton  fait  les 
quatrés  des  deux  gains  y ces  deuxquarrés  ajoutés  enfemhle  feront  208,' 
quel  eft  le  gain  de  chacun  et  eux  t 
Comme )e  ne  con- 

nois  ni  la  fomme  ga-  x-{-z.  Gain  du  premier, 
gnée , ni  la  différen-  x—z.  Gain  du  fécond, 
ce  des  deux  gains  , * -h  xz — zz. 

je  nomme  la  fomme  ^^2  ' • ■ 

gagnée  a.v , ôc  la  dif- p . '. 

isrence  des  deux  P^o*^uit  des  deux  gains, 

gains  2Z,  6c  je  me  2Z  = « 1"'.  Equation. 

**-l-2A:z-i-  zz.  Quarté  du  premier  gain. 

fions  afin  de  pourvoir  xx-zxz-^r  zJs.  Quarré  du  fécond.  

prendre  la  moitié  de  2xx  -4-2ZZ=A  2*.  Equation, 

h fomme  8c  la  moi-  a-h  zz  i'*.  valeur  de 

né  de  la  différence  valeur  de  xx. 

fans  traction.  Je ^ 

nomme  auffi le pro-  a-^zz—\b — zz. 
duit  pd  des  deux  2zz^\b^a. 
ga’ifts  a , 6c  la  fomme  i , 

208  des  quarrés  b.  z*  = - % a- 

Par  le  Théorème  • z=v'^—\a.  Gain  du  prenuen- 

précédentlc  gaindu  * ^ ^ 

premiereftjr-l-z,6c  xx=^a-\-~  — 
celui  du  fecrond  eft  ^ r j 

*—z;or  parla  pre-  * = dufecond. 


valeur  de  xx^ 


\-zz—\b  — zz. 
2ZZ  = i A — a. 


2=v^^  — Ya.  Gaindu  prenuen- 

^a-+-Y  — = 


■ Ÿ a.  Gain  du  fécond.. 
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miere  condition  du  Problème,  le  produit  de  ces  deux  gains  mul- 
tiplids  l’un  par  l’autre  eft  dgal  à ; faifant  donc  ce  produit 

j’ai  XX  — zz=a. 

Je  fais  les  quarrds  des  deux  pains  , 6c  les  ajoutant  enfemble, 
la  fomme  eft  ïxx-\-  2Zz,  laquelle  eft  égale  à 208  par  la  fé- 
condé condition  du  Problème. 

Je  prens  dans  la  première  équation  la  valeur  de  xx  en  faifant 
paifer  zz  dans  le  fécond  membre,  6c  j’ai  xx  = a-hzz.  Je  prens 
de  même  la  valeur  de  xx  dans  la  fécondé  équation,  en  faifant 
d’abord  paifer  2zz  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  2xx 
=b — 2ZZ,  6c  divifant  enfuite  le  tout  par  2 , ce  qui  donne  xx= 
b 

ZZ. 

% 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  dcarx , 6c  j’ai  a-i-zz 
— ~b  — 22  ; je  fais  paifer  22  du  fécond  membre  dans  le  premier, 
6c  du  premier  dans  le  fécond , 6c  je  trouve  222  = \b  — 2 , ôc 

divifant  tout  par  2 , j’ai  zz  = ^ — '-ai  enfin  tirant  la  racine  quar- 

rée  de  part  6c  d’autre , je  trouve  z = y/''^-—^a. 

Je  mets  h valeur  — \a  de  zz  dans  la  première  valeur  de 

XX  qui  eft  = a-H 22,  6c  j’ai  xx=a-\-^  — -I- a, ôc corrigeant 

l’cxprellîon,  je  trouve  -H- 7^,  6c  tirant  la  racine  quarrée 

x * 

de  part  6c  d’autre,  j’ai  * = »/ 

Je  mets  les  valeurs  de  a 6t  i dans  les  valeurs  trouvées  dear  6c 
2,  6c  je  trouve  z^V^~  — ^ ^ ^2  — ^8  = v^4  = 2 , 6c 

x=  v'j2-4-48  = t/ioo=io;  donc  le  premier 

gain  a:-t-2î=io-+-2  = 12, 6c  le  fécond  x — 2=10  — 2=8, 
6c  il  eft  clair  que  ces  deux  gains  1 2 ôc  8 multipliés  l’un  par  l’au- 
tre font  p6,  ôc  que  leurs  quarrés  144  6c  64  ajoutés  enfemble 
font  108.  ce  qui  étoit  propofé. 

203.  On  trouvera  grand  nombre  d’autres  exemples  de  Pro- 
blèmes déterminés  dans  les  Chapitres  Aiivans  ; c’eft  pourquoi  je 
n’en  dirai  pas  davantage  pour  le  prefent  de  peur  d’être  trop  long. 
Ceux  qui  voudront  s’inftrulre  plus  à fond  de  tout  ceci  peuvent 
confulter  les  Siemens  de  Mathématique  du  Pere  Lami , ceux  du 
Pere  Preftet,  notre  Arithmétique  des  Géomètres  f ôc  l’Analyfe  dé- 
montrée du  Pere  Reynaud. 

Des 
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Des  Equations  compojees  qui  ne  contiennent  quune  inconnuë. 

204.  On  nomme  Equations  compofées  toutes  les  équations  où 
l'inconnue  fe  trouve  élevée  à différens  dégrés  dans  deux  ou  plu- 
fieurs  termes,  xx-t-ax  — 6c  eft  une  équation  compofée,  parce  . 
que  l’inconnue  eft  au  fécond  dégré  dans  un  terme  & au  premier 
dans  une  autre.  De  même  -H  <j;ï  H- eft  une  équation 
compofée,  & ainfi  des  autres. 

2oy.  Toute  équation  compofée  prend  le  nom  du  plus  haut 
dégré  où  l’inconnue  fe  trouve  dans  quelqu’un  de  fes  termes. 
L’équation  xx-\-ax  = bc  eft  du  fécond  dégré , parce  que  le  plus 
haut  dégré  où  l’inccAinuë  x fe  trouve  eft  le  fécond  ; l’équation 
xt-^ax^-\-bx=.abb  eft  du  troifiéme  dégré , &c. 

205.  Il  n’eft  pas  poffibie  dans  les  Equations  compofées  de  faire 
que  l’inconnuë  fe  trouve  feule  dans  un  membre  de  l’Equation 
& au  premier  dégré,  en  n’employant  que  les  moyens  dont  nous 
nous  fommes  fetvis  pour  les  Equations  fimples.  Qu’on  fafle  pafter 
d’un  membre  à l’autre,  qu’on  multiplie , qu’on  divife,  qu’on  éleve 
à des  puilTances  plus  élevées,  ou  qu’on  tire  des  racines  tant  qu’on 
voudra  , on  n’y  parviendra  jamais  ainfi  qu’on  pourra  voir  fi  on 
veut  en  faire  l’expérience  ; c’eft  pourquoi  il  a fallu  nécefiairement 
chercher  d’autres  Méthodes  pour  réfoudre  ces  Equations. 

207  Une  Equation  compofée  eft  à\te  ordonnée  quand  elle  com- 
mence par  le  plus  haut  dégré  del’inconnuë,  & que  les  autres 
dégrés  vont  par  ordre  dans  les  termes  fuivans.  x*  -^bxi  -\-ccx’- 
dix  =fgg  eft  une  équation  ordonnée , & elle  cefieroit  de  l’être 
fi  l’on  dérangeoit  quelqu’un  de  fes  termes  ; mais  fi  quelqu’un  de 
fes  termes  manquoit  comme  dans  , où 

le  fécond  terme  qui  devroit  contenir  x?  manque,  elle  ne  cefieroit 
pas  d’être  ordonnée  pourvu  que  les  autres  termes  fulfent  écrits 
félon  leurs  rangs. 

208.  Il  arrive  fouvent  qu’après  avoir  ordonné  une  équation , on 
fait  pafler  dans  le  premier  membre  toutes  les  grandeurs  qui  font 
dans  le  fécond,  & alors  le  fécond  membre  devient  égal  à zéro, 
ce  que  l’on  fait  pour  pouvoir  réfoudre  plus  aifément  l’équation  ; 
ainfi  au  lieu  de  zi -i-azz-i-bbz— ccd,  on  écrit  zi-^azz-i-bbz 
— ccd = O. 

20p.  La  précaution  commune  dont  on  fe  fert  dans  les  diffé- 
rentes Méthodes  que  l’on  employé  pour  réfoudre  les  équations 
compofées  eft  de  faire  en  forte  que  la  plus  haute  puiffance  de 
Tome  I,  P • 


u4  E LE  MENS 

l’inconnue  ne  foit  ni  multipliée  ni  divifée  par  quelqu’autre  gran^ 

deur  ; c’eft  pourquoi  fi  l’équation  eft  axx-i-ibx  = dd,  on  divife 

tout  par  a afin  d’avoir  l’équation  xx  -H  -j-  = y dans  laquelle 
la  puiflance  xx  n’eft  ni  multipliée  ni  divifée  par  aucune  autre 
grandeur  ; de  même  fi  l’équation  eft  y -+•  2bx  = ddyOn  multi- 
plie tout  pat  a pour  avoir  ïé(iuiûcnxx-i-2abx=  add , & ainû 
des  autres. 

2 1 0.  On  nomme  grandeur  imaginaire,  une  grandeur  qui  eô  ira- 
pofiible,  par  exemple  la  grandeur  — a eft  imaginaire,  parce 
qu’il  n’eft  pas  polfible  de  trouver  une  grandeur  réelle  commen- 
furable  ou  incommanfurable  qui  puiflTe  produire  le  quarré — a; 
car  la  racine  de  ce  quarré  auroit  ou  le  figne  , ou  le  ligne  — ; or 
fi  elle  avoir  le  figne -1-,  elle  produiroit  -4- a au  lieu  de  — a,  en 
fe  multipliant  elle-même,  puifquc  H-  par -4- donne  -4-,  & fi  elle 
avoir  le  figne  — elle  produiroit  aufii  -+-a  au  lieu  de  — a,  pu'if- 
'que  — par  — donne  -H  ; ainfi  toutes  les  fois  que  fous  le  figne  ra- 

dical  , ou  , il  fe  trouve  une  grandeur  négative , cette  racine 
eft  imaginaire.  On  doit  dire  la  même  chofe  de  tous  les  fignes 
radicaux  dont  l’cxpofant  eft  un  nombre  pair , & dont  la  grandeur 

qui  eft  fous  le  figne  eft  une  grandeur  négative.  Par  exemple  v'— -a 
eft  une  grandeur  imaginaire  ; car  fi  — a étoit  une  quatrième  puif- 
fance  polfible,  fa  racine  auroit  fans  doute  ou  le  figne -4-,  ou  le 
figne  — : fi  elle  avoit  le  figne -H.  il  eft  fur  qu’en  fe  multipliant 
trois  fois  fuccclfivemcnt , elle  donneroit  -4-  a au  lieu  de  — a pour 
fa  quatrième  puifiance , & fi  elle  avoit  le  figne  — , elle  donne- 
roit  d’abord  pour  le  produit  de.fa  première  multiplication  le  figne 
, à caufe  que  — par  — donne  ; ainfi  fon  quarré  autoit 
le  ligne  -4-,  or  ce  quarré  multiplié  par  fa  racine  donneroit  — 
au  produit,  puifque  -4-  par  — donne  — , & par  conféquent  le 
cube  de  la  racine  auroit  le  figne  — ; enfin  ce  cube  multiplié  par 
la  racine  donneroit  -4-  au  produit  ; ainfi  la  quatrième  puiflance 
de  la  racine  feroit  -4-  a au  lieu  de  — a:  mais  fi  le  figne  radical 
avoit  un  expofant  impair,  & que  la  grandeur  qui  eft  fous  le  ligne 
eut  le  figne  — , cette  racine  feroit  faufle  mais  ne  feroit  pas  im- 
pofiible;  car  nous  venons  de  voir  qu’une  racine  négative  élevée 
au  cube  donne  un  cube  négatif,  & il  eft  aifé  de  prouver  que  fi 
on  l’clevoit  à la  cinquième  puilTance,  h la  fcpticme,  &c.  ces 
puiflanccs  feroient  des  grandeurs  négatives , nrais  non  pas  ima- 
•ginaires. 
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21 1.  Dans  toutes  les  Equations  compofécs  l’inconnue  a autant 
de  valeurs  que  l’équation  a de  degrés,  ce  que  nous  expliquerons 
bientôt  en  examinant  les  formations  de  ces  équations , ôc  ces 
valeurs  font  ou  toutes  pofitives , ou  tontes  négatives,  ou  les  unes 
réelles  ôc  les  autres  négatives,  commenfurables  ou  incommen- 
furables , ou  enfin  les  unes  négatives  ou  pofitives , ôc  les  autres 
imaginaires , ôc  dans  tous  ces  cas  le  Problème  peut  toujours  être 
bien  propofé  , puifqu’il  y a toujours  quelque  valeur  de  x qui  eft 
une  grandeur  polTible , mais  fi  * n’avoit  que  des  valeurs  imagi- 
naires , le  Problème  renfermeroit  une  manifefte  contradidion. 
Il  arrive  fouvent  qùe  parmi  les  différentes  valeurs  de  x , il  s’en 
trouve  ou  quelques  unes  d’égales  ou  que  quelquefois  toutes  Iq 
font. 


X — a=o 
X — b = o 

XX — ax- 
—hx 


■ ab  3=.  { 


De  la  Formation  des  Equations  compojces. 

212.  Je  fuppofe  d’une  part  * = , ôc  de  l’autre  x=ô,ôcdans 
ces  deux  égalités  je  fais  paffer  dans  le  premier  membre  la  grandeur 

3ui  cfl  dans  le  fécond , ce  qui  me 
onne  x — a = o,  ôc  x — i = o.  Je 
multiplie  ces  deux  équations  l’une  par 
l’autre , c’eft-à-dite  le  premier  mem- 
bre  de  l’une  par  le  premier  membre 
de  l’autre , ôc  le  fécond  par  le  fécond 
ce  qui  me  donne  l’équation  A qu’on  voit  ici , dont  les  deux  pro- 
duifans  font  x — a = o,  ôcx  — b = o;  ainfi  pour  décompofer 
cette  équation  il  eft  vifible  qu’il  faut  retrouver  les  deux  produi- 
fans  X — o , ôc  x — b ==  o,  par  le  moyen  defquels  on  trou-» 

vera  aifément  que  les  valeurs  de  x étant  a ôc  A , cette  inconnue 
a par  conféquent  autant  de  valeurs  que  l’équation  a de  dégrés. 

213.  Les  produifans  d’une  équation  compofée  fe  nomment 
racines  de  l'équation  , foit  qu’ils  foient  égaux  ou  qu’ils  ne  le  foient 
pas  i ainfi  quand  on  dit  tirer  les  racines  d’une  équation , c’cfl 
trouver  les  différentes  grandeurs  qui  l’ont  produite. 

214.  Il  faut  obferver  que  fi  dans  une  équation  compofée  il  fe 
trouve  pluficurs  termes  dans  lefquels  l’inconnue  foit  à un  même 
dégré , ces  termes  n’en  font  qu’un , ôc  on  les  écrit  les  uns  fous 
les  autres;  dans  l’équation  A,  les  termes  — ax — bx  ne  font 
qu’un  feul  terme. 

21  y. -Si  j’avois  fuppoféx  = a,  ôcx  = — ô , ôc  qu’après  avoir 
fait  paffer  les  termes  des  féconds  membres  dans  les  premiers , ce 

Pij 
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qui  auroit  donné  — a = o,&  x-\-b = 0 > j euffe  enfuite  mul- 
tiplié ces  deux  équations  l’une  par  l’autre , il  eft  vifiblc  que  l’é- 
quation compofée  qui  en  feroit  provenue , auroit  eu  pour  pro- 
duifans  — a = o qui  eft  une  grandeur  pofitive , puifqu’elle  donne 
x=a,6c.  x-^b=o  qui  eft  une  grandeur  négative.  De  même 
fi  j’avois fait  ;c  = — a,&cx  = — b , l’équation  compofée  qui  en 
feroit  provenue  auroit  eu  deux  racines  négatives  ; enfin  fi  j’avois 
fuppofé  * = ✓ — b,  ôc  :v  = fl,  l’équation  compofée  auroit  eu  une 
racine  imaginaire  ôc  une  pofitive , ce  qui  peut  le  combiner  deplu- 
fieurs  autres  façons. 

2 1 6.  Maintenant  je  fuppofe 
x = a,  x = b,  x=c,  Sx.  en 
tranfpofant  j’ai  x — a = o , 

X — ù = o,  X — f=o,  ôc 
multipliant  ces  équations  les 
unes  par  les  autres , le  produit 
eft  l’équation  B du  troifiéme 
dégté  , dont  les  racines  font 
X — fl  = O,  JC  — b=OyX — c 
= o , ôc  par  conféquent  cette 

équation  a autant  de  racines  qu’elle  a de  dégrés  ; ôc  il  eft  évident 
que  ces  racines  peuvent  varier  félon  que  je  fuppofetai  x égal  a 
des  grandeurs  les  unes  négatives , les  autres  pofitives , ôc  les  au-, 
très  imaginaires. 

Suppolbns  encore  x — a = o 

9f  — flï=o,  JC — b X — b— O 

•a=o,* — r=o,ÔC  XX  — ax-^ab 

X — d=o,  je  mul- 
tiplie ces  4 équa- 
tions les  unes  par  les 
autres,  le  produit  eft 
l’équation  D du  qua- 
trième dégré  dont 
les  racines  font  x—a 
t=o , » — b = Oy 
-c 


X — a = o 
X — b = o 

XX — ax-\-ab—  o 

— bx 

X — f = o 

xi' — ax'’  abx  — abc=o, 

— ^JC*  -t-  flfJC 
— fjc‘  -+- 


XX fl*  ■ 

— bx 
X — c = 
xi 


fl*»  -t-  abx  — abc  = o. 
--bx'-  -+-flf* 

— f.Y*  -+-  cbx 


D. 


r — c=o,  ôc* — à 


217.  Ce  qu’il  faut 
obfetvet  dans  la  for- 
mation de  ceséqua- 


*♦  — axi  -t-fl^*‘  — abex’^  abcd  = 
<—bxi-i~  aex*  — abdx 
—exi  -+-  cbx^  — acd’X 
— - </*3  -+-  adx^  — cbdx 

-j-bdx^  . [ 

-t-  cdx*. 
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DES  MATHEMATIQUES.  117 
tiens,  c’eft  1®.  Que  le  coefficient  du  fécond  terme  eft  toujours 
égal  à la  fomme  des  racines  de  l’équation  ; ainfi  dans  l’équation 
A , le  coefficient  du  fécond  terme  — ax  — bx  eft  la  fomme  a-^b 
des  racines  a,  è de  l’équation.  De  même  dans  l’équation  B le 
coefficient  du  fécond  terme  — ax’- — bx^’-i-cx^  eft  la  fomme 
des  trois  racines  4,  b,*c,  & on  peut  obfcrver  la  même 
chofe  dans  l’équation  D & dans  les  équations  des  dégrés  plus 
élevés.  2°.  Que  dans  les  équations  qui  ont  plus  de  trois  termes 
comme  l’équation  B & l’équation  D , le  coefficient  du  troifiéme 
terme  comprend  les  produits  des  racines  multipliées  deux  à deux 
de  toutes  les  façons  quelles  peuvent  fe  multiplier.  Par  exemple 
dans  l’équation  B dont  les  trois  racines  font  a,b  ,c,  le  coefficient 
ab-^ac-^rcb  du  troifiéme  terme  comprend  les  produits  des  trois 
racines  multipliées  deux  à deux , & la  même  chofe  peut  s’obfer- 
ver  dans  l’équadon  D.  3°.  Que  dans  les  équatiqns  qui  ont  plus  de 
quatre  termes  comme  l’équation  D , le  coefficient  du  quatrième 
terme  contient  les  produits  abc , abd , acd , cbd , des  quatre  racines 
multipliées  trois  à trois  , & on  trouveroit  de  même  que  fi  l’équa- 
tion avoir  plus  de  cinq  termes , le  coefficient  du  cinquième  terme 
contiendroit  les  produits  des  racines  multipliées  quatre  àquatre, 
& ainfi  de  fuite.  Enfin , que  dans  toutes  les  équations , le 
dernier  terme  eft  une  quantité  toute  connue,  qui  eft  le  produit 
de  toutes  les  racines , ainfi  dans  l’équation  A , le  dernier  terme 
ab  eft  le  produit  des  deux  racines  a , b •,  dans  l’équation  B,  le 
dernier  terme  abc  eft  le  produit  des  trois  racines  a^byC,  & de 
même  des  autres. 

218.  Or  delà  il  fuit  que  fi  le  fécond  terme  manque  dans  une 
équation , il  faut  néceffairement  qu’il  y ait  des  racines  pofitives  6c 
des  négatives  qui  s’entredétruifent , 6c  qui  par  conféquent  rendent 
le  fécond  terme  égal  à zéro.  De  même , fi  le  troifiéme  terme 
manque  dans  celles  qui  ont  plus  de  trois  termes  , il  faut  qu’il  y 
ait  des  produits  des  racines  négatifs , ôc  d’aurres  pofitifs  qui  s’en- 
tredétruifent , 6c  la  même  chofe  doit  fe  dire  des  autres  équa- 
tions plus  élevéesaoù  il  manqueroit  quelques  termes. 

2 ip.  M.  Defeartes  aobfervé  t°.  que  fi  toutesles  racines  d’une 
équation  font  pofitives  les  termes  de  l’équation  ont  alternative- 
ment le  figne  -H  6c  le  figne  — , comme  on  voit  aux  trois  équa- 
tions ci-de(Tus  A,  B , D.  2°.  Que  fi  elles  font  toutes  négatives  tous 
les  termes  auront  le  figne  ■+• , ce  qui  eft  évident , puifque  tous 
les  produiiàns  auront  le  figne 5°.  Enfin,  que  s’il  s’en  trouve 
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de  négatives  6c  de  pofitives  , tous  les  ternies  de  IVquatîon  n’au- 
ront pas  alternativement  le  ligné  -+-  6c  le  ligne  — , mais  que 
cette  alternative  fera  interrompue  autant  de  fois  qu’il  y a de  ra- 
cines négatives , 6c  delà  on  peut  connoître  aifément  combien  il 
y a de  racines  pofitives  6c  de  négatives  dans  une  équation. 

Ce  que  M.  Delcartes  aflure  ici  peut  fe  démontrer  aifément  fi 
l’on  veut  fe  donner  la  peine  de  mertre  dans  les  produifans  des 
chiffres  au  lieu  des  grandeurs  connues.  Suppofons,  par  exemple 
X — 2=0,  a; — J =o,ar-t-4=o, 
le  produit  de  ces  trois  équations 
fera  une  équation  du  troiiiéme  dé- 
gré  dans  laquelle  l'exprellion  étant 
corrigée,  on  aura*} — i.va:  — i-jx 
-f-24  = o ; or  l’ordre  alternarif  des 
fignes  eft  ici  interrompu  une  fois  ; 
donc  il  y a une  racine  négative  6c 
les  deux  autres  font  pofitives  , 6c 
en  effet  *-1-4=0  eft  négative, 
puifqu’elle  donne  *=  — 4,  ôc  les 
deux  autres  x — 2 =0,  x — J=o, 
font  pofitives,  à caufe  qu’elles  donnent  *=2,  6c  * = ; , 6c  on 
ttouvera  la  même  chofe  dans  tous  les  autres  cas. 

De  la  Refolution  des  Equations  du  fécond  dégré. 

220.  Quand  le  fécond  terme  d’une  équation  du  fécond  dégté 

manque,  la  réfolution  en  eft  facile , puifqu’il  n’y  a qu’à  faire  paf- 
ftr  la  grandeur  connue  dans  le  fécond  membre  , fuppofé  qu’elle 
n’y  foit  pas  , 6c  enfuite  extraire  la  racine  quarrée  de  part  6c  d’au- 
tre ; ainli  pour  réfoudre  l’équation  xx — bb  = o,  on  fait  pafferM 
dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  xx  = bb,  6c  tirant  la 
racine  quarrée  on  a .v  = ^;  que  fi  l’équation  étoit  xx-\-bb  = Of 
ou  .v*=  — bb , les  deux  racines  feroient  imaginaires,  parce 
qu’il  n’y  a point  de  grandeur  pofitivc  ou  négative  qui  puiffe  être 
la  racine  du  quarré  — bb.  • 

221.  Quand  l’équation  a tous  fes  termes  on  la  réfout  en  fe 
rappcllant  que  le  quarré  de  tout  binôme  x-\-b  contient  dans 
fon  premier  terme , le  quarré  du  premier  terme  x du  binôme  , 
deux  fois  le  premier  terme  * multiplié  par  le  fécond  , ou  ce  qui 
revient  au  même,  deux  fois  le  fécond,  ou  le  double  du  fécond 
multiplié  par  le  premier , 6c  enfin  le  quarré  du  fécond  {N.  py.) 


X — 2 = O 
* — î =0 

*.v 2*  -P-  6 = O. 

—3^ 

*H-4=  O 

xi 2XX  -f-  6x  -P-  24  = oJ 

— ixx — 8* 

H- 4** — 12* 

xi — 1**  — 14* — 24=0.' 
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’d’oîi  U fuit  que  fi  l’on  a les  deux  premiers  termes  d’un  tel  quarré 
on  pourra  allument  trouver  le  troifiéme.  Par  exemple  , fi  on  a 
les  deux  premiers  termes  d’un  quarré,  on  verra  fans 

peine  que  le  fécond  terme  2ax  eft  le  produit  du  premier  terme  x 
de  la  racine  multiplié  par  le  double  du  fécond  terme , 6c  par  con- 
féquent  prenant  la  moitié  du  coefficient  ^a,  laquelle  efi<t,  on 
fera  fon  quarré  aa,  Ci.  ce  quarré  étant  ajouté  aux  deux  termes 
2UX  aa  qui  fera  un  quarré  parfait,  cela  pofé 

Soit  l’équation  xx — zax-^bb  — o,  je  fais  paficr  bb  dans  le 
fécond  membre , 6c  j’ai  xa: — 2ax  = — bb,]t  vois  que  le  pre- 
mier membre  feroit  un  quarré  parfait  fi  j’y  ajoutois  le  quarré  de 
la  moitié  de  fon  coefficient  i or  cette  moitié  eft  a,  6c  fon  quarré 
eft  aa,  c’eft  pourquoi  j’ajoute  aa  à l’un 6c  l’autre  membre  pour 
conferver  l’égalité,  6c  je  trouve  xx — lax aa  = aa  — bb.  Je 
tire  la  racine  quarrée  de  part  6c  d’autre , mais  comme  la  racine 
quarrée  du  premier  membre  eft  ou  x — a,  ou  a — x ; car  l’une  6c 
l’autre  de  ces  racines  multipliée  par  elle-même  donne  le  premier 
membre  xx — aax -H aa  ; j’ai  donex — a = v^aa — bb,  ou  a — x 
= Vaa  — bb  -,  c’eft  pourquoi  fi  dans  la  première  de  ces  deux  équa- 
. rions  je  fais  paflTer  a du  premier  membre  dans  le  fécond , j’aurai 
x = a-f-\/aa  — Sb  qui  fera  l’une  des  racines  de  l’équation 
propofée  xx — aax  = — bb , Si  fi  dans  l’autre  équation  a — x 
= v'aa  — bb,)e  fais  pafier  x du  premier  membre  dans  le  fécond, 
ôc  v'aa  — bb~ du  fécond  dans  le  premier,  j’aurai  a — Vaa — 
c=  X , qui  fera  la  fécondé  racine  de  l’équation  propofée. 

222.1".  Exemple.  Deux  hommes  ont  un  certain  nombre  eTe'cus , 
te  premier  en  a \ o , ^Ji  fort  multiplie  la  part  du  premier  par  celle  du 
fécond,  dr  ejuon  retranche  le  produit  de  lajimme  des  quarrés  des  deux 
parts , le  rejîe  ejli^  ; quelle  eft  la  part  de  chacun  d'eux  ? 

Je  nomme  a la  part  lo  du  premier,  b le  refte  8q-,  Ce  x la 
part  du  fécond  ; donc  la  fomme  des  quarrés  des  deux  parts  eft 
xx-J-aa  , 6c  le  produit  de  la  première  par  la  féconde  eft  a.v,  re- 
tranchant donc  ax  de  xx-t-aa,  le  refte  eft  .vx — a.v-f-aa,  le- 
quel eft  égal  à b ; ainfi  j’ai  l’équation  xx  — ax-J-aa  = ^ ; je  fais 
paffer  aa  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  xx  — ax  = b 
~ — aa  ; j’ajoute  de  part  6c  d’autre  le  quarré  aa  de  la  moitié  du 
coefficient  a,  afin  de  rendre  le  premier  membre  un  quarré  par- 
fait, enfin  extrayant  la  racine  quarrée  de  part  6c  d’autre , je  trouve 
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* — ^ a,  ou  ^ a — 3 
l’autre  de  ces  deux 
expreirions,  je  trou- 
ve pour  la  première 
racine  ^ 

V'ù  — f7,j , & pour 
la  fécondé  x = \a 
— V b — j > ÔC 
mettant  les  valeurs 
des  lettres  connues, 
les  deux  racines  font 
x=  8 , & æ:=  2 , 
ces  deux  racines 
font  pofitives , ainfi 
l’équation  a deux  folutions  réelles  & pofitives.  En  effet  fi  je  fup- 
pofe  que  le  fécond  ait  8 écus,  cette  part  multipliée  par  celle  du 
premier  qui  eft  lo  donnera  le  produit  8o  lequel  érant  retran- 
ché de  la  fomme  154  des  quarrés  des  deux  parts,  le  relie  c(l 
84  ainfi  qu’il  étoit  propofé,  & fi  jcfuppofe  que  la  part  du  pre-  ' 
mier  foit  égale  à 2,  le  produit  de  2 par  10  fera  20 , lequel  re- 
tranché de  la  fomme  1 04  des  quarrés  donnera  84  de  même  qu’au-  ’ 
paravant. 

Si  dans  l’équation  xx  — nous  avions  fait  paffer  b 

dans  le  premier  membre,  nous  aurions  eu  Ar3f  — ax-^aa — b 
= 0,  & comme  b eft  moindre  que  aa,  le  dernier  terme  auroit 
eu  le  figne  ainfi  l’ordre  alternatif  des  lignes  fe  trouvant  dans 
cette  équation,  cela  nous  auroit  fait  juger  que  les  deux  racines 
étoient  pofitives , ce  que  nous  venons  de  vérifier. 

22J.  II.  Exemple.  On  a envoyé  trois  petits  Détachemens , le  pre- 
mier efi  de  10  hommes , le  fécond  en  a 2 plus  que  le  troifiéme,  ér  ji 
l'on  fait  les  quarrés  des  nombres  d hommes  de  chaque  Dét  ai  hement  ^ 
le  qtiarré  du  premier  fera  égale  à la  fomme  des  quarrés  des  deux  au- 
tres ; combien  y a-til  d'hommes  dans  le  fécond  & le  troifiéme  Déta- 
chement f 

Je  nomme  a le  nombre  d’hommes  du  premier  Dérachement, 
b la  différence  2 du  fécond  au  troifiéme , & x le  troifiéme  ; donc 

Èar  la  première  condition  j’ai  x-^b  pour  le  nombre  du  fécond 
létachement  ; je  fais  les  quarrés  aa,  xx , xx  -H  ibx  -+-  bb  de  ceS 
trois  nombres,  ôc  par  la  féconde  condition  la  fomme  des  deux 

derniers 


^Vb—'fââ,  & dégageant X dans  l’un  fie 

XX  — ax-\-  aa-=-b 
XX  — ax=^b  — aa 
XX  — ax-^  ^ aa  = b — aa 

X — 7 4 é 

, p=v^b — aa 

ia—x^  4 , 

^ 'ÿ-^a  -^v'b  — ^aa 

— y' b — jaa 

X = y H- 1/84— 7 y = y-f-v^p  = y-f-  3 =8 
X = y — t/84— 7y  = SS  =2 
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Hcrniers  eft  égale  au  premier , ce  qui  donne  2xx^^  2.bx  -i-bb=:aai 


2XX  H-  2bx  ~i-bb=:aa 

XX' 


I . bb  CM 


xx-^- 


aa  bb 

. ♦ » ^ 


/flâ  bb 

■ = »<T  — 7 


, ./gg  bb  . . 

1 H-v , première  racine. 


w=* V — — — , fécondé  racine. 

» » 4 

„ . *>  Æa  bb 

* -h  - — =o 

- * ' » 4 

1 ^ • /«« 

w-t-rH-v^T^T^o 


«■jf- 


»*  * • ^ 


4 


lE 

4 


.1/: 


bb 

4 


04 

1 


_w 

4 


, , »W  44 

*Jf  -+-  P*  •+• = O 

4 » 

I ~ . bb  44 

OU  JVAT  H-  PAf  — 7 = 0 


Je  divife  tout  pat  a pour  dégager  le  premier  terme  de  fin-' 
connue  de  fon  coëflEicient , puis  je  fais  paffer  — dans  le  fécond 

membre  ; enfin  j’ajoute  de  part  & d’autre  le  quarré  ^ de  la  moi- 
tié du  coëflîcient  b du  fécond  terme,  ce  qui  fait  que  dans  le 
fécond  membre  il  fe  trouve  — ^ au  lieu  de  ^ , car^  qu’il  faut 

ajouter  avec  — ^ qu’il  y avoir  déjà,  étant  réduits  au  même, 
dénominateur,  en  multipliant  par  a le  numérateur  6c  le  dénomi-; 
Dateur  de  la  fradion  — ~tOni~  — ce  qui  fait  •— 

Tonif  1,  Q 
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J’ai  donc  — & tirantla  racine  quarrdé 


^ a hJ} 

de  part  & d’autre,  j’ai  x-i-{b,  ou  \b-\-x  = V ôc 

de  quelque  fa<;on  que  je  ddgage  *,  je  trouve  x=  ~ 

v/'Jli — , ce  qui  fcmble  faire  voit  que  l’équation  n’a  qu’une  - 

racine , cependant  elle  en  a deux  ; car  la  fécondé  eft  « = — 

Et  pour  s|en  convaincre  on  n’a  qu’à  tout  faire  pafler  dans  le 
premier  metnbre  dans  l’une  ôc  dans  l’autre  de  ces  expreflions,- 

& l’on  aura  ^-i-7  — /il — ^ = o pour  la  première,  Ôc 

/il — = o pour  la  fécondé , ôc  multipliant  ces 

deux  racines  l’une  par  l’autre,  le  produit  fera  -+-  px-f-  ^ 

hb 

i_  -^  = o qui  eft  précifément  l’équation  xx~i-bx-i-—  = -7 

de  notre  Problème,  puifqu’ll  n’y  a qv’à  faire  pafîcr  y dans  le 
premier  membre  de  celle-ci  pour  la  rendre  parfaitement  égale 
au  produit  des  deux  racines. 

Je  mets  les  valeurs  des  lettres  a,  h ^ c , dans  les  deux  racines* 

& j’ai  x = — 1 -+-V/JO — 1= — i-+-v'4i?  = — 1 -+-7  = ô va-  • 
leur  politive  dex,  ôcx= — 1 — 1 = — 8 valeur  négative  de 
X 5 ainfi  quoique  l’équation  ait  deux  racines , il  n’y  en  a qu  une 
qui  puifTe  réfoudre  le  Problème,  fçavoir  la  pofitive  ô;le  troi- 
liéme  Détachement  a donc  6 hommes , ôc  par  confépuent  le  fé- 
cond en  a 8 , ôc  il  cft  aifé  de  vérifier  fi  les  trois  nombres  10*8, 

& 6 remplilTent  toutes  les  conditions  du  Problème. 

Si  dans  l’équation  xx  4-  éx-  -f-  y = ^ on  avoit  fait  pafler  la 
grandeur  “ du  fécond  membre  dans  le  premier , on  auroit  eu 

xx-hbx-i-—  — -^  = 0,  ôc  à caufede  la  grandeurs!  plus  grande 

que  la  grandeur  le  dernier  terme  auroit  eu  le  figne  — ; c’eft 
pourquoi  l’ordre  alternatif  des  fignes  -+-  ôc  — auroit  été  inter- 
rompu une  fois,  ôc  cela  nous  fait  juger  félon  la  réglé  de  M. 
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Defcartcs,  qu’il  y auroit  eu  .une  racine  négative  dans  l’équation  , 
ce  que  nous  avons  trouve  être  véritable. 

Je  ne  donne  pas  un  plus  grand  nombre  d’exemples  de  peur 
d’être  trop  long , mais  je  fuis  bien  aife  de  faire  obferver  que  fi 
dans  les  racines  des  deux  exemples  précédens , la  grandeur  qui 
eftfous  le  figne  radical  avoir  été  une  grandeur  négative,  les  deux 
exprelfions  des  racines  auroient  été  imaginaires , 6c  que  par  con- 
féquent  les  Problèmes  propofés  auroient  renfermé  une  contra- 
diction manifefie. 

DelaRéJolution  des  Equations  du  3',  4',  5%  degrés  &e. 

224.  On  donne  différentes  Méthodes  pour  réfoudre  ces  fortes 
d’équations , mais  comme  la  plupart  de  ces  Méthodes  font  ex- 
trêmément  compliquées,  6c  qu’elles  demandent  grand  nombre 
de  préparation»  longues,  cnnuyeufes  6c  embarraffantes , j’ai  cru 
devoir  m’en  tenir  ici  à la  plus  fimple  de  toutes,  qui  confifte  à 
faire  en  forte  que  le  plus  haut  dégré  de  l’inconnue  fe  trouve  fans 
aucun  coefficient,  ainfi  que  nous  l’avons  enféigné  ci-deffus, 
( N.  2op.) , 6c  enfuite  à divifer  l’équation  par  l’inconnuë  x , moins 
ou  plus  quelqu’un  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  l’équation, 
lequel  eft  toujours  une  grandeur  entièrement  connue  qui  con- 
tient le  produit  de  toutes  les  racines  {N.  217.)  car  puifque  l’équa- 
tion fe  forme  par  la  multiplication  de  plufieurs  différentes  gran- 
deurs de  »,  lefquelles  en  paffant  dans  le  premier  membre  don- 
nent les  produifans» — a=o,  ou»'+-a  = o,  8cc. (A^.aia.arj.) 
il  ell  clair  qu’en  divifant  par  quelqu’une  des  équations  produi- 
fantes  , le  divifeur  doit  être  exaâ,  6cTi  cela  n’eft  pas,  ce  fera  une 
marque,  ou  que  l’équation  aura  été  produite  par  des  incommen- 
furables,  ou  par  des  incommenfurables  6c  des  imaginaires,  6cc. 

22J.  Il  fuit  delà  que  pour  pouvoir  réfoudre  une  équation  com- 
pofée  du  troifiéme , quatrième,  cinquième  dégré,  6cc.  il  faut 
néceffairement  fçavoir  trouver  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier 
terme  tout  connu , 6c  c’ell  ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le 
Problème  fuivant. 

22(S’.  Problème.  Trouver  tous  les  divifeurs  tfun  nombre  propofè. 

Soir  le  nombre  propofé  4J20,  je  prens  les  nombres  fimplcs 
2 > 3 > 7 J entendant  parle  nom  de  nombres  fimples  ceux 

«{ui  ne  peuvent  fe  divifer  que  par  eux-mêmes  ou  par  l’unité,  6c 
je  divife  d’abord  le  nombre  propofé  par  2 ; ce  qui  me  donne  le 
quotient  2i5o,  ôc  il  ne  relie  tien  i ainfi  2 ell  un  divifeur  exact 
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du  nombre  propofé.  Je  divife  le  quçtient  2160  encore  par2, 8c 

lequotienrroSo 

eft  encore  exa£l;  2 2 2 2 

c’eft  pourquoi  je  432o(2itfo(  1080(340(270(153(43  (13  (3  (1 
le  divife  encore 

par  2,  & je  trouve  encore  un  nouveau  quotient  exad  340 , lequel 
divifé  de  nouveau  para  donne  iin  autre  quotient  exact  270,  que 
je  puis  encore  divilër  para,  ôc  j’ai  un  quotient  exact  133,  mais 
celui-ci  ne  peut  plus  fe  divifer  par  2 , c’eft  pourquoi  je  le  divife 
par  5 , & le  quotient  43  eft  exadt  ; je  divife  ce  quotient  par  3 , 6c 
je  trouve  un  nouveau  quotient  1 3,  lequel  divifé  par  5 donne  exa- 
âemcnt  3 i or  3 ne  pouvant  plus  fc  divifer  par  3,  je  le  divife  par  3, 
& j’ai  pour  quotient  i qui  ne  peut  plus  fe  divifer. 

Les  divifeurs  (Impies  font  donc  2,  2,2,2,2,3,3,3i36ci; 
or  comme  tous  ces  divifeurs  font  fucceffifs , 6c  que  c’eft  la  même 
chofc  de  divifer  un  nombre  fuccelTivement  par  plufieurs  nombres, 
ou  de  le  divifer  tout  d’un  coup  par  le  produit  de  ces  nombres 
(A'.  5 3.)  il  eft  clair  que  les  deux  divifions  fucceflives  par  2 ôt  2 
donnent  le  même  quotient  que  (î  j’avois  divifé  tout  d’un  coup 
par  le  produit  4 des  deux  divifeurs  ; donc  4 eft  encore  un  divifeur 
exaêt  du  nombre  propofé.  Par  la  même  raifon  les  trois  divifeurs 
fucceCTifs  2,  2,2,  multipliés  les  uns  par  les  autres  donneront 
un  nouveau  divifeur  exaft  8 ; les  quatre  divifeurs  fucceffifs  2,2, 

2,  2 , en  fe  multipliant  les  uns  par  les  autres  donneront  un  nou- 
veau divifeur  1 5 ,'6c  le  produit  des  cinq  divifeurs  2 , 2 , 2 , 2 , 2, 
donnera  encore  un  divifeur  32  ; ainfi  nous  aurons  quatre  autres 
divifeurs  4,8,  i(î,  32  , multiples  de  2. 

Je  fais  la  même  chofe  à l’égard  des  trois  divifeurs  (impies  3,  3, 

3,  6c  je  trouve  deux  nouveaux  divifeurs  p 6c  27  multiples  de  3. 
Aîainrenanr  je  multiplie  le  divifeur  (impie  2 6c  fes  multiples, 

par  le  divifeur  fimple  3 & fesmultiples,6c  j’aii  3 nouveaux  divifeurs 
6.  12.  24.  48.  p5.  18.  3 (î.  72.  144.288.  34.  108.  21 5.  432.  8C>4. 

Je  multiplie  le  divifeur  (impie  3 par  le  divifeur  fimple  2 6c 
fes  multiples,  par  le  divifeur  3 6c  fes  multiples,  ôc  par  les  quinze 
divifeurs  précédons  j ce  qui  me  donne  les  vingt -trois  nouveaux 
divifeurs  10.  20.40.  80.  160.  13.  43.  133.  30.  60.  120.240. 
480.  po.  180.  3<îo.  720.  1440.  270.  340.  1080.  2160.  4320. 

Ainfi  en  ne  prenant  qu’une  fois  chaque  divifeur  fimple,  6c 
mettant  avec  eux  l’unité  qui  eft  aulfi  un  divifeur,  nous  avons 
quatre  divifeois  fimples  qui  ajoutés  à tous  les  autres  donnent  ea 
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en  tout  les  quarante  - huit  divifeurs  fuivans  i.  2.  3.4.  y.  8.  i5. 
32.  p.  27.  5.  12.24.  48.  96.  18.  35.  72. 144.  288.  y4.  io8.  21g. 
432.  864.  10.  20.  40.  80.  i<îo.  ly.  4y.  lyy.  30.  60.  120.  240. 
480.  po.  180.  3<yo.  720.  1440.  270.  y4o.  1080.  21(5o.  4320. 
& il  eft  clair  que  l’on  ne  peut  pas  en  trouver  d’autres,  ce  qui  fe 
démontre  par  l’opération  même  ; car  le  nombre  propofé  étant 
~ divilé  exactement  par  les  quatre  divifeurs  fimples  i.  2.  3.  y.  qui 
en  fe  multipliant  plufieurs  fois  les  uns  par  les  autres  l’ont  produit, 

• il  faut  nécelFairement  que  tout  divifeur  de  ce  nombre  foit  ou 
quelqu’un  de  ces  quatre  nombres  fimples , ou  quelqu’un  de  leurs 
multiples  : or  nous  avons  pris  tous  les  multiples  de  ces  quatre 
divifeurs  qui  peuvent  divifer  exaûement  ; donc  en  ajoutant  à tous 
ces  multiples  les  quatre  divifeurs  fimples,  nous  avons  pris  tous 
les  divifeurs  pofiibles,  & on  n’en  fçauroit  trouver  d’autres.  Cela 
pofé 

227.  Soit  l’équation  du  troifiéme  dégré  xi — p*^-f- 24 
= O dont  on  demande  les  racines  ; je  cherche  tous  les  divifeurs 
du  dernier  terme  24,  qui  font  i.  2.  3.  4.  5.  8.  12.  5c  24 , & pre- 
nant l’inconnue  x , je  fais  x=ijX  = 2,x  = jfX  = 4,  ce  qui 
donne  en  tranfpofantd’un  membre  à l’autre sr — i =0 , x — 2=0, 

* — 3 = 0, 5cc.  ôt  ce  font  des  valeurs  pofidves.  Je  fais  de  même 
X = — i ,x  = — 2,  x = — 3,  6cc.  & en tranfpofant  j’ai 
ss=o,  x-i-  2 = 0 , *4-3  = 0,  ôcc.  ôc  ce  font  des  valeurs  néga- 
tives. 

Je  divife  l’équation  *3__p'a;3  4-2(Î*  — 24  (*» 

Sropofée  par  chacune 

es  valeurs  pofitives  juf-  * ^ 

qu’à  ce  que  j’en  trouve 
une  qui  divife  exaSe- 
ment,  ôc  je  vois  que  * 

:• — 2=0  eft  un  divifeiîc 
exaâ,  ainfi  *=2  eft  une 
racine  de  l’équation. 

Pour  trouver  les  deux 
autres,  je  divife  le  quo- 
tient ** — 7x-h  12  = 0 
de  la  même  fa<jon , c’eft- 
à- dire,  je  cherche  les  di- 
vifeurs de  fon  dernier  

terme quifonfri.  2.3. 9 o 


■7*. 


Î2 


7**  -+-  2(?* 
X 2 


12*- 


■24 
• 2 


**  7*  I 2 ( * 4 

* — 3 


— 4*4-  12 
X — 3 
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6 , ôc  1 2,8c  je  fais  les  (5quations  pofitives  x — 1=0,  *— 2 = 0,&CC2 
& les  négatives  x -4-  i =.o  ,x-i-2  — o,  6c  je  divife  l’équation 
d’abord  par  chacune  des  équations  pofitives  jufqu’à  ce  que  j’en 
trouve  une  qui  divife  exactement  ; or  en  opérant  ainfi  je  trouve 
que  X — 3 = 0 eft  un  divifeur  parfait,  Ôc  que  le  quotient  eft 
;^^^  = o 5 ainfi  les  deux  autres  racines  font  x — 6c  x = ^f 
6c  les  trois  racines  font  pofitives,  ce  que  l’on  pouvoit  voir  d’abord 
par  l’ordre  alternatif  des  fignes  -+-  ôc  — . 

Que  fi  en  divifant  parles  équations  pofitives  on  n’en  trouvoit- 
point  qui  divisât  exactement,  ce  feroit  marque  qu’il  n’y  auroit 
point  de  racine  pofitive  commenfurable,  ôc  en  ce  cas  l’on  divi- 
feroit  par  les  équations  négatives  jufqu’à  ce  qu’on  en  trouvât  une 
qui  divisât  exactement , ôc  fi  en  achevant  le  relie  comme  ci- 
delfus,  on  trouvoit  deux  autres  racines,  les  trois  racines  feroient 
négatives  ; que  fi  on  ne  trouvoit  point  d’équations  négatives  qui 
divisât  exaétement,  ce  feroit  une  marque  que  l’équation  n’auroit 
point  non  plus  de  racines  négatives  commenfurables. 

On  voit  aifément  qu’il  pourroitfe  trouver  des  racines  pofitivesj 
des  racines  négatives  commenfurables  6c  incommenfurablcs , ôc 
enfin  des  racines  imaginaires , ainfi  fans  entrer  dans  un  plus  grand 
détail , je  me  contenterai  de  faire  voir  l’ufage  que  l’on  peut  faite 
de  ces  équations  dans  l’exemple  fuivant. 


Exemple.  Deux  perfonnes  ont  partagé  la  fomme  de  ftx  livres^ 
de  façon  qu'en  faifant  le  cube  de  leur  paru , la  différence  ejl  ^6,  on 
demande  quelle  ejl  la  part  de  chacun  deux. 


Je  nomme  2a  la  fomme  6 , 22  la  difféience  de  l’une  à l’autre 
part,  ôc  2b  \z  différence  y 6 des  deux  cubes  ; donc  la  part  du  pre- 
mier eft  200.),  ôc  celle  du  fécond  eft  a — 2^;  je  fais 

les  cubes , ôc  retran-  , t > «• 

ai  -H  ^aaz  -+-  3422  *+-  Cube  du  1 . 

ai — jaaz-i-  Jazz — zi.  Cube  du  2*. 


6aaz 

2zi-\^6aaz  = 2b 
234-3442=  b 

2^-+- 3442 — b—o 


2zi.  Difiérence. 


chant  le  plus  petit 
du  plus  grand , le 
relie  eft  2zi-h^aaz. 

Or  par  la  condi- 
tion du  Problème, 
cette  différence  eft 
égale  à y6  = ai, 
donc  j’ai  2zi 6aaz=  2b , ôc  divifant  tout  par  2,  ôc  faifant 
paffet  b du  fécond  membre  dans  le  premier,  j’ai  234-3442 — b 
= o qui  eft  une  équation  du  troifiéme  dégré  qui  contient  nécef; 
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fàirement  des  racines  négatives,  puifque  le  fécond  terme  manque. 

Je  mets  dans  cette  équation  les  valeurs  des  lettres  a^b,cc  qui 
'donne  z^-i- 2']z  — 28  = 0;  or 
les  divifeurs  de  28  font  1.  2.  4.  7. 

14. 6(  28  ; faifant  donc  mes  équa- 
tions pofitives  2 — 1=0, 2 — 4 
= O , &c.  & les  négatives  2-4-1 
=0 , 2-4-  4 = 0,  &c.  je  trouve 
que  2 — 1=0  divife  exadement 
l’équation  ; ainfi  2 — 1=0,  ou 
2=  I eft  une  racine  pofitive  de 
l’équation. 

Pour  trouver  les  deux  autres , Je  réfous  l’équation  2*  -f-2-4-2? 
qui  eft  du  fécond  dégré,  par  la  Méthode  du  fécond  dégré, 
& je  trouve  que  les  deux  racines  font  2—  — 
fie  2= — i — ✓ — 28-f-i,  6c  ces  deux  racines  font  imagi- 
naires , ainfi  le  Problème  n’a  qu’une  folution  ; or  puifque  2=1,  la 
différence  fera  22  = 2,  & par  conféquent  la  part  du  premier  qui 
eft  <»-4-2  doit  être  3 -4-1 , ou  4,  ôc  la  part  du  fécond  qui  eft  a — 2 
doit  être  3 — i ou  2 , & la  fomme  de  ces  deux  nombres  eft  , & 
la  différence  de  leur  cubes  ()4  ôc  8 eft  $6,  ex  qui  croit  propofé. 

Et  on  réfoudra  de  même  les  autres  équations  de  quelque  dégre’ 
qu’elles  foient , que  fi  elles  ne  peuvent  pas  fe  réduire  par  cette 
voye,  ou  qu’on  n’en  puifTe  pas  du  moins  trouver  quelque  ra- 
cine, ce  fera  une  marque  que  cette  équation  ne  contiendra' que 
des  racines  incommenfurables. 

228.  Ce  feroit  ici  le  lieu  de  parier  de  la  maniéré  d’extraire  ces 
racines  incommenfurables , mais  comme  on  ne  s’avife  pas  de 
propofer  des  problèmes  numériques  qui  ne  contiennent  que  des 
grandeurs  incommenfurables , 6c  qu’à  l’égard  des  problèmes  géo- 
métriques on  a d’autres  Méthodes  dont  nous  parlerons  dans  la 
luire , je  pafferai  ici  cette  matière  fous  filence  pour  ne  pas  amufer 
les  Leéleurs  à des  chofes  qui  ne  font  pas  d’uue  grande  utilité- 

De  la  Réfoliuion  des  Problèmes  indéterminés. 

Zip.  I".  Exemple.  Quatre  Marchands  ont  fait  me  Société  y ta 
Jômme  des  mijes  des  deux  premiers  ejî  14  Irjres , celle  des  mi  fis  du 
fécond  dr  du  troifiéme  efî  16,  celle  des  mifes  du  troifiéme  & du  qua- 
trième eft  22  , dr  celle  des  mifes  du  premier  cr  du  quatrième  ejl  20 
qttelle  ejl  la  mtfe  totale  » cria  mife  de  chacun  en  particulier, 


25-4-272;  — 28  (2- -P- 2 H- 18 


2* 
2 • 


' 272  ' 

I 

282  — 28 
2 — i 
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Je  nomme  a la  fomme  14  ; ^ la  fonime  16,  clz  fomme  22  J 
& la  fomme  20 , a;  la  mife  du  premier  -,y  celle  du  fécond , z 
celle  du  troilidme,  ôc  « celle  du  quatrième,  les  conditions  du 
Problème 

X -\-y  — a , première  condition.’ 
y-i-z  = bj  leconde  condition. 


me  don- 
nent les  4 
équations 
qu’on  voit 
icijlefquel- 
les  ajou- 
tées, font 


z-h  U =c,  troifiéme  condition. 
u-+-x  = d,  quatrième  condition. 


f-22-+-2î<  =:  a-\-b  -^c  -i-d 

-i-u=^a^\b-i-\c'i-\d.  Mife  totale 


2.V  2y 

une  équation  qui  divifée  pat  2 donne  l’équation  ou  la  valeur  de 
la  mife  totale  ; mais  de  cette  valeur  je  ne  puis  tirer  les  mifgs  par- 
ticulières, ainfi  que  j’ai  fait  dans  le  troifiéme  exemple  des  Pro- 
blèmes déterminés  (iV.  ip8.)  car  fi  je  yeux  dégager  quelqu’une 
des  inconnues,  par  exemple  x , les  trois  autres  inconnues  palTcr 
ront  dans  le  fécond  membre , & j’aurai  beau  fubftituer  les  valeurs 
de  ces  inconnues  prifes  dans  les  conditions  du  Problème , je  ne 
découvrirai  rien. 


Pourtrouverdonc 
ces  mifés  je  dégage 
y dans  la  première 


y = a — X , i”  valeur  de 
y = b — Z,  2'.  valeur  de 


b — Z 

Z — b — a-4- A,'  i”  valeur  do  z,' 
z = c — H 2'.  valeur  de  z. 


b — a -h,  A = c — t 

« = — b -4-  a • 

U = d — A 


A-+-f,  1'®  valeur  de».’ 
2®.  valeur  de  ». 


ôc  la  fécondé  condi- 
tion , ce  qui  donne 
deux  valeurs  dey,  je 
fais  une  équation  de 
ces  deux  valeurs,  & 
je  dégage  Z,  ce  qui 
donne  — a-+-x. 

Je  dégage  z dans  la 
troifiéme  condition, 

& j’ai  z=c  — ». 

Je  fais  une  équa- 
tion des  deux  valeurs  de  z , & j’en  dégage  l’inconnue  »,  ce  qui 
me  donne  «= — b-+-a — A-f-f,je  dégage  de  même»  dans 
la  quatrième,  & jViu  = d — a. 

Je  fais  une  équation  des  deux  valeurs  de  »,  & corrigeant  l’ex- 
preffion , c’eft-à-dire , effaçant  a de  part  & d’autre , je  trouve 
l’équarion  — b-i-a-hc=d,  donr  l’un  & l’autre  membre  con- 
tiennent des  g andeurs  entièrement  connues , ce  qui  ne  déter- 
mine 


— b-h'a  — x~hc=d — a 
— b-+-a  -+-c  = d 
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mme  rien  , c’eft  pourquoi  lê  Problème  eft  indéterminé  ; mais  iî 
je  détermine  l’une  des  inconnues  toutes  les  autres  le  devien- 
dront aifément.  Je  choifis  l’inconnue  x pour  la  déterminer,  ôc 
pour  ne  pas  fuppofer  x égal  à quelque  nombre  qui  ne  feroit  pas 
propre  pour  la  réfolution , je  vois  que  dans  la  première  valeur 
de^,  l’inconnuë  x doit  être  moindre  que  fi  je  veux  que  y ait 
une  valeur  pofitive.  De  même  dans  la  fécondé  valeur  de  «,  je 
vois  que  x doit  être  moindre  qued,  fi  je  veux  que  m foit  une 
grandeur  pofitive  ; & dans  la  première  valeur  de  z je  ne  trouve 
rien  qui  détermine  x ; ainfi  je  prens  au  lieu  de  x une  grandeur 
moindre  que  a & que  d,  ôc  mettant  cette  valeur  au  lieu  de  x 
dans  les  valeurs  de^,  z,  u,  dont  nous  venonr  de  parler,  toutes 
les  inconnues  fe  trouvent  déterminées. 

Or  a=  i4.,ôcd=2o,  prenant  doitc  un  nombre  au-deflbus 
de  14  pour  le  faire  égal  à x,  je  réfoudrai  le  Problème. 

Ainfi  je  fuppofe  x = 10  , ôc  par  conféquent  ]d\y  — a — x=a 
—10=  — 10=^  \ z=b  — «4-x=  16  — 14  -H  10  = I a, 

ÔC  u=d — x—2.0  — 10=  10,  ôc  ces  quatre  nombres  x=io, 
>=4,2=12,  ôc  »=io  rempliflent  les  conditions  du  Problème, 
ce  qu’il  eft  facile  d’éprouver  ; on  trouvera  d’autres  folutions,en 
fuppolànt  X égal  à quelqu’autre  nombre  au-deftbus  de  14. 

2;  O.  II.  Exemple.  Un  homme  tient  dans  [es  deux  mains  deux 
différent  nombres  dejettons,  & fi  ton  multiplie  ces  deux  nombres  tun 
par  t autre , dr  ejtéau  produit  on  ajoute  la  fomme  des  deux  nombres  , 
la fomme  totale  fera  ; combien  y a-dil  dejettons  dans  chaque  mainl 

Je  nomme  ah  fomme  34, 2 le  premier  nombre  dejettons, 
& > le  fécond , ainfi  par  la  première  condition  du  Problème , j’ai 
^ -4-  2 -4- y = a.  Je  fais  paffer  y du  premier 
membre  dans  le  fécond,  ôc  divifant  enfuite  zy-\-z-+- y =a 

par>-4-  i,j’ai  2=  ôc  toutes  les  condi-  = y 

rions  du  Problème  étant  remplies , il  me  refte  ys-  ^ 

deux  inconnues , ôc  par  conféquent  il  m’eft 
libre  de  déterminer  l’une  des  deux  par  exemple  y , mais  à caufe 
du  numérateur  a — y , je  vois  quey  doit  être  moindre  que  a fi 
je  veux  que  2 foit  une  grandeur  pofitive , ainfi  je  puis  prendre 
pour  y telle  grandeur  que  je  voudrai  au-defibus  de  0 = 34. 

Suppofons  y =4,  je  mets  cette  valeur  dans  l’équation  2 = 

ôc  je  trouve  2=  =^.-=g,  ôclcsdeuxnombres4 

fie  6 remplifienc  les  conditions  du  Problème  > mais  il  faut  prendre 
Tome  I,  R, 
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garde  que  quoiqu’il  me  foit  libre  de  prendre  pour^  tel  nombre 
que  je  voudrai  au-dclTous  de  54,  cependant  je  ne  dois  prendre 
que  ceux  qui  peuvent  donner  une  valeur  de  z en  nombre  entier, 
car  le  nombre  de  jerrons  de  l’une  ôc  de  l’aurre  main  eü  un  nom- 
bre entier  ; ainfi  il  faur  rejetter  routes  les  fuppofitions  de_y  qui  ne 
donneroient  pas  un  nombre  entier  pour  z. 

2 J I.  Il  n’arrive  pas  toujours  qu’on  puifle  réfoudre  un  problème 
indéterminé , en  fuppofant  que  l’une  des  inconnues  eft’égale  à un 
nombre  quelconque  ; & dans  ces  cas  il  faut  avoir  recours  à d’au- 
jres  voyes , ain(i  qu’on  va  voir  dans  les  deux  exemples  fuivans. 

252.  III.  Exemple.  On  demande  de  partager  le  quarré  100  en 
deux  autres  qiiarrés  parfaits,  c'eji-a-dire  en  deux  quarrés  dont  on 
puijfe  extraire  la  racine. 

Je  nomme  aa  le  quarré  100 , 6c  xx,  zz,  les  deux  quarrés  de- 
mandés > ainli  par  la  condition  du  Problème,  j'ai  xx-i-zz  = aa, 
& le  Problème  ell  indéterminé  ; mais  il  ne  m’eft  pas  permis  de 
fuppofer  pourxjf,  ou  pour  zz  tel  nombre  que  je  voudrai,  6c  fi 
par  ce  moyen  j’atrivois  à trouver  une  folution , ce  ne  feroit  que 
par  hazard.  Que  jefuppofepar  exemple  a:A;=p,donc  zz=9i, 

{>uifquc  p-t-pi=ioo,  maispi  n’ellpas  un  quarré  parfait, donc 
e Problème  n’cft  pas  réfolu;  de  même  que  je  fuppofe  .v*  = 1 5, 
zz=  84,  à caufe  que  1 5 H-  84=100,  mais  84  n’cft  pasun  quarré 
parfait,  6c  par  conféquent  le  Problème  n’eft  pas  plus  réfolu  par 
cette  fuppolitition  que  par  la  précédente.  Il  cft  vrai  que  je  puis 
fuppofer  XX  = 3 5,  6c  par  conféquent  zz=  64,  6c  la  fomme  des 
deux  étant  100, le  Problème  fera  réfolu,  à caufe  que  6c  <^4 
font  des  quarrés  parfaits , mais  cette  folution  ne  fera  trouvée  que 
par  Iiazard,  que  faut- il  donc  faire  / le  voici. 

Je  nomme  .v  la  racine  du  premier  quarré,  celle  du  fécond  fera 
certainemenr  moindre  que  la  racine  a ou  10  du  quarré  od  ou  100, 
puifque  le  fécond  quarré  fera  moindre  que  100.  Je  prens  une 
grandeur  indéterminée p»,  6c  je  fuppofe  que  la  racine  du  fécond 
quarré  inconnu  efij-v — a.  Je  puis  faire  cette  fuppofition,  parce 
que  la  lettre p»  pouvant  fignifier  tel  nombre  entier,  ou  rompu  , ou 
compofé  d’entier  6c  de  fraction  , il  eft  sûr  qu’il  y a quelque  nom- 
bre quel  qu’il  foit  qui  multiplant  la  racine  x du  premier  quarré  in- 
connu, donne  un  produitp'x,  duquel  retranchant  a,  le  refle  foit 
égal  à la  racine  du  fécond  quarré  cherché  ; cr  je  fais  cette  fuppo- 
fition 1®.  afin  de  n’avoir  qu’une  feule  inconnue.  2®.  parce  qu’en 
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falfant  les  quarrés  xx,  ôc  yyxx  — layx-i-  aa,  6c  cnfuîte  leur 
fomme,  cette  fomme  fe  trouvera  égale  à aa',  6c  par  conféquent 
retranchant  aa  de  part  6c  d’autre  , il  me  reliera  une  équation  où 
je  pourrai  réduire  l’inconnue  a;  au  premier  dégré,  ainfi  qu’on  va 
voir. 

Nous  avons  donc  en  faifant 
la  fomme  des  deux  quarrés  in- 
connus l’équation  qu’on  voit  ici , 

& retranchant  aa  de  part  6c  d’au- 
tre , puis  faifant  palier  2ayx  du 
premier  membre  dans  le  fécond, 
ji\xx-i-yyxx=2ayx,  6c  divi- 
fant  par  x,  6c  enfuite  par  1-+^^ 
oupar^jt-f-i , ce  qui  eu  la  même 


xx-hyyxx  — 2ayx  • 
XX  -\-yyxx  = 2ayx 
x-i-yyx=2ay 
xay 


X : 


2 = 


xayy  — a 


chofe,  j’ai  *== .Je  mets  eette 

valeur  de  x dans  la  valeur  de  la 


yy-i-i 
xayy  — ayy  ■ 
» -t-  ‘ 
ayy  — a 


yy-^i 


^»yy 

yy-^t 


racine  2,  ou  yx  — a du  fécond  quarré , 6c  Je  trouve  2 = 

>—  <1,  6c  réduifant  a en  une  fraâion  dont  le  dénominateur  foit 
yy-^i  y puis  corrigeant  l’expreflion,  j’ai  2 = ^ ^ ainfi  les  va- 

tûy  ' A 

leurs  des  racines  a:  6c  z des  quarrés  cherchés  forft  — — , 6c 

^ yy-hi  yy  +1  » 

6c  fi  je  détermine  la  valeur  de  y , ces  deux  racines  me  devien- 
dront connues,  mais  pour  la  déterminer  je  m’apperçois  que  dans 

la  valeur  de  2,  fi  je  faifois^=  t , j’aurois  2=  'yÿ^i  = ° j ^ 

dans  la  valeur  de  * je  ne  vois  rien  qui  détermine^;  donc  pourvu 
que  je  ne  fuppofe  pas  = i , je  puis  prendre  tel  autre  nombre 
que  je  voudrai  au-delTus  de  l’unité,  ou  même  au-defibus. 


Il  ell  vrai  qu’en  fuppofant  y égal  à un  nombre  moindre  que 

l’unité  par  exemple  à { , j’aurai  2 = ~ 

conféquent  2 fera  une  grandeur  négative , mais  cela  n’empê- 
chera pas  que  fon  quarré  ne  foit  pofitif , parce  que  — par  — 
donne  ■+■  ; ainfi  la  rellriêtion  que  j’ai  mife  à ce  Problème  dans 
mon  Arithmétique  des  Géomètres  n’eft  pas  Julie , 6c  je  fuis  bien  aife 
de  réparer  ici  cette  faute  qui  fe  trouvera  corrigée  dans  une  fé- 
conde édition.  . . 

Rij 


1 X to  X > 
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Je  fuppofè  donc^  = 2,'&  par  conféquent  j’ai  x 

t=  ^ = 8,  & 2 = -°^^-  '°  ==  Y = J & les  quarrés  de  ces 

deux  nombres  font  54  & dont  lafomme  eft  égale  à 100  ^ fic 
on  trouvera  d’autres  quarrés  dont  la  fomme  fera  encore  égale  à 
100,  en  fuppofant  pour^  tel  autre  nombre  que  l’on  voudra  moin- 
dre ou  plus  grand  que  l'unité. 

233.  IV.  Exemple.  On  demande  deux  quarrés  dont  la  fomme  fait 
égale  à la Jomme  des  deux  quarrés  1 00. 

Je  nomme  aa  le  quarré  54,  bibb  le  quarré  100  , il  eft  évident 
/ que  fi  l’un  des  deux  quarrés  demandés  eft  plus  grand  que  aa  > 
l’autre  doit  être  moindre  que  bb , (a  contraire  ft  le  premier 
eft  moindre  queaa,  l’autre  fera  plus  grand  que  & par  con- 
féquent la  racine  du  premier  quarré  demandé  doit  être  ou  moin- 
dre ou  plus  grande  que  la  racine  a du  quarré  aa.  Pour  trouvée 
une  expreftion  convenable  à l’un  & l’autre  de  ces  cas , je  fup- 
pofe  que  la  racine  du  premier  quarré  demandé  eft  a -4-2 « parce 
que  2 pouvant  être  ou  une  grandeur  pofitive , ou  une  grandeur 
négative , on  voit  bien  qu’il  faudra  l’ajouter  à la  racine  a fi  elle 
eft  pofitive,  & la  retrancher  de  ta  racine  a (i  elle  eft  négative^ 
& pour  la  racine  du  fécond  quarré  cherché,  je  fuppofe^rz — b^ 
6c  la  raifon  pourquoi  je  fais  cette  fuppoficion,  c’eft  1*.  que  tes 
deux  quarrés  des  racines  2 -4- a,  &j>2 — ^ contiendront  les  quar- 
rés donnés  aa,  bb , ôc  que  par  conféquent  faifant  leur  fomme 
pour  en  faire  une  équation  dont  le  fécond  membre  fera  aa-\~bb, 
les  termes  aa,  bb , s’effaceront  de  part  6c  d’autre,  ôc  enfuite  je 
pourrai  réduire  l’inconnue  2 au  premier  dégré.  2*.  parce  qu’il 
eft  sûr  qu’on  peut  trouver  un  nombre^  qui  foit  tel  qu’après  l’avoir 
multiplié  par  2,  il  faille  retrancher  b du  produit  pour  avoir  la  ra- 
cine du  fécond  quarré  demandé.. 

Je  fais  donc  les 
uarrés  de  a -t-  2 ÔC 
c yz  — A , ôc  les 
ajoutant  cnfemble, 
leur  fomme  eft  éga- 
le à la  fomme  aa  -4- 
bb  ; ainfi  j’al  l’équa- 
tion qu’oR  voit  icû 


aa  -4-  222  -4-  22 , premier  Quarré. 
^^22  — zbyz  bb , fécond  Quarré, 
22-4-y^22-4-222 — ibyz-^-aa  -4-  M,  Somme. 
22-4-^j/22-4-222 — 2^2-4-22-4-  bb^oiHrbb 
22  -4-  yyzz  — zbyz  — 222  . 

2 -^yyz  = zby  — 2a 
iby  — 

z = 

yj-hi 
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Je  retranche  aa-^ib  de  patc  & d’autre,  & faifant  paffer  naz — 
abyz  du  premier  membre  dans  le  l*econd , je  trouve  zz-\-yyzz 
s=  zbyz  — 20Z  ; je  divife  tout  par  z , & enfuite  par  i ’^-yy  > ce  qui 

donne  z = & je  vois  qu’en  déterminant  y,  l’inconnuë 

yjr-t- 1 ^ 

Z fera  connue,  & qu’en  mettant  (à  valeur  dans  les  racines  a-^-z, 

ôiyz  — é des  deux  quarrés  demandés , ces  quarrés  deviendront 

aum  connus.  i 

Or  pour  déterminer^,  je  m’apperqois  i®.  que  fi  je  faifoisj?=i 

& que  je  mifle  cetre  valeur  de^  dans  z = ~~  ^ > j’aurois  z 

t=2,  & par  conféquentla  racine  a-t-z  feroit  to,  & la  racine 
yz  — b feroit  2 — 10,  ou  — 8,  ainfi  les  quarrés  de  ces  deux  ra- 
cines me  donneroiem  les  quartés  100  6c  6^  qui  font  les  méfmes 
que  les  quarrés  propofés  ; je  ne  dois  donc  point  fuppofer^=i. 
a®.  Que  fi  je  veux  que  z ne  foit  pas  égal  à zéro , il  faut  que  je 
fuppofej»  égal  à un  nombre  qui  foit  tel  que  le  numérateur  zby — 2a 
de  la  valeur  de  z ne  foit  pas  égal  à zéro , ainfi  pourvu  que  j’ob- 
ferve  ces  deux  conditions,  je  puis  prendre  pour^  tel  nombre  en- 
tier ou  rompu  que  je  voudrai  au-deffus  ou  au-deffous  de  funité. 

Je  fuppofe  y=2,  ôc  mettant  cette  valeur  dans  z—'^ ^ 

6c  auffi  les  valeurs  des  grandeurs  connues  a,b,jq  trouve  z = 

ÎÎZ.^  = V,donc  = = 

4-*-l  f ^ t J J 

= ^ — 10  = ^ — ^ = — 7>  faifant  donc  les  quarrés  de  ^ 
fle  de  — 7,  j’ai^J-,ôt  dont  la  fomme  eft  , ôcréduifant 
la  fraûion  en  entiers  je  trouve  16^  égal  à la  fomme  des  quarrés 

Eropofés  too  6c  54,  6c  en  fuppofant^  égal  à quelqu’autrc  nom- 
re  au-defius  ouau-defibus  de  l’unité,  6c  qui  ne  donnât  pas 
2by  = 2af  je  trouverois  d’autres  quarrés  dont  la  fomme  feroit 
164;  d’où  l’on  voit  qu’on  peut  trouver  une  infinité  de  quarrés,. 
lefquels  pris  deux  à deux  ieroient  égaux  à la  fomme  des  quarrés 
propofés. 

234.  V.  Exemple.  La  Diÿèrence  de  deux  quarrés  ejl  60  y on  de~ 
mande  quels  fitu  ces  quarrés  / 

Je  nomme  a la  différence  60,  6c  xx  le  plus  grand  quarré,  donc 
le  fécond  fera  xx — a,  6c  comme  ceci  ne  me  fair  rien  connoî- 
tre , je  fuppofe  que  le  côté  ou  la  racine  de  ce  fécond  quarré  efl 
X — y , parce  ^u’il  doit  être  moindre  que  la  racine  du  quarré  xx, 

Riq 
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XX — 2yx-+-yy  = xx  — a‘ 
— 2yx  -iryy  = — a 
a -\-yy  = 2yx 
=x 
^y 
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ainfi  j’ai  xx  — iyx , & ce  quarr'é  cft  égal  à xx  — a,  ce  qui 

me  donne  une  équation. 

J’efface  dans  cette  équation  xx  de 
part  6c  d’autre,  6c  faifant  pafTer  — 

2yx  du  premier  membre  dans  le  fé- 
cond, & — a du  fécond  dans  le  pre- 
mier , je  trouve  une  valeur  de  Je  dans 
laquelle  rien  ne  m’empêche  de  donnera^  telle  valeur- que  je 
voudrai.  Je  fuppofe^  = a,  6c  mettant  cette  valeur  Ae  y dans 

celle  de  je  que  je  viens  de  trouver,  j’ai = 1 5 = je  ; faifant 

4 

donc  le  quarréde  i5,j’ai  2yd  = jcAr,  6c  retranchant  5o  deayd, 
je  trouve  \^6  dont  la  racine  eft  14  ; ainfi  les  deux  quarrés  de- 
mandés font  2j5  6c  ipd  dont  la  différence  eft  5o,  ce  qui  étoit 
requis , 6c  on  trouveroit  d’autres  quarrés  dont  la  différence  feroit 
60,  en  fuppofant  pour^  telle  autre  valeur  que  l’on  voudrok. 

23  y.  Ces  fortes  de  Problèmes  demandent  une  certaine  adrefle 
à trouver  des  expreflions  convenables  pour  faire  en  forte  que  l’in- 
connue puiffe  fe  trouver  au  premier  dégré , 6c  c’eft  là  où  gir  toute 
la  difficulté,  mais  avec  un  peu  d’ufage  on  en  vient  aifément  à 
bout. 
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Des  Raijons  , Proportions  CÎT  ProgreJJîons  Arithmétiques. 

335.  T Orsqu’on  comjjare  enfcmble  deux  grandeurs , ce  que 

J , l’on  trouve  que  l’une  eft  à l’egard  de  l’autre , eft  ce  qu’on 

nomme  en  général  liaifon , ou  Rapport,  6c  en  latin  babitudo. 

237.  On  peut  comparer  deux  grandeurs  de  deux  façons  dif- 
férentes ; l’une  en  examinant  l’excès  dont  la  plus  grande  des  deux 
grandeurs  furpaflfe  la  moindre,  6c  alors  la  raifon  fe  nomme  P.aifon 
antbmctiejtte , 6c  l’autre  en  confidérant  combien  de  fois  la  plus 
grande  des  deux  grandeurs  contient  la  moindre,  6c  en  ce  cas 
la  raifon  fe  nomme  Raifon  géométrique. 

238.  La  Raifon  arithmétique  fe  trouve  en  retranchant  la  moin- 
dre des  deux  grandeurs,  de  la  plus  grande,  6c  le  refte  ou  la  dif- 
férence fait  voir  le  rapport  des  deux  grandeurs,  c’eft  pourquoi  la 
Raifon  arithmétique  eft  nommée  quelquefois  différence.  Au  con- 
traire la  Raifon  géométrique  fe  trouve  en  divifant  la  plus  grande 
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quantité  par  la  moindre  , & le  quotient  marque  le  rapport  cher- 
ché. Ce  quotient  fe  nomme  expofant , parce  qu’il  expofe , ou  fait 
voir  combien  la  première  des  deux  grandeurs  contient  l’autre, 
ou  y e(l  contenue. 

2jp.  Il  y a donc  nécelTairement  deux  termes  dans  toute  Rai« 
fon,  le  premier  fe  nomme  antécédent , & le  fécond  confèquent. 

240.  Lorfqu’après  avoir  comparé  deux  grandeurs  enlemble,' 
on  vient  à en  comparer  deux  autres,  & que  l’on  trouve  que  la 
Raifon  des  deux  premières  ed  égale  à la  'Raifon  des  deux  fé- 
condés, cela  fe  nomme  Proportion,  & cette  proporrion  eft  arith- 
métrique,  ou  géométrique,  félon  que  les  raifons  qui  lacompofent 
'font  arithmétiques  ou  géométriques.  • 

241.  Toute  proportion  a pat  conféquent  quatre  termes  ; le 

{>remier  fe  nomme  premier  antécédent , le  fécond  premier  conjèquent, 
e troifiéme  fécond  antécédent , & le  quatrième  fécond  conféquent. 

242.  Le  premier  6c  le  dernier  terme  d’une  proportion  fe  nom- 
ment les  extrêmes , 6c  le  fécond  6c  le  troifiéme  fe  nomment  les 
moyens. 

24 J.  Lorfque  le  fécond  ôc  le  troifiéme  terme  d’une  propor- 
tion font  égaux  , c’eft-à-dire  , lorfqu’une  même  grandeur  fert  de 
premier  conféquent  6c  de  fécond  antécédent , cette  grandeur  fe 
nomme  moyenne  proportionnelle , 6c  la  proportion  fe  nomme  pro- 
portion continué  arithmétique  ou  géométrique. 

244.  Si  les  quatre  difîérens  termes  d’une  proportion  font  a, 
b,  c,d,  6c  que  la  proportion  foit  arithmétique , on  l’exprime  ainli: 
a.  b c.d.  ou  a,b ,’.c,d\  mais  fi  la  proportion  eft  géométrique, 
on  l’écrit  de  cette  façon  a.  b \ c.  d.  o\s  a ,b  w c , d , bL  dans  l’un 
6c  l’autre  cas  on  l’énonce  en  difant  : o eft  à é comme  r eft  à 1/, 
c’eft-à-dire  dans  la  proportion  arithmétique  a furpafle  ou  eft  fur- 
pafiTé  par  b autant  que  c furpalfe  ou  eft  furpafté  par  d,  6c  dans  la 

{iroportion  géométrique  a contient  A , ou  eft  contenu  dans  b de 
a même  façon  que  c contient  ou  eft  contenu  dans  d. 

24f . Si  l’on  a plufieurs  grandeurs  de  fuite  en  proportion  continue, 
de  forte  que  la  première  foit  à la  fécondé , comme  la  fécondé 
eft  à la  troifiéme  , comme  la  troifiéme  à la  quatrième  , comme 
la  quatrième  à la  cinquième,  ainfi  de  fuite,  cela  fe  nomme  pro- 
greffion,  6c  fi  la  progreftion  eft  arithmétique , on  l’écrit  ainfi  .•.  a. 
b.  c.  d.  e.f.  ou  a,  b,  c,  d,  e,f,  mais  fi  elle  eft  géométrique, 
on  écrit  ::a.b.  c.  d.  e.f,  ou  ::a,b,  c,d,  e.,f,  6c  on  énonce  l’une 
6c  l’autre  en  difant  a eft  à ^ comme  ^ eft  à c,  comme  c eft  à t/, 
comme  d eft  à/,  6cc. 
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Nous  examluerons  dans  le  Chapitre  fuivant  les  propriétés  des 
Raifons , Proportions  & Progrellions  géométriques. 

245.  Theoreme.  Dans  toute  proportion  ariihméntjue , la  Jbmme 
des  extrêmes  ejl  égale  à la  fomme  des  moyens  ; & fi  la  proportion  ejl 
continué , lajomme  des  extrêmes  eft  égale  au  double  de  la  moyenne. 

Soit  la  proportion  arithmétique  a,  r,/,  il  efl  clair  que  la 
difiércnce  de  la  première  raifon  a,  b,  fera  égale  à la  différence 
de  la  fécondé  c,  f,  puifqu’il  y a proportion  ; nommons  donc  cette 
différence  d , & fuppofons  en  premier  lieu  que  le  premier  anté- 
cédent a foit  moindre  que  fon  conféquent  b , &l  que  par  confé- 
quent  le  fécond  antécédent  c foie  moindre  que  le  fécond  confé- 
quent/, il  eft  vifible  que  nous  aurons  a-i-d~b,  & c-hd=ft 
puifque  d eft  la  quantité  qui  manque  à chaque  antécédent  pour 
être  égaux  à leurs  conféquens  ; mettant  donc  dans  la  proportion 
4-4-d  au  lieu  de  b , S>c  c-i-d  za  Ü9U  de/,  nous  aurons  a ,a-i-d 
c , c-hd,  ôc  cette  proportion  fera  la  même  que  la  propofée; 
aiirfi  la  fomme  des  extrêmes  fera  a-+-c-i-d,  ôc  celle  des  moyens 
a-hd-hc,  mais  ces  deux  fommes  font  compofées  des  mêmes 
quantités  ; donc  elles  font  égales , ôc  par  conféquent  nous  avons 
a-j-c-hd  = a-i~d-hc. 

Suppofons  en  fécond  lieu  que  a foit  plus  grand  que  b,e  fera 
aufti  plus  grand  que/,  ôc  nous  aurons  Ôt/-Hd  = r 5 

ainfi  mettant  ces  valeurs  de  d ôc  de  r dans  la  proportion , nous 
aurons  b-\-d.  b ,'.f-\-d.f , ôc  faifant  la  fomme  des  extrêmes  ÔC 
celle  des  moyens,  nous  aurons  é-|-<i-^/=^-(-/-4-<f. 

Enfin  fuppofons  la  proportion  continué  a,b  ,c , cette  pro- 

Î)ortion  peut  s’écrire  ainfi  a,  h.\b,c\  ainfi  fuppofant  que  la  dif- 
érence  foit  d,  ôc  que  a foit  moindre  que  b , nous  aurons  dans  la 
première  raifon  a-^d  = b,  ôc  dans  la  fécondé  b~i~d=c,  met- 
tant donc  ces  valeurs  de  ^ ôc  r dans  la  proportion  a,  b b,  r, 
nous  aurons  a,  a~\-d.\  b,  b-\-d,  ôc  la  fomme  d-f-é-+-d  des 
extrêmes  fera  égale  à la  fomme  a -4- -4- A des  moyens;  donc 
j’ai  a-\-c=zb , en  fubftituant  les  valeurs  de  b-\-d  ôc  de  a-i-d. 

Que  fi  a eft  plus  grand  que^,  nous  aurons  dans  la  première 
raifon  b-i-d==a,  ôc  dans  la  fécondé  c-i-d  = b ; c’eft  pourquoi 
en  mettant  ces  valeurs  de  aôcb  dans  la  proportion  a,  o b,  c, 
nous  aurons  b~\-d.  b c-i-d.  c,  ôc  la  fomme  des  extrêmes  b-i-d 
-4-cfera  égale  à la  fomme  des  moyens  b •^c-t-d  y donc,  ôcc:. 
Ce  qu’il  ^oit  démontrer. 
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247.  PROBLEME.  Trois  termes  d'une  Proportion  arithmétique  étant 
donnésy  trouver  le  quatrième. 

Suppofons  que  a,byc  y foient  les  trois  premiers  termes  d’une 
Proportion  arithmétique , je  nomme  * le  quatrième  , 6c  j’ai  a.  b 

e.  X y &c  faifant  la  fomme  des  extrêmes  & celle  des  moyens  , 
je  trouve  a-+-x  = b-h  c ( N.  246.)  ôc  faifant  pafTet  a du  premier 
membre  dans  le  fécond  > j’ai  x = b-\-c — a y ce  qui  me  fait  voir 
que  fl  de  la  fomme  des  moyens  je  retranche  le  premier  terme, 
le  relie  fera  le  dernier  terme  demandé. 

Soit  <*  = 2,  ^=j,f  = 7,  4a  fomme  des  moyens  ell  12  de 
laquelle  retranchant  le  premier  terme  2,  le  relie  lo  fera  le  der- 
nier terme  cherché,  ôc  nous- aurons  la  proportion  arithmétique 
7, 10. 

Il  ell  aifé  de  voir  que  fi  c’étoit  le  premier  terme  qui  manquât 
dans  la  proportion , ou  le  fécond , ou  le  troifiéme , on  n’auroit 
qu’à  mettre  x à fa  place,  ôc  achever  le  relie  comme  nous  venons 
de  faire. 

, 248.  Remarque.  S’il  manquoit  deux  termes  à la  proportion , 
le  Problème  feroit  indéterminé  ; par  exemple,  foient  ayby  les 
deux  extrêmes  d’une  Proportion , je  nomme  la  première  moyenne 
X , ôc  la  fécondé  , ôc  j’ai  OyX  .'.jyby  ôc  par  conféquent  a-\-b 
=^-4-x  {N.  246.)  ; ainfi  il  faut  nécefiairement  déterminer  l’une 
des  inconnues,  je  détermine  x,  qui  ell  la  première  moyenne  en 
lui  donnant  une  valeur  c moindre  ou  plus  grande  que  a y ôc  j’ai 
a y CW  y y b\  d’où  je  tire  = , ôc  faifant  palTer  rdans  le 

premier  membre  , je  trouve  a-^b  — c—y. 

Soit  ^=>^2,  ôc  b=']y  je  fuppofe  x = 4,  ainfi  j’ai  2, 4.*.  y,  7, 
d’où  je  tire  2 -1-7  = 4 -1-^ » ou  p = 4*+-^ , ôc  pat  conféquent 
y = $ — 4 = y,  ôcla  proportion  ell  2 , 3 y,  7. 

24p.  THEOREME.  D«nr  toute  Progreffton  arithmétique  afeendante , 
c'ejl-d-dire  , dont  les  termes  vota  en  augmentant , la  fomme  de  deux 
termes  également  éloignés  du  premier  & du  dernier,  cejl-à-dire  éga- 
lement éloignés  des  extrêmes  e(l  égale  à la  fomme  des  extrêmes. 

Soit  la  Progrellion  arithmétique  afeendante  a,  byc y eyf,gy 
dont  je  fuppofe  qne  la  différence  ell  <1,  lo  fécond  terme  b lera 
donc  égal  a a-4-d,  le  troifiéme  r fera  égal  à ou  a-hd-i-d, 

ou  a -i-2dy  la  quatrième  fera  a -t-jd , ôc  ainfi  de  fuite , puifque  ces 
termes  vont  toujours  en  augmentant  d’une  égale  différence  ; ainfi 
la  progrelfion  .‘.a,b,C)e  y/y  fera  la  même  que  a , a-hd , a-had. 
Tome  I.  S 
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a-hfd;  br  lî  dans  cette  progreflîonie  prenslcs 
termes  a-hd,  ôc  qui  font  également  éloignés  des  extrê- 

mes, leur  Comme  a a -h  ^d,  ou  la-i-^d  fera  égale  à la 
fomme  a-+-a-+-  yd,  ou  aa-hyd  des  extrêmes.  Que  fi  je  prens 
les  termes  a-+-2«/,  & a-+- 3<i  qui  font  également  éloignés  des 
extrêmes,  je  trouverai  de  même  que  leur  fomme  ell  égale  à la 
fomme  aa  -1-  y J des  extrêmes , donc , &c. 

ayo.  Remarque.  Que  fi  la  Progreflion  étoit  defcendante, 
c’eft-à-dire  fi  fes  termes  alloient  en  diminuant , il  eft  clair  qu’en 
la  prenant  à rebours , elle  feroit  afcendante , ôc  par  conféquenc 
on  prouveroit  de  la  même  façon  que  nous  venons  de  faire,  que  la 
fomme  de  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes , feroit 
égale  à la  fomme  des  extrêmes  ; or  comme  il  eft  toujours  facile 
de  prendre  une  progreflion  à rebours,  en  écrivant  ,*.g,  fy  e,  r , by  a, 
au  lieu  de  a,  b,  c,  e>/»g>  nous  fuppoferonj  toujours  que  la  pro- 
greflion eft  afcendante  dans  tout  ce  que  nous  allons  dire  pour 
n’être  pas  obligé  de  donner  des  réglés  différentes  pour  les  deux 
cas. 


ay  i.-Theoreme.  Dam  toute  ProgreJJîon  arithmétique  ajcendantey 
la  fomme  de  tous  les  termes  eft  égale  à la  fomme  des  extrêmes  multi- 
pliée par  la  moitié  du  nombre  des  termes , c'eji-â-dire  du  nombre  qui 
exprime  combien  il  y a de  termes. 

Soit  la  progreflion  afcendante  a,  ^ , c,e,fyg,  quiafix  termes 
je  fais  la  fomme  b -¥-f  des  termes  byfy  également  éloignés  des 
extrêmes , la  fomme  c-^e  des  termes  c,  r , également  éloignés 
des  extrêmes,  & enfin  la  fomme  a-+-gdes  extrêmes,  ôc  ces  trois 
fommes  font  égales  entr’elles  (M  24p.) , & elles  fontaufll  égales 
à la  fomme  de  la  progreflion , ou  de  tous  les  termes  ; or  ces  trois 
fommes  égales  font  la  même  chofe  que  la  fomme  des  extrêmes 
multipliée  par  3 , mais  3 eft  la  moitié  du  nombre  des  termes  6 , 
donc  la  fomme  des  termes , ou  la  fomme  de  la  progreflion , eft 
égale  à la  fomme  des  extrêmes  multipliée  pat  la  moitié  du  nom- 
bre des  termes. 


Il  eft  aifé  de  voir  que  s’il  y avoir  un  plus  grand  nombre  de  • 
termes , & que  ce  nombre  fut  pair , les  termes  pris  deux  à deux 
donneroient  toujours  un  nombre  de  fommes  égales  qui  feroit  ex- 
primé par  la  moitié  du  nombre  des  termes , & par  conféquent  on 
auroit  toujours  la  fomme  de  la  progreflion  égale  à la  fomme  des 
extrêmes  multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes# 

M«iî  fi  le  nombre  des  termes  étoit  impair  comme  dans  la 
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ptogreflTion  .‘.a^b^CyC,  f.g^h,  nous  aurions  dabord  les  trois 
Ibnimes  b-\-g,c-\-f , & 4-+- A égales,  & il  refteroit  le  terme  e, 
or  à caufe  que  les  trois  termes  f , e , font  en  proportion  conti- 
nue, la  fommec-l-/feroit  égale  au  double  du  terme  e(M  245.); 
donc  le  terme  e ne  feroit  que  la  moitié  de  l’une  des  trois  fom- 
mes  éga^  ; ainfl  nous  aurions  trois  fommes  égales  & une  demi 
fommc  ^^ais  trois  fommes  égales  6c  une  demi  fomme  font  la 
même  chofe  que  l’une  des  fommes  multipliées  par  3 6c  demi  ; donc 
la  fomme  de  la  progrelfion  feroit  égale  à la  fomme  des  extrêmes 
multipliée  par  3 -i-  qui  eft  la  moitié  du  nombre  des  termes  7 , 
6c  ainfi  des  autres.  Ce  qu’il  falloir  démontrer. 

aya.  Theoreme.  Dans  toute progrejjion  arithmétique  afcendante^ 
le  detnier  terme  contient  le  premier  plus  la  différence  multipliée  par  le 
nombre  des  termes  diminué  de  t unité.  • 

Soit  la  progtefTion  arithmétique  afcendante  a,  i,  c,  e,/, 
dont  je  fuppofe  que  la  différence  eft  d,  cette  progreftion  fera  la 
même  que  celle-ci  .\a,a-\rdy  a -4- ad,  a-\-^d,  a -4-4^;  or  le 
le  dernier  terme  a-4~4d  contient  le  premier  terme  a,  plus  4^, 
c’eft-à-dire,  plus  la  différence  d multipliée  par  4,  c’eft-à-dire  par 
le  nombre  des  termes  moins  un  ; donc  le  dernier  terme  a'-4-4d 
contient  le  premier  terme , plus  la  différence  multipliée  par  le 
nombre  des  termes  diminué  de  l’unité. 

ayy.  Corollaire.  Il  fuit  de  ce  Théorème  ôc  dés  précédons 
1®.  Que  pour  trouver  la  fomme  d’une  progreffion  dont  le  pre- 
mier terme,  le  dernier,  6c  le  nombre  des  termes  font  connus, 
il  faur  ajouter  les  deux  extrêmes  enfemble  6c  les  multiplier  par 
la  moitié  du  nombre  des  rermes.  2°.  Que  fi  on  conuoit  le  pre- 
mier terme  , le  dernier,  6c  le  nombre  des  termes , on  connoî- 
tra  la  différence  en  retranchant  le  premier  terme  du’dernier,  6c 
divifant  enfuite  le  refte  par  le  nombre  des  termes  diminué  de 
l’unité  ; car  ce  refte  eft  égal  au  produit  de  la  différence  multiplié 
parle  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité  (A^,  2 y 2.)  3°.  Que 
fi  l’on  connoît  le  premier  terme  , le  dernier  6c  la  différence , on 
trouvera  le  nombre  des  termes , en  retranchant  le  premier  terme 
du  dernier , 6c  divifant  le  refte  par  la  différence,  puis  ajoutant  i 
au  quotient,  puifque  ce  refte  eft  égal  à la  différence  multipliée 

Î»ar  le  nombre  des  termes  — 1 ( A'.  232.)  4°.  Que  fi  l’on  connoît 
e premier  terme,  la  différence  6c  le  nombre  des  termes,  on 
connoîtra  le  dernier , en  faifant  le  produit  de  la  différence  par  le 
nombre  des  termes  diminué  de  l’unité , 6c  en  ajoutant  ce  produit 
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Je  multiplie  la  diffgrcnce  3 par  le  nombre  des  termes  diminué 
de  l’unité  , c’eft-à-dire  par  7 , ce)  qui  fait  21 , ôc  ajoutant  le  pre- 
mier terme  1 à ce  produit,  la  fomme  22  eft  ce  qu’il  a donné  le 
dernier  jour  {N.  2 y 2.)  après  quoi  je  trouve  la  fomme  totale  comme 
auparavant. 

Èn  troifiéme  lieu,  On  dit  que  cet  homme  augmentant  chaque  jour 
de  J ,a  donné  le  huitième  jour  22  foh^  & l’on  demande  comoien  il  a 
donné  le  premier  jour. 

Je  multiplie  la  différence  3 par  7,  ce  qui  fait  2 1 , & retranchant 
2 1 du  dernier  terme  22 , le  refie  ell  le  premier  terme  1 {N.  23 1, 
aya.) 

En  quatrième  lieu , On  dit  que  cet  homme  a donné  1 fol  le  premier 
jour , 22  le  dernier  jour  t qu’il  a toujours  augmenté  de  } , & fon 
demande  pendant  combien  de  jours  il  a donné. 

Je  retranche  le  premier  terme  i du  dernier  22  , & le  relie  21 
ell  la  différence  3 multiplié  par  le  nombre  des  termes  diminué 
de  l’unité  {N.  aya.)  donc  divifant  21  par  3 , le  quotient  7 ell  le 
nombre  de  termes  diminué  de  l’unité , ôc  par  conféquent  8 ell  le 
nombre  de  jours  pendant  lefquels  cet  homme  a donné  de  l’argent. 

En  cinquième  lieu.  On  dit  que  cet  homme  a donné  pendant  huit 
jours , le  premier  jour  i , et"  /f  dernier  22,  e?*  fon  demande  quelle 
ejl  la  quantité  dont  il  a augmenté  tous  les  jours. 

Je  retranche  le  premier  terme  i du  dernier  22,  ôc  le  refie  21 
ell  la  différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes  diminué  de 
l’unité  (A',  aya.)  je  divife  donc  ce  refie  par  8 — i,0U7,&  le 
quotient  3 ell  la  différence  cherchées 

En  fixiéme  lieu , On  dit  que  cet  homme  a donné  en  tout  pa  fols  , & 
que  le  premier  jour  il  a donné  i & le  dernier  22,  & ton  demande 
pendant  combien  de  jours  il  a donné,  & quelle  ejl  la  quantité  dont  il 
a augmenté  tous  les  jours. 

J’ajoute  le  premier  terme  au  dernier,  ce  qui  fait  33  , ôc  divl- 
fant  P 2 par  23  , je  trouve  4 qui  ell  la  moitié  du  nombre  des  ter- 
mes ; car  la  fomme  pa  ell  le  produit  de  23  par  la  moitié  du  nom- 
bre des  termes  (A.  2yi.)ainfi  le  nombre  de  jours  eft  8 , après 
quoi  retranchant  le  premier  terme  T du  dernier  22,  ce  qui  faic 
2 1 , je  divife  21  par  8 — r , ou  par  7,  ôc  le  quotient  3 ell  la  diffé- 
rence cherchée  (A.  aya.) 

En  feptiéme  lieu  , On  dit  que  cet  homme  ayant  donné  pendant  8 
jours , en  augmentant  toujours  de  a donné  en  tout  pa  fols,  feia 
demande  combien  il  a donné  le  premier  jour  ylr  le  dernier. 
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Je  divife  la  fomme  pa  par  4 qui  cft  la  tjoitié  du  nombre  des 
termes,  6c  le  quotient  aj  eft  la  fomme  des  extrêmes  (M  ayi.)î 
je  fais  le  produit  de  la  différence  3 par  8 — 1,  ou  7,  ce  qui  fait 
2 1 , ôc  le  rcfte  a eft  le  double  du  premier  terme  ; car  la  fomme 
du  premier  6c  du  dernier  contient  deux  fois  le  premier,  plus  la 
différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité; 
ainfi  cet  homme  a donné  le  premier  jour  i 6c  le  dernier  aa. 

ayy.  Remarque.  Si  dans  ces  fortes  de  queftionson  donnoit 
à connoître  moins  de  quantités  qu’il  ne  faut  pour  pouvoir  les  ré- 
foudre  comme  nous  venons  de  faire,  on  nommeroit  les  quanti- 
tés inconnues  par  les  lettres  x ,y , ôcc.  ôc  on  réfoudroit  le  pro- 
blème en  fuivant  le  principe  précédent  ainfi  qu’on  va  voir. 

a y 5.  Problème.  On  a détaché  dune  Garni/dn  le  premier  jour  y 
hommes,  le  fécond  7,  ^ ainfi  de  fuite,  en  augmentant  toujours  de 
deux , & à la  fin  il  s’efi  trouvé  tju  on  avoit  détaehé  en  tout  ç6  hommes} 
on  demande  pendarn  combien  de  jours  ces  Détachemens  ont  duré. 

Je  connois  bien  ici  trois  chofes,  f(^avoir  le  premier  terme  y ; 
la  différence  a , ôc  la  fomme  de  la  progreftion  p<y,  mais  comme 
l’une  de  ces  trois  chofes  , c’eft-à-dire  la  fomme  de  la  progreftion 
n’eft  pas  au  nombre  des  quatre  premières  dont  nous  avons  parlé 
{N.  a y 3.)  je  ne  puis  pas  réfoudre  le  problème  par  les  réglés  or- 
dinaires , ainfi  je  nomme  le  nombre  des  termes^ , ôc  par  con- 
féquent  y — 1 cft  le  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité.  Je 
multiplie  la  différence  a par  a 


y — i , ce  qui  donne  ly — a, 
ôc  ajoutant  à ce  produit  le 
premier  terme  y , j’ai  2J-+-3 
pour  le  dernier  terme  (M 
2 y 2.),  j’ajoute  à ce  terme 
le  premier  terme  y , ôc  la 
fommea^-HSeft  la  fomme 
des  extrêmes.  Je  multiplie 
cette  fomme  par  \y  qui  eft 
la  moitié  du  nombre  des 
termes,  ôc  le  produit 
4y  eft  la  fomme  de  la  pro- 
greftion ; or  cette  fomme 
cft  égale  à 96  par  la  condi 


2y — i 
^ 

2j»-+-3  dernier  terme. 

l_ 

aj^  -h  8 Somme  des  extrêmes.' 


yy-^^y  Somme  de  la  Progreftion; 

yy-^^y=9<i 

-f- 4y -f- 4 = 1 00 
y-^  a = 10 
^ = — a-+-  10  5=8 
tion  du  Problème  ; donc  )ûyy  ~i-^y  =9^  qui  eft  une  équation' 
du  fécond  dégré. 
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J’ajoure  de  part  & d’autre  le  quarrd  4 de  la  moitié  du  coeffi- 
cient 4 du  fécond  terme,  & par  ce  moyen  le  premier  membre 
cfl  un  quarré  parfait  {N.  221.),  je  tire  la  racine  quarrée  de  part 
& d’autre,  & \'z\y  2 = 10,  donc^= — 2-4-  io  = 8,  eftla 

première  racine , & la  fécondé  eüy  = — 2 — 10= — 12  qui 
eft  une  racine  négative  ; car  fi  Ton  multiplie^ — 8 =0  par^-H 
12  ï=  O,  le  produit  fcra^^-H4y — ç6  = o qui  eft  l’équation  que 
nous  avions  à réfoudre  ; or  cette  équation  n’ayant  qu’une  racine 
p^fitive , le  Problème  n’a  qu’une  folution , & par  conféquent  le 
nombre  des  jours  pendant  lefquels  les  Détachemens  fe  font  faits 
eft  8 , ce  que  l’on  connoîtra  aiiement  fi  l’on  continue  la  progref- 
fion  J , 7 , ôcc.  jufqu’au  huitième  terme  qui  fera  1 , lequel  ajouté 
* au  premier  fera  24,  & cette  fomme  multiplié  par  la  moitié  4 du 
nombre  des  termes  8 donnera  96 , ce  qui  étoit  propofé. 

nn»  PROBLEME.  Un  yoleur  fuit,  &fait  10  lieues  par  jour,  un 
Archer  le  pour/uit ,'  & fait  le  premier  jour  3 lieues , le  fécond  j e>* 
minfi  de  fuite  en  augmentant  toujours  de  deux , en  combien  de  jours 
k voleur fera-iil atteint,  & combien  de  lieues  [un  & foutre  auront- 
ils  fait  î 

Je  ne  connois  ici  que  le  premier  terme  3 & la  différence  2 de 
la  progreftion , mais  comnae  le  voleur  fait  tous  les  jours  10 
lieues , je  vois  que  la  fomme  de  la  progreftion  de  l’Archer  fera 
égaie  à 10  multiplié  par  le  nombres  de  jours  qu’il  aura  employé 
pour  l’atteindre  ; car  on  fuppofe  que  l’un  £c  l’autre  font  partis  le 
même  jour.  . 

Je  nomme  donc^  le  nom-  y — t . 

bre  des  termes  ou  des  jours,  2 
ainfi  y — 1 fera  le  nombre 
des  termes  diminué  de  l’u- 
nité. Je  multiplie  y — 1 par 
la  différence  2 , 6c  le  pro- 
duit eft  2y — 2 , auquel  ajou- 
tant le  premier  terme  3 , la 
fomme  2^-4-!  eft  le  dernier 
terme  (M  2^2  ) , j’ajoute  le 
premier  terme  3 au  dernier, 

K j’ai  la  fomme  des  extrê- 
mes ^-4-4.  Je  multiplie 
cette  (omme  par  & I® 


2y — 2 

3 

2J>-4-l 

3 


dernier  termes 


2j;-+-4  Somme  des  extrême^; 

iy 


^-1-  2_y  Somme  de  la  ProgreflionJ 
yy-\-2y=  loy 
^-4-2=10 
y = 10  — 2 = 8 

produit  eft  la  (omme  "de  la  progtelfion  > or  cette  fomme  eft  égale 
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à lo  multiplié  par_y,  comme  nous  venons  de  dire,  donc  ^ai 
l’équation  yy-^iy=  loy , & divifant  tout  par  y , puis  faifant 
pafler  2 dans  le  fécond  membre,  je  trouve^  = 8 ; ainfi  l’archet 
a atteint  le  voleur  dans  8 jours  , ce  que  l’on  prouvera  en  conti- 
nuant la  progrelTion  5 , j , &c.  jufqu’au  huitième  terme  que  l’on 
trouvera  être  17,  ôt  ajoutant  cc’termeau  premier,  ce  qui  fera 
20 , puis  multipliant  par  la  moitié  4 du  nombre  des  termes , on 
trouvera  80  pour  la  fomme  delà  progrellion,  ôc  cette  fom me 
fera  égale  à 1 o multiplié  par  le  nombre  des  termes  8 , ainfi  le  Va- 
leur & l’Archer  auront  fait  80  lieues  chacun  au  bout  de  8 jours. 

2j8.  Problème.  Un  homme  a gagné  au  jeu  pendant  quelques  jours 
une  progrejfion  de  lo'ùis  dont  la  Jomme  totale  ejï  48  loüts , tr  la 
fomme  des  extrêmes  efi  16  lo  'üis  ; on  demande  combien  de  jours  il  a * 
joué,  ce  qu  il  a gagne  le  premier  jour , & de  combien  le  gain  de  chaque 
jour  s'augmentoit  au-dejjus  du  précédent. 

Je  divife  la  fomme  de  la  progrelTion  par  la  fomme  16  des  ex- 
trêmes , & le  quotient  3 eft  la  moitié  du  nombre  des  termes 
{N.  2J1.)  ainfi  cet  homme  a joué  pendant  6 jours.  . ■ 
Maintenant  pour  répondre 
à ce  qu’on  me  demande  en- 
core , je  nomme  x lé  premier 
terme,  &_yla  différence.  Je 
multiplie  la  différence  par  6 
— I , ou  par  y , 6c  ajoutant  au 

Eiroduit  y^le  premier  terme  x, 
a fomme  yy  H-  a:  eô  le  dernier 
terme  {N.  2$ 2.),  j’ajoute  à ce 
dernier  terme  le  premier  ter- 
me, je  multiplie  la  fomme 
$y  -+-  ix  par  3 qui  eft  la  moitié 
du  nombre  des  termes  > ôc  le 

produit  eft  la  fomme  de  la  progtelfion  (A^.  ayi.);  ainfi  j’ai  ly^ 
•+■  6x^  48 , ôc  faifant  paffer  6x  dans  le  fécond  membre , puis 

divifant  tout  par  ly,  j’ai  , ôc  le  Problème  eft  indéter- 
miné. ** 


y 

y 

X 

Sy-+-  X dernier  terme.' 
yy  -i-  2X  Somme  des  extrêmes,' 
3 


iSy’+-6x  =48 
» y^  = 48  — 6x 
48— <* 


Or  je  vois  que  pour  déterminer  x , il  faut  qu’en  retranchanf 
6x  de  48 , le  refte  puiffe  être  divifé  exaflement  par  1 y , fi  je  veux 

que  la  valeur  — — — de  U différence  y foie  une  grandeur  fans 

fraOion,  ‘ 
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' Je  fuppofe  donc  x=  3 , & par  conféquent  6x=  lé,  & de-jS 
ôtant  18 , le  refie  30  divifé  par  i ; donne  au  quotient  2 iainfl 
cet  homme  a gagné  le  premier  jour  3 loüis>  le  fécond  ; , ôte. 
en  forte  que  la  progreflion  e(l  3 , 7,  p , 1 1 , 1 3 , 6c  il  e(l  aifé 

de  voir  que  ces  nombres  rempliffent  les  conditions  du  Problème, 

Et  cette  folution  efl  la  feule  que  l’on  puilTe  trouver  fi  l’on  veut 
que  le  premier  terme  6c  la  différence  foient  des  nombres  entiers^ 
mais  fi  cette  condition  n’efl  pas  requife,  on  peut  fuppofer  pourx, 
tel  afitre  nombre  qu’on  voudra,  pourvu  que  6x  foie  moindre  que 
‘fS  , 6c  autant  de  fuppofitions  qu’on  fera  pour  x,  autant  on  trou< 
vera  de  différentes  folutions. 

De  la  Maniéré  de  compter  les  Piles  de  Boulets. 

23  p.  Les  Piles  de  boulets  qu’on  voit  dans  les  Arcenaux  font^ 
bu  des  pyramides  quarrées , telles  que  celle  de  la  figure  12  de 
la  Planche  qu’on  trouvera  à la  fin  de  ce  premier  Livre,  ou  des 
pyramides  triangulaires  (Fig.  6.)  ou  des  pyramides  oblongues 
(Fig.  1 3.)  ou  des  pyramides  oblongues  qui  ont  à leurs  extrémités 
deux  pyramides  quarrées  (Fig.  14.)  ôc  qui  quelquefois  font  aufli 
entrecoupées  de  pyramides  quarrées  (Fig.  ly.)  6c  il  s’agit,  en* 
voyant  ces  pyramides , de  fqavoir  le  nombre  de  boulets  qu’elles 
contiennent  i c’efl  ce  que  nous  allons  faire  en  examinant  les  for- 
mations de  ces  piles.  ' 

260.  Si  l’on  écrit  la  fuite  des  nombres  naturels  1.  2.  3.  4.  y.  6. 
7.  8,  6cc.  6c  qu’on  prenne  le  premier,  puis  la  fomme  des  deux 
premiers,  puis  celle  des  trois  premiers , 6c  ainfi  de  fuite  ; on  for- 
mera une  autre  fuite  de  nombres  1.  3.  6.  10.  ly.  21.  28.  36, 
ôcc.  que  l’on  nomme  triangulaires , parce  que  ce  font  les  feuls 
qui  puiffent  s’arranger  en  triangles , comme  on  voit  dans  les  fi- 
gures 1.  2.  3.  4.  y. 

261.  Chaque  nombre  triangulaire  eft  donc  la  fomme  d’une 
progreffion  de  nombres  naturels,  6c  fon  côté  efl  toujours  égal 
au  dernier  terme  de  la  progreffion  qui  l’a  formé,  6c  auffi  au 
nombre  des  termes  de  cette  progreflion.  Par  exemple,  le  côté 
du  nombre  triangulaire  10  (Pig.  4.)  qui  efl  la  fomme  de  la  pro- 
grefiion  1,2,  3 , 4 , efl  égal  au  dernier  terme  4 de  cette  pro- 
greffion , 6c  au  nombre  des  termes  de  cette  progreffion  ; car  le 
nombre  des  termes  d’une  progreffion  de  nombres  naturels , eft 
toujours  égal  au  dernier  terme.  Il  efl  aifé  de  voir  que  le  nombre 
de  rangs  que  chaque  nombre  triangulaire  contient , efl  aufli  égal 

Tome  /,  I 
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à fon  dernier  terme,  & que  par  conféquent  on  peut  prendre  ce 
nombre  de  rangs  pour  le  nombre  de  termes  de  la  progreflïon 
qui  a formé  le  nombre  triangulaire  , ou  le  nombre  de  rangs  pour 
le  dernier  terme. 

262.  Connoiflant  donc  le  côté  d’un  nombre  triangulaire , ft 
on  ajoute  le  premier  terme  à ce  côté,  ôc  qu’on  multiplie  la  fomme 
par  la  moitié  du  nombre  des  rangs,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe 
par  la  moitié  du  côté , le  produit  fera  la  valeur  du  nombre  triangu- 
laire (A^.  ay  I.)  ainfi  nommant  x le  dernier  terme,  ou  le  côtî,  ôc 
ajoutant  1 , la  fomme  fera  x -hi , laquelle  multipliée  par  x don- 
nera le  produit  * qui  eft  l’expreffion  générale  de  tout  nom- 
bre triangulaire,  dans  laquelle  il  n’y  a qu’à  mettre  la  valeur  de  * 
pour  avoir  le  nombre  demandé. 

Soit  par  exemple  a = 7,  donc  ata  = 49,  ôc  par  conféquenc 

= ^ ==  28 , ôc  en  effet  28  eft  le  nombre 

1 t 

triangulaire  dont  le  côté  eft  7,  ôc  ainfi  des  autres. 

25;.  Si  l’on  prend  une  fuite  de  nombres  triangulaires,  par 
jexemple  les  cinq  qui  font  exprimés  par  les  figures  i.  2.  3.  4,  y 
ôc  qu’on  les  couche  les  uns  furies  autres  par  ordre,  en  mettant 
toujours  le  moindre  fur  le  plus  grand , on  formera  une  pyramide 
triangulaire  {Fig.  5.)  d’où  il  fuit  qu’une  pyramide  triangulaire  eft 
une  fomme  de  nombres  triangulaires.  i^'.  2®.  3*, 

254.  On  pourroit  donc  aifément  former  une 
Table  par  le  moyen  de  laquelle  on  trouveroit  d’un 
coup  d’œil  quel  eft  le  nombre  de  boulets  d’une 
pyramide  triangulaire  dont  on  connoîtroit  le  côté 
de  la  bafe.  La  première  colonne  contiendroit  les 
nombres  naturels  i , 2 , 3 , 4 , y,  ôcc.  La  fécondé 
contiendroit  les  fommes  fuccelfives  de  ces  nom- 
bres, c’eft-à-dire  les  nombres  triangulaires  i , 3, 

5,  10,  ly,  ôcc.  ôc  pour  former  la  troifiémc  on  prendroit  d’abord 
le  premier  triangulaire  i , enfuite  la  fomme  4 des  deux  premier» 
i,  3,  puis  la  fomme  10  des  trois  premiers  i,  3 , 5,  ôc  ainfi  de 
fuite;  ce  qui  donneroitles  nombres  1,4,  10,  20,  3y,  nommés 
pyramidaux  triangulaires , parce  que  ce  fom  les  feuls  qui  puiffent 
s’arranger  en  pyramides  triangulaires. 

Pour  connoitre  donc  par  le  moyen  de  cette  Table  quel  eft 
le  nombre  triangulaire  dont  le  côté  eft  4,  on  ebereberoit  dans  laL 
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première  colonne  le  nombre  4,  & à côté  de  ce  4 on  trouveroit 
dans  la  colonne  des  nombres  triangulaires  le  nombre  10  qui  fe- 
roic  voir  que  le  nombre  triangulaire  demandé  eft  10,  6c  ainli  des 
autres. 

De  même  fi  on  vouloir  connoître  combien  de  boulets  contient* 
une  pyramide  triangulaire  dont  le  côté  de  la  bafe  eft  y , on  cher- 
cheroit  dans  la  première  colonne  le  nombre  y , 6c  à côté  de  ce 
nombre  on  trouveroit  dans  la  troifiéme  colonne  le  nombre  3 y 
qui  feroit  voit  que  la  pyramide  demandée  contient  3 y boulets. 

Nons  donnerons  bientôt  une  Méthode  plus  courte , 6c  qui 
n’obligera  pas  de  porter  toujours  avec  foi  une  longue  Table. 

ady.Les  pyramides  quarrées  font  compofées  de  plufieiJrs  cou- 
ches qui  font  en  defeendant  1.4.9.  id.  ay,  6cc.  ceft-à-dire  les 
quarrés  des  nombres  naturels.  Par  exemple  la  pyramide  de  la  figure 
12  efteompofée  des  cinq  quarrés  des  figures  7,  8,9,10,11,  ainfi 
pour  trouver  combien  une  telle  pyramide  contient  de  boulets , 
il  n’y  a qu’à  fçavoir  ce  que  vaut  une  fuite  finie  de  quarrés  1.  4.  9. 
1 5, 6cc.  6c  cela  peut  encore  fe  trouver  en  conftruifant  une  Table 
ainfi  qu’on  va  voir. 

266.  J’écris  dans  une  colonne  les  nombres  na- 


ine une  fécondé  qui  contient  la  progrefiion 
des  nombres  impairs  i.  3.  y.  7.  9,  6cc.  je 
forme  une  troifiéme  colonne  dans  laquelle 
j’écris  d’abord  i , puis  la  fomme  4 des  deux 
premiers  nombres  impairs  1.3,  puis  la  fomme 
9 des  trois  premiers  i.  3.  y , 6c  ainfi  de  fuite, 
ôc  cette  colonne  contient  les  quarrés  des  nombres  naturels  i. 
2.  3 de  la  prehtiere;  enfin  je  fais  une  quatrième  colonne  dans 
laquelle  j’écris  d’abord  1 , puis  la  fomme  y des  deux  premiers 
quarrés,  puis  la  fomme  14  des  trois  premiers  1.4.  9 , 6c  ainfi  de 
fuite. 

Si  l’on  veut  donc  fçavoir  quel  eft  le  quarré  dont  le  côté  eft  y, 
on  cherchera  dans  la  première  colonne  le  nombre  f , 6c  à côté 
de  ce  nombre  on  trouvera  dans  la  troifiéme  colonne  le  nombre 
ay  , qui  fait  voir  que  le  quarré  de  y eft  2 y. 

De  même , fi  on  veut  fqavoir  combien  de  boulets  contient 
■ une  pyramide  dont  le  côté  de  la  bafe  eft  4,  on  cherchera  dans 
la  première  colonne  le  nombre  4,  6c  à cote  dct:c  nombre  on 

Tij 


turels  1.2.  3.4.  y , 6c c.  qui  nrarquent  les  cotés 
des  quarrés  ; à côté  de  cette  colonne  , j’en  for- 


1".  2*.  3*.  4«. 
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trouvera  dans  la  quatrième  colonne  le  nombre  ;o  qui  fait  voit 
que  cette  pyramide  contient  30  boulets, ôc  ainfi  des  autres. 

Comme  on  n’a  pas  toujours  des  Tables,  & que  celles  qu’on 
trouve  quelquefois  par  hazard  fe  trouvent  fouvent  peu  exaâes 
‘par  l’etreur  ou  la  négligence  des  Copiftes,je  vais  donner  deux 
formules  allez  fimples  pour  les  pyramides  quarrées  & triangu- 
laires , & je  ferai  voir  enfuite  comment  on  peut  compter  les  au- 
tres. Ces  formules  dépendent  du  Théorème  fuivant. 

257.  Theoreme.  Ai  Pon  prend  la  fuite  des  nombres  naturels  y o. 
1.  2.  3.  4,  &c.  qui  commencent  par  zéro , & qu'on  en  fajfe  les  quar- 
tés o.  1.  4.  p.  16.  2 y.  36,  eirx.  je  dis  quejt  Pon  fait  lafommedes 
deux  premiers  quarrés;  des  trois  premiers,  érc.  chacune  de  ces  fem- 
mes fera  à Jon  dernier  terme  ou  au  plus  grand  quarré  quelle  contient 
multiplié  par  le  nombre  des  termes,  c eft- à-dire  par  le  nombre  qui  exprime 
combien  il  y a de  quarrés  dans  cette fomme , comme  1 d 3 , plus  comme 
I d fix  fois  la  racine  du  plus  grand  quarré. 

Je  pourrois  démontrer  cette  propofition  en  employant  l’Al- 
gebre , mais  comme  le  calcul  eà  un  peu  long  ôt  compliqué,  je 
me  contenterai  de  le  démontrer  par  une  fimple  induflion  en 
cette  forte. 

Je  prens  d’abord  les  deux  premiers  quarrés  0,1,  leur  fomme 
eft  I , & le  dernier  terme  i multiplié  pat  le  nombre  des  termes  ; 
ou  pris  autant  de  fois  qu'il  y a de  termes  eft  2 ; ainfi  la  fomme 
eft  au  plus  grand  quarré  multiplié  par  , 

le  nombre  des  termes,  comme  i eft  

à 2 , & par  conféquent  elle  en  eft  la  ’ ^ 

moitié  i or  la  moitié  d’une  grandeur  eft  égale  au  tiers,  plus  au 
fixiéme  de  cette  grandeur  ; donc  la  fomme  des  quarrés  o , i eft 
au  dernier  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme  1^3, 
plus  comme  1 à 5,  mais  6 ou  6x  t eft  la  même  chofe  que  la 
racine  1 du  plus  grand  quarré  i multiplié  par  6 3 donc  la  fomme 
eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme 
13  3,  plus  comme  1 à 5 fois  la  racine  du  plus  grand  quarré. 

Je  prens  les  trois  premiers  quarrés  o -I- 1 -+-4  , leur  fomme 
eft  y ,&  le  plus  grand  4 

multiplié  par  le  nombre  = t*ï  ==  *+•  = 7 ■+■  17 

des  termes , ou  pris  trois  ^ 

fois  eft  12  3 donc  la  fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le 
nombre  des  termes  comme  y eft  à 1 2 , 6c  par  conféquent  elle 
en  eft  les  cinq  douzféme , mais  17  = /i  + 1^  > ^ = î > ^onc 
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^ = i-l-  — ; ainfi  la  fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  pat 
le  nombre  des  termes  comme  1 eft  à 3 , plus  comme  1 eft  à 12, 
ou  2 X 5 ; mais  2 x 6 eft  égal  à la  racine  2 du  plus  grand  quarré 
multiplié  par  6 ; donc  la  fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié 

f)ar  le  nombre  des  termes  comme  i à 5 , plus  comme  i à 6 fors 
a racine  2 "du  plus  grand  quarré. 

Je  prens  les  quatre  premiers  quarrés  o.  i.  4.  p,  la  fomme  eft 
14  & le  dernier  p pris  4 „ , , 

fois  eft  J (S  ; donc  la  tomme  ' ' ' ' = ==  i|-4- 

eft  au  dernier  terme  mul- 

tiplié  par  le  nombre  des  termes  comme  14  à ainfi  elle  en 


eft  les  î ; or  |-î  = -h  — , & ,'f  = — - ; donc  la  fomme  eft  au 

dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme  i à j, 
plus  comme  1 eft  à é fois  la  racine  3 du  plus  grand  quarré.  ^ 
Je  prens  les  cinq  premiers  quarrés  o.  1.4.  p.  lé.  leur  fomme 

. ^ ‘ *4  *4  *4  f >^14 

jmer  1 6 

pris  cinq  fois  fait  80;  ainfi  la  fomme  eft  ou|  du  dernier  terme 
4nultiplié  pat  le  nombre  des  termes  ; or  | = , en  multipliaiu 


tout  par3,  & ^ = Jj-+-V4=Î-+-;^  = 7H — , donc  la 

4X6 

fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes 
comme  1 à 3 , plus  comme  i a4x  é,  ou  comme  i à la  racine 
du  plus  grand  quarré  multiplié  par  6. 

Et  comme  en  continuant  de  prendre  un  plus  grand  nombre  de 
quarrés , je  trouve  toujours  la  même  chofe , il  s’enfuit  que  le 
Théorème  eft  démontré.  On  trouvera  une  Démonftration  plus 
géométrique  de  ceci  dans  l’Arithmétique  des  Infinis  dont  nous 
traiterons  plus  bas. 


368.  Problème.  Trouver  combien  il  y a de  boulets  dans  une  py^ 
ramide  quarrée  ? 

Je  fuppofe  que  la  fuite  des  quarrés  qui  compofent  la  pyramide 
commence  par  zéro  ôc  foit  o , 1, 4>  Pj  1 &c.  jufqu’au  quarré  de 

la  bafe  que  je  nommerai  xxy  ainfi  le  nombre  des  termes  de  cette 
fuite  furpaffera  d’une  unité  le  nombre  des  couches  de  la  pyra- 
mide , & n’augmentera  pourtant  pas  fa  valeur,  à caufe  que  zéro 
. ajouté  à une  fomme  ne  rend  pas  cette  fomme  plus  grande.  J’aurai 
donc  X'4-i  pour  le  nombre  des  termes,  ôc  multipliant  le  der- 
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hier  terme  par  .v-Hi  , ;’aurai  qui  fera  le  produit  du  der- 

nier terme  multiplié  par  le  nombre  des  rermes  ; or  la  fuite  o.  i. 
p.  1(5,  ôcc.  .v.v,  eft  égale  au  tiers  de  ce  produit,  plus  à une 

fraclion  de  ce  même  produit  exprimée  par  ^ , & le  tiers  de  xi 

X ^ ^ ' X ^ ^ X ^ 

H-jc*eft , & le  — eft  — — , donc  la  fuite  o.  1.4.  p.” 

3 6x  6x 

1 6 , 6c  a-a:  cft  égale  à — h — , 6c  par  conféquent  la  py- 
ramide donnée  fera  - — h , ce  qui  donne  la  réglé  fui- 

3 6*  * o . 

vante. 

Réglé.  Faites  la  fomme  àu  cube  dr  du  quarré  du  dernier  terme  ; 
divifez  cette  fomme  par  j , enjûite  divifèz  la  même  fomme  par  6 fois 
la  racine  du  dernier  terme , ou  par  6 fois  le  coté  de  la  bafe  de  la  pyra- 
mide, & les  deux  quotiens  ajoutés  enfemble  vous  donneront  la  fomme 
des  boulets. 

Soit  x=p,  c’eft-à  dire  fuppofons  que  le  côté  de  la  bafe  de 
la  pyramide  contienne  p boulets , nous  aurons 1 — 

* I ^ tio._-8io  o.  810  - ^ 1 

= — ^ ^Tx!»  = ^7°>  oc— =>y» 

donc H = 270-4-  1 J = 28J  5 ainfi  la  pyramide 

contiendra  aSy  boulets  , 6c  en  effet  fi  l’on  fait  la  fuite  des  quar- 
tés i.  4.  p.  1 <5 , 6cc  jufqu’au  dernier  qui  fera  Bi , puifque  le  côté 
de  la  baie  efi  p , 6c  qu’on  additionne  ces  quarrés , on  trouvera 
que  la  fomme  eft  28  j. 

25p.  PROBLEME.  Trouver  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  une 
pyramide  triangulaire. 

Nous  avons  déjà  dit  que  toute  pyramide  triangulaire  eft  une 
fuite  ou  une  fomme  de  nombres  triangulaires  (M  25j.),6cque 
tout  nombre  triangulaire  eft  la  fomme  d’une  progreflion  de  nom*, 
bres  naturels,  (M  25o. ).  Cela  pofé. 

Suppofons  que  la  fuite  des  nombres  triangulaires  qui  compo- 
fent  la  pyramide  commence  par  zéro,  ôc  que  la  progreffion  des 
nombres  naturels  ait  auftî  zéro  pour  fon  premier  terme,  ce  qui 
fera  que  le  nombre  des  termes  lurpaffera  d’une  unité  le  nombre 
des  rangs  de  la  pyramide , 6c  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
greffion  1.  2.  3,  &c.  fans  augmenter  pourtant  la  valeur  ni  de  la 
pyramide^  ni  de  la  progreffton  naturelle  1.2.3  y 
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Or  delà  il  arrivera  qu’en  nommant  * le  dernier  terme  de  la 

{•rogrefTion  o.  i.  2.  3 , &c.  qui  formera  un  nombre  triangulaire, 
e nombre  des  termes  fera  jc-+-  1 , & par  confdquent  la  Ibmme 
de  la  progreflion  fera  a:  -t-o  multiplié  par  ar  -t-  -j-  {N.  2j  1.) } or 

-,  donc  le  nom- 

arjr  -f-  jr 


x-hOf  ou  X multiplié  par  ^ ar i donne 


bre  triangulaire  formé  par  cette  progreflion  fera  encore 

de  même  que  nous  l’avons  trouvée  ci-deflus  (N.  2S2.)  ce  qui 
doit  être  eflfeêlivement,  à caufe  que  zéro  ajouté  à une  valeur  ne 
Taugmente  point. 

Maintenant  exprimons  la  progreflion  o.  1.2.  3. 4,  &c.  par  les 
carafteres  o.  a.  c.  d,  &c.  jufqu’au  dernier  que  nous  nomme- 
rons a: , & qui  par  conféquent  fera  le  côté  de  la  bafe  de  la  pyra- 
mide ; le  nombre  triangulaire  o fera  donc  — - , le  nombre 


«a-*-  a 


triangulaire  formé  par  les  deux  premiers  termes  o.  a.  fera 
celui  qui  fera  formé  par  les  trois  premiers  termes  o.  a.  h.  fera 
, & ainfi  de  fuite  jusqu’au  dernier  nombre  triangulaire  qui 

feraîf^,  & il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  la  fomme  de  tous 
ces  nombres. 

Pour  cela  négligeons  d’abord  le  divifeur  2 , & faifons  la  fomme 
de  tous  les  numérateurs  laquelle  nous  diviferons  enfuite  par  le 
divifeur  2 que  nous  aurons  négligé.  Cette  fomme  fera 
compoféede  deux  fuites  dont  l’une  fera  la  fuite  des  quar- 
lés  des  nombres  naturels  o.  1.2.3,  * , & l’autre  fera 

la  fuite  de  ces  mêmes  nombres  i or  la  fuite  des  quarrés 


efl 


4- 


X»- 


fx 


(A/i.  258.)  fie  la  fuite  de  la  progref- 


XX^^M 

fion  o.  1.  2.  3 , ôcc.  efl comme  nous  venons 

» 

de  voir  ; ajoutant  donc  enfemble  ces  deux  fuites , la  fomme  de» 
nombres  triangulaires  fera  * — p.  Je  réduis 

3 <x  » 

CCS  trois  fraêlions  au  même  dénominateur , en  multipliant  le 
numérateur  fie  le  dénominateur  de  la  première  par  2 , fie  ceux 
de- la  detniere  par  3 , fie  en  divilànt  le  numérateur  fie  le  dénomir 


0*4-0 
a*  -+-  a 

c*  4-  c - 

fiée. 

A * -hX 


I 
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Dateur  de  la  fécondé  par  x,  ce  qui  donne 


, & corrigeant  l exprelfion , jai  — 


-<x» 


•4* 


»*  + < 


qui  fe  ré- 


duit à 


en  divifant  le  numérateur  & le  dcnomina- 


nateur  par  a ; enfin  Je  divife  cette  fraûion  par  le  divifeur  2 que 


j’ai  négligé , & le  quotient 


3,1 


eft  la  pyramide  chetr 


chée,  d'où  l’on  tire  la  réglé  fui  vante.  • 

Réglé.  Prenez  le  cube  du  coté  de  la  bajè , trois  fois  le  qnarré  de 
ce  côté  y & deux  fois  ce  côté  ; faites-en  la  fomme , & divifezia  par 
6 , ce  qui  donnera  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  la  pyramide 
triangulaire. 

Soit  8 le  côté  de  la  bafe,  ainfi  x = 8,  & par  conféquent 

*» -*- 3x* -4-  t»  jiH-UH-16  ^ /•  I 

= = -Z-fs  =120;  amfi  1 20  fera  la 

nombre  de  boulets , & en  effet  fi  l’on  prend  les  huit  premiers 
nombres  triangulaires  dont  le  dernier  aura  8 au  côté , on  trou* 
vera  que  leur  Ibmme  eft  égale  à 1 20. 

270.  PROBLEME.  Trouver  quel  ejl  le  nombre  de  boulets  contenus 
dans  une  pyramide  oblongue,  ou  dans  une  pyramide  oblongue  terminée 
par  des  pyramides  quarrées  y ou  dans  une  pyramide  oblongue  termi-, 
née  dr  entrecoupée  par  des  pyramides  quarrées. 

Soit  la  pyramide  oblongue  [Fig.  1 ?.)  î i ette  pyramide  eft  com- 

Îofée  de  la  pyramide  quarrée  ABC,  & de  la  figure  oblongue' 
ainfi  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  ces  deux 
figures  eft  le  même  que  celui  qui  eft  contenu  dans  la  figure  en- 
tière. 

Or  la  pyramide  ayant  6 boulets  au  côté  de  fà  bafe , Je  fais  le 
cube  de  6 qui  eft  21 5,  & le  quarré  de  6 qui  eft  35,  j’ajoute  ces 
deux  quantités  enfemble , ce  qui  donne  la  fomme  272  ; Je  divife 
cette  fomme  par  5 , & le  quotient  eft  84 , Je  divife  la  même 
fomme  par  6x6 y ou  par  35,  & le  quotient  eft  7,  j’ajoute  les 
deux  quotiens  84  fit  7,  fie  la  fomme  pi  eft  le  nombre  de  bou- 
lets contenus  dans  la  pyramide  ABC. 

Maintenant  la  figure  DEHGF  n’eft  autre  chofe  que  le  trian- 
gle FHG  pris  autant  de  fois  qu’il  y a de  boulets  dans  le  rang  DF; 
mais  le  triangle  FHG  a fix  boulets  à fa  bafe  HG  { donc  ce  trian- 
gle eft  ^^==Y  = 21  (A'^  362.),  multipliant  donc  21  par  le 

nombre 
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nombre  18  des  boulets  du  rang  DF,  le  produit  378  eft  le  nom- 
bre de  boulets  contenus  dans  la  figure  DEHGFj  donc  en  ajou- 
tant 378  au  nombre  j)  1 de  la  pyramide  quarrée  ABC  , la  fomme 
46 P fera  la  fomme  totale  des  boulets  de  la  figure  1 3. 

Soit  la  pyramide  oblongue  terminée  par  deux  pyramides  quar- 
rées  {Fig.  1 4.)  les  deux  pyramides  étant  égales , je  mefure  la  py- 
ramide ABC , en  faifant  la  fomme  376  du  cube  3 1 2 & du  quarré 
64  du  côté  BC  = 8 ; je  divife  cette  fomme  par  3 , 6c  le  quotient 
ell  15)2  ; je  divife  la  même  fomme  par  5 x 8 , ou  par  48 , 6t  le  quo- 
tient eft  1 2 ; j’ajoute  les  deux  quotients  enfemble , ce  qui  donne 
204  pour  le  nombre  des  boulets  de  la  pyramide  ABC  ; ainfi  dou- 
blant ce  nombre , ce  qui  fait  408 , j’ai  le  nombre  des  boulets  des 
deux  pyramides  ABC,  DEF. 

Je  coupe  la  figure  qni  eft  entre  les  deux  pyramides  en  deux 
parties  dont  l’une  HRFIM  eft  une  figure  oblongue.  6c  l’autre 
SPV  eft  une  pyramide  triangulaire  ; or  la  figure  HRNM  n’eft 
autre  chofe  que  le  triangle  dont  le  côté  eft  NM  = 4 pris  autant 
de  fois  qu’il  y a de  boulets  dans  le  rang  HM  —\~i;  c’eft  pour- 
quoi failànt  le  triangle  du  côté  NM  qui  eft  = ^ = i o , 6c 

multipliant  10  par  17,  le  produit  170  eft  la  fomme  des  boulets 
contenus  dans  HRNM.  La  pyramide  triangulaire  SPV  ayant  trois 

boulets  au  côté  de  fa  bafe  PV  eft  ^ =$10.  (M  26p.) 

ajoutant  donc  10  au  nombre  170  de  la  figure  HRNM , la  fomme 
180  eft  le  nombre  de  boulets  contenus  entre  les  deux  pyramides; 
donc  en  ajoutant  180  à la  fomme  408  des  deux  pyramides,  la 
fomme  388  eft  le  nombre  de  tous  les  boulets  de  la  figure  14.  6c 
il  eft  aifé  de  calculer  de  la  même  façon  la  figure  i ; . 

271.  Remarque,  Si  l’on  trouve  que  la  formule h 

— - — eft  un  peu  «mbarraflante , on  la  fimplifiera  en  cette  forte. 
Je  divife  le  numérateur  6c  le  dénominateur  de  la  fécondé  frac- 


tion  par  Jf,  6c  j’ai  — - — qui  eft  encore  la  même  que  

(M  3 3.)  Je  multiplie  le  numérateur  6c  le  dénominateur  de  la  pre- 
mière fraêlion  par  2 , 6c  j’ai  qui  eft  encore  la  même  que 


*>+*• 

i 


{N.  31.)  ainfila  formule  fe  change  en  celle-ci 
Tomt  L 


■ E L E M E N s 

• 1*  /V  rt  ■+•3**  - IJ 

laquelle  en  corrigeant  1 cxpreilion  elt  ^ , formule  des 

pyramides  quarrdes , & cette  fotmule  ne  différé  de  celle  des  py- 

• rt  > J I,* 

lamides  triangulaires  qui  eft ^ qu  en  ce  que  dans  1 une 

le  terme  xi  eft  multiplié  par  2 , ôc  le  terme  x n’eft  multiplié  que 
par  l’unité , au  lieu  que  dans  l’autre  le  terme  xi  eft  multiplié  par 
l’unité  , & le  terme  je  eft  multiplié  par  2.  Les  trois  formules  pour 
les  piles  de  boulets  font  donc  en  mettant  x pour  le  côté  de  Ci  bafe. 

Formule  des  triangles. 

^ Formule  des  pyramides  quarrées. 

X -h  5»  -h  IX  ^ jgg  pyramides  triangulaires. 


CHAPITRE  VIII- 

Des  Raijons  , Proportions  & Progrejfions  Géométriques. 

272.  CI  le  premier  terme  d’une  Raifon  géométrique  eft  égal 
>3  au  fécond,  la  raifon  s’appelle  Raifon  d égalité i s’il  eft 
plus  grand  la  raifon  fe  nomme  Raijbn  de  plus  grande  inégalité ^ 6c 
s’il  eft  moindre  c’eft  une  Raifon  de  moindre  inégalité, 

273.  Il  ne  faut  pas  confondre  la  raifon  d’égalité  avec  ce  qu’on 
nomme  égalité  de  raifons  ; car  la  raifon  d’égalité  eft  entre  deux 
grandeurs  égales,  ôc  l’égaliré  de  raifons  eft  enrre  deux  raifons 
égales.  Quand  on  dit  u=i,  voilà  une  raifon  d’e^aZ/ré,  ôc  quand 
on  dit  a.b-.-.c.dy  voilà  une  égalité  de  raifons  ; ainfi  l’un  eft  bien 
différent  de  l’autre. 

274..  Quand  l’antécédent  contient  un  certain  nombre  de  fois 
exaélenienr  fon  conféquent  comme  deux  foi^,  trois  fois , ôcc.  la 
raifon  fc  nomme  double,  triple,  quadruple,  ôcc.  Ôc  en  general 
multiple.  Mais  fi  l’antécédent  ne  contient  pas  exactement  fon  con- 
féquent, comme  par  exemple  3 qui  contienr  2 une  fols  ôc  demi, 
on  fe  contente  d’exprimer  la  raifon  par  fes  termes  en  difant  ; que 
la  raifon  eft  de  3 à 2,  ôc  on  en  agit  ainfi  pour  éviter  les  noms 
barbares  de  fefquialtere , Jefjuitierce , Jurparticuliere , Jurpatiente , 
furbipatiente , &c.  dont  les  Anciens  fe  fervoienr. 

27J.  Quand  le  conféquent  coudent  un  certain  nombre  de  fois 
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exaûement  fon  antécédent,  la  raifon  cft  fouidouble,  foustriple, 
fousquadmple,  &c.  ôc  en  général  fousmultiple , parce  que  dans 
toute  raifon  c’eft  toujours  le  premier  terme  qu’on  rapporte  au 
fécond,  ôc  qu’alors  le  premier  efl  la  moitié,  ou  le  tiers  , ou  le 
quart , &c.  du  fécond  ; mais  dans  les  cas  ou  l'antécédent  n'ed  pas 
contenu  exaûement  dans  le  conféquenr,  on  exprime  la  raifon 
par  fes  termes  mêmes , comme  la  raifon  de  2 à 5 , de  4 à £cc. 

275.  L’expofant  d’une  raifon  étant  le  quotient  de  la  divifion 
du  plus  grand  terme  par  le  moindre , il  eft  clair  que  le  moindre 
terme  multiplié  par  l’expofant  doit  être  égal  au  plus  grand,  puiP’ 
que  dans  toute  divifion  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  efi 
égal  au  dividende  {N.  2p.)  ainfi  dans  la  raifon  a,  b,  li  a eü  plus 
grand  que  b,  & que  le  quotient  de  a divifé  par  b , ou  l’expofant 
foit  nommé/),  on  aura  a=bp,tx.iii\i  contraire  b eft  plus  grand 
que  a,  & que  le  quotient  de  b divifé  par  o,  ou  l’expofant  foir  en- 
core nommé  p,  on  aura  ^ = a/).  Nous  fuppoferons  toujours  que 
le  premier  terme  efi  plus  grand  que  le  fécond , à moins  que  nous 
ne  difions  autrement. 

277.  Theoreme.  Dam  toute  proportion  géométrique  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens  f drft  la  proportion  eft  conti- 
nue , le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  quarré  de  la  moyenne. 

Soit  la  proportion  géométrique  a.bwc.  d ; je  nomme  p l’expo- 
fant  de  la  raifon  a,  b ^ lequel  efi  le  même  que  l’expofant  de  la 
raifon  r,d,  puifque  çes  deux  raifons  étant  égales,  le  premier 
antécédent  a contient  fon  conféquent  b de  la  même  faqon  que 
l’antécédent  c contient  fon  conféquent  à ; ainfi  nous  aurons 
m—bp,  6c  c=^dp  {N.  2j6.)  6c  mettanr  ces  valeurs  àe  a 6c  dec 
dans  la  proportion,  nous  aurons  bp.  b ::  dp.  d,  &c.  faifant le  pro- 
duit des  extrêmes  6c  celui  des  moyens,  nous  aurons  bpd,  6c  dpb^ 
or  ces  deux  produits  font  égaux,  puifqu’ils  font  formés  par  les 
mêmes  grandeurs  : donc  bpd  = dpb , 6c  remettant  dans  cette 
équation  a au  lieu  Azbp,  6c  r au  lieu  de  dp , nous  aurons  ad  — bc^ 
6c  par  conféquent  le  produit  des  extrêmes  efi  égal  au  produit  des 
moyens. 

Si  la  proportion  étoit  continue  comme  a,  b , c,  on  l’écri- 
roit  ainfi  a,  b -.-.bfC,  6c  nommant  l’expofant  p,  la  première  rai- 
' foa^,  b , feroit  la  même  que  bp,  b,  6c  la  fécondé  raifon  b,  c,  feroit 
la  même  que  cp.  c;  ainfi  la  proportion  fe  changeroit  en  celle-ci 
hp.  b::  rp.  r , qui  feroit  encore  la  même , 6c  faifant  le  produit  des 
emêmes,  6c  celui  des  moyens  on  autoit  Apc =r^p,  mais  bp=a, 

Vi; 
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6c  cp  = b;  mettant  donc  a au  lieu  de  bp  dans  le  premier  produit  j 
6c  ^ au  lieu  de  cp  dans  le  fécond,  on  auroit  ac  = bb , c’ell  à- 
dirc  le  produit  des  extrêmes  égal  au  quarré  de  la  moyenne. 

278.  Corollaire.  6'/  quatre  grandeurs  i , b,c,  à, font  dijpo/ees 
de  telle  fapon  que  le  produit  des  extrêmes  fiit  égal  au  produit  des 
moyens,  ces  quatre  grandeurs  feront  en  proportion.  Si  cela  n’étoit  pas 
l’expofant  de  la  raifun  a,  b,  feroit  donc  didcrent  de  l’expofant 
de  la  raifon  c , d.  Nommons  le  premier  p,  6c  le  fécond  q,  donc 
nous  aurons  a = bp , 6c  c—dq  ; ainfi  les  quatre  grandeurs  feront 
bp,  b,  dq,  d,  &L  le  produit  des  extrêmes  bpd,  ne  fera  pas  égal  à 
celui  des  moyens  hdq , ce  qui  ed  contre  la  fuppolition. 

27p.  Corollaire  II.  Si  quatre  grandeurs  a,  b,  c,  à.,  font  pro~ 
portionnelles , on  trouvera  toujours  quelles  font  en  proportion  de  quel- 
que façon  qtîon  les  difpoji  , pourvu  que  ton  obferve  que  les  extrêmes 
rejitnt  tous  deux  extrêmes , ou  qitils  deviennent  tous  deux  moyens , &, 
que  les  moyens  rejîent  tous  deux  moyens  ou  qu’ils  deviennent  tous  deux 
extrêmes. 

On  pourra  donc  faire  les  fept  chan- 
geniens  fuivans  dans  lefquels  il  ed  aifé 
de  voir  que  la  proportion  fubfidc  tou- 
jours, puifque  le  produit  des  extrê- 
mes 6c  celui  des  moyens  font  toujours 
les  mêmes  que  le  produit  des  extrê- 
mes ôc  celui  des  moyens  des  quatre 
grandeurs  a,  b,  c,  d,  f^avoir  ad=bc, 
ôc  bc  = ad. 

Le  premier  changement  fe  nomme  alternando , parce  qu’on 
compare  les  grandeurs  alternativement,  la  première  àla  troifiéme, 
6c  la  fécondé  à la  quatrième. 

Le  fécond  fe  nomme  invertendo,  o\s  permutando , parce  qu’oi» 
met  les  conféquens  à la  place  des  amécédens.  Les  autres  n’ont 
d’autres  noms  que  ceux  qu’ils  tirent  de  l’arrangement  de  leurs 
termes , ainfi  dans  le  troifiéme  on  compare  le  premier  conféqueat 
au  fécond,  6c  le  premier  antécédent  au  fécond  antécédent;  dans 
le  quatrième  on  compare  le  fécond  conféquent  à fon  antécédent , 
6c  1^  premier  conféquent  à fon  antécédent , ôcc. 

280.  Corollaire.  III.  Si  quatre  grandeurs  font 

proportionnelles , & qu’on  ajoute  ou  qu'on  retranche  chaque  conféquent 
de  antécédent,  ou  chaque  antécédent  de  fon  confiquent,  tl  y aura 
toujours  proportion.  Ainfi  l’on  pourra  faire  les  changemens  fuivans 


a.bwc.d. 

ad=bc 

I«. 

a,  c \ b.  d. 

ad=be 

2*. 

b.  a::  d.c. 

cb  = ad 

3'- 

b.  d::  a,  c. 

cb  ="ad 

4*- 

d.  c : : b.  a. 

ad=  cb 

y'. 

c.  a ::  d.  b. 

cb  = ad 

6*. 

d.  b::  c.  a. 

ad  = cb 

7*. 

c.  d::a.  b. 

1! 

C:i 

t 
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dans  Icfquels  je  vais  démontrer  que  la  proportion  fubdlle  toujours. 

Le  produit  des  ex- 
trêmes du  premier  a.b::c.d  ad=bc 

changement  eft  ad  \^.a-\-b.  bwe-^d.d  ad-hbd  = bc-\-bd 
•hdb,  & celui  des  2'.  a — b.b::c-^  d.d  ad — bd-=bc — bd 
moyenseft  Ac-+-M,  3®.  a.  r.  c-f- d ac-^ad  = ac-i-be 

or  les  termes  éd,  a.  a — b::c,c—d  ac — ad=ac  — be 

font  égaux  J & les 

termes  ad,  bc,  le  font  audi  puifque  les  quatre  grandeurs  propor- 
tionnelles a,b  , c ,d,  donnent  ad=^bc-,  donc  les  produits  ad  -H 
db,  Sx.  bc-hbd  étant  compofés  de  quantités  égales  font  parfai- 
tement égaux,  ôc  ainfî  des  autres.  Le  premier  & le  troifiéme 
de  ces  changemens  fe  nomment  componendo,  Sx  le  fécond  & le 
quatrième  fe  nomment  dividendo. 

281.  Remarque.  11  eft  clair  qu’on  peut  faire  la  même  chofe 
dans  les  fept  difpofitions  du  fécond  Corollaire  ; or  quand  on  die 
b-t-a.  a ::  d-\-c.  c.  ou  b — a.  a::  d — c.  c,  c’eft-à-dire  le  premier 
conféquent  plus  ou  moins  fon  antécédent , cela  fe  nomme  con~ 
vmendo , ou  converfion  de  raifon. 

282.  Corollaire  IV.  6/'  ejuatre  grandeurs  font  en  proportion , ù" 
qtion  ajoute  ou  qu’on  retranche  des  deux  premiers  termes,  ou  des  deux 
derniers , ou  des  antècédens,  ou  des  deux  confequens,  ou  enfin  des  qua- 
tre termes  des  grandeurs  qui  foient  en  même  raijon  que  ces  termes,  il 
y aura  toujours  proportion. 

Soit  la  proportion  a.b::c.d, 
je  prens  les  deux  grandeurs  m, 
n,  qui  font  en  même  raifon  que 
O 6c  6e  je  dis  que  a-^m.  b 
•i-n  ::  c.  d.  Suppofons  que l’ex- 
pofant  de  la  raifon  a,  b,  foit p , 

6c  nous  aurons  a=pb , aind 
l’expofant  de  la  raifon  m,  n, 
étant  audi  p , nous  aurons  m = 
mettant  donc  les  valeurs  de 

a Sx  de  m dans  a-hm  Ôc  b-i-n,  nous  aurons  pb-hnp,  b-hn  ; 
or  fi  je  divife  le  premier  terme  de  Cette  raifon  par  le  fécond, 
le  quotient  ou  l’expofant  fera  p,  c’eft-à-dire  le  même  que  celui 
de  la  raifon  a , A , ou  de  la  raifon  c,d,  Sx  par  conféquent  les  trois 
raifons  pb-\-np,  b-^n,a,b;c,  d feront  égales;  mais  la  raifon 
pb-^np,  b^n,eü.  égale  à la  raifon  « 4- m,  donc  celle; 

y iij 


a.  b : ; c.  d 

1®®.  a-\-m,b-^n\:c.d 
2®.  a — m.b — n’.-.c.d 
3*.  a-i-m.b::c~^n.d  . 

^®.  a — m.b\:c — n.  d 
J®.  a.b-\-mi:  c.d-^n 
6®.  a.  b — m::c.  d — » 

7®.  a-^m  b-^r-.:c-\-n.d-i-t 
8®.  a — m.b — r::r — n.d — t 
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ci  cfl  aulTi  égale  à chacune  des  deux  raifons  <7,  b-,c,d,  & par*: 
tant  a-^m , b -^n::  c.  d.W  cü.  aifé  de  démontrer  la  même  chofe 
dans  le  troifiéme,  quatrième,  cinquième  ôc  fixiéme  cas,  en  J'up- 
pofant  que  les  grandeurs  m ,n,  font  en  même  raifon  que  les  an< 
técédens  a,  b,  on  que  les  conféquens  d,  & dans  le  feptiéme 
& huitième  cas,  les  grandeurs  fw,r,  de  même  que  les  gran- 
deurs n,  t,  doivent  être  dans  la  même  raifon  que  les  termes  a. 
b,  onc , d. 

283.  Corollaire  V.  Si  ^juatre  grandeurs  a,  b,  c,  d,  font  en 
proportion , dr  qu'on  les  multiplie  par  quatre  autres  grandeurs  e , f , 
g,  h,  qui  /oient  aujfi  en  proportion,  c’ejl-àdire  chaque  terme  par 
chaque  terme , les  produits  feront  encore  en  proportion , & ce  ferait  la 
même  chofe  fi  on  divifoit  chaque  terme  par  chaque  terme. 

Il  s’agit  de  prouver  que  ae.  bf:  : cg.  dh. 

Je  nomme/»  l’expofant  de  la  première  pro-  a.  b ::  c.  d. 

pomon,donc  a=  bp,  &L  c = dp  ,6c  met-  e.  f ::  g.  h. 

tant  ces  valeurs  de  & de  r dans  la  pre- 
mière proportion , j’ai  bp.bw  dp.  c. 

Je  nomme  q l’expolant  de  la  fécondé 
proportion,  fie  partant  e—fq,  6c  g = hq, 

6c  mettant  les  valeurs  de  r ôc  de  ? dans  la 
fécondé  proportion,  j’ai  fq.f:-.hq.  h.  Je  hpfq.  bf  ::  dphq.  dh. 
multiplie  les  termes  de  la  proportion  bp.  b 
::  dp.  c par  les  termes  de  la  fécondé  fq.  f::hq.  h,  6c  je  trouve 
bpjq.  bf  : : dphq.  dh.  Je  divife  le  premier  terme  de  la  première  rai- 
fon par  le  fécond , ôc  le  quotient  ou  l’cxpofant  eft  pq.  Je  divife  de 
même  le  premier  terme  de  la  fécondé  raifon  par  le  fécond  terme, 
ôc  le  quotient  ou  l’expofant  eft  encore  pq  ; donc  ces  deux  raifons 
font  égales  ; mais  la  première  raifon  bpjq , ^ eft  la  même  que  la 
raifon  ae,  bf,  6c  la  fécondé  raifon  dphq,  eft  la  même  que  cg, 
dh , donc  les  taifons  ae,bf,  6c  cg,  dh  font  égales,  ôc  partant  ae.  bf 
: : cg.  dh. 

Maintenant,  fuppofons  que  les  termes  a,  b c.  d 

de  la  première  ptoportion  foient  divifés  e.  f w g.  h 

par  ceux  de  la  fécondé , cé  qui  donne  — . — 

: : — . > je  mets  les  valeurs  àca,c,e,g,  trou- 
vées ci- dcfliis,  ôcj’ai^.  -r>  & divi- 
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fant  l’antécédent  d»  chaque  raifon  par  fon  conféquent , le  quo- 
tient  ou  l*éxpofant  eft  de  part  ôc  d’autre  —,  donc  les  deux  raifons 

font  égales,  & par  conféquent^.  4>mais— =— , & 

t»p  . ^ a i , J ^ ' 

hd  g*  c f s:  fc  • 

284.  Corollaire  VI.  Si  quatre  grandeurs  a,  b,  c,  à,  font  en 
froportionf  leurs  quarrés , leurs  cubes , leurs  quatrième  puijfances , &c. 
eu  leurs  racines  fécondés , troiftémes , drc.Jont  aufi  en  proportion. 

Quand  on  éleve  les  quatre  grandeurs  a,b,c , d,  au  quarré , on 
fait  la  même  chofe  que  fi  l’oamultiplioit  les  termes  de  la  proportion 
O.  b ::c.  d par  les  termes  d’une  autre  proportion  a.  b ::c,  d j 01 
or  en  ce  cas  les  produits  font  en  proportion  (A'.  283.)  donc  les 
quarrés  qui  ne  font  autre  chofe  que  les  produits , font  aufii  en 
proportion  ; donc  la  proportion  des  quarrés  multipliée  parcelle 
des  premières  puifiances  donnera  une  autre  proportion  qui  fera 
celle  des  cubes,  & celle  des  cubes  multipliée  parcelle  des  pre- 
mières puifiances  donnera  celle  des  quatrièmes  puifiances , Ôcc. 

Maintenant  puKque  les  quarrés  étant  en  proportion , les  racines 
le  font  aufii,  fi  nous  regardons  les  termes  de  la  proportion  a.br.c.d, 
comme  des  grandeurs  quarrées  , leurs  racines  quarrées  donne- 
ront par  conféquent  la  proportion  Va.Vb:\Vc,v'd,àe.Çi  nous 
les  regardons  comme  des  cubes , leurs  racines  cubiques  donne- 
ront la  proportion  \ea.  '^bw^c . ÿ'd,  & ainfides  autres. 

28  y.  Remarque.  Il  eft  aifé  de  voir  que  ft  quatre  grandeurs  font 
en  proportion , leurs  doubles , ou  leurs  triples  , & en  général  leurs  équi~ 
multiples  cejl-à-dire  les  grandeurs  qui  les  contiennent  un  même  norru- 
bre  de  fois , ou  leurs  tiers  , leurs  quarts , &c.  & en  général  leurs  fous- 
éqiiimultiples , c'ejl-à-dire  les  grandeurs  qu'elles  contiennent  un  même 
nombre  défais  .font  encore  en  proportion.  Car  en  prenant  leurs  dou- 
bles , ou  leurs  triples  , &c.  on  les  multiplie  toutes  ou  par  2 , ou 
par  3 , ôcc.  ôc  en  prenant  leurs  moitiés  ou  leurs  tiers  , ôcc.  on  les 
divife  toutes  ou  par  2 ou  par  3 , &c.  ôc  par  conféquent  les  deux 
preiijiers  termes  font  encore  en  même  raifon  après  la  multiplica- 
tiplication  ou  la  divifion  qu’ils  l’éroient  auparavant  ( A^.  32.  33.) 
& la  même  chofe  arrive  aux  deux  derniers.  Donc  les  quatre  pro- 
duits ou  les  quatre  quoriens  étant  encore  en  même  raifon  , la  pro- 
portion fubfifte  , ôc  elle  fubfifteroit  aufii , fi  on  muitiplioit  ou  di- 
^ ifoit  les  quatre  grandeurs , ou  les  deux  premières  , ou  les  deux 
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dernières , ou  les  antécédents  ou  les  conféqnents  par  tel  nombre 

que  l’on  voudroit,  entier,  ou  rompu , ou  compofé  d’erttier  & de 

fraction. 

285.  Corollaire  VII.  Si  deux  produits  font  égaux  , on  pourra 
toujours  en  tirer  une  proportion  en  mettant  le  deux  grandeurs  qui  corn- 
pofent  le  premier  à la  place  des  deux  extrêmes , ou  des  deux  moyens  , 
& celles  qui  compofent  le  fécond  à la  place  des  moyens , ou  à la  place 
des  extrêmes. 

Soient  les  produits  ad=cb , je  dis  qu’on  aura  a.b\\c.d,o\i 
a.  c:\b.dy  ce  qui  eft  évident , puifquc  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  au  produit  des  moyens. 

287.  Les  deux  grandeurs  du  premier  produit  font  dites  réc/- 
aux  grandeurs  du  fécond  produit  égal  au  premier,  parce 

qu’ayant  pris  le  premier  antécédent  dans  le  premierproduit,  & fon 
conféquent  dans  le  fécond , on  prend  réciproquement  le  fécond 
antécédent  dans  le  fécond  produit  , & Ion  conféquent  dans  le 
premier. 

288.  CoROILAiRE  VIII.  Silaraifonde  deux  grandeurs  Z,  b; 
efl  plus  gande  que  celle  de  deux  autres  grandeurs  c,d,  le  produit 
des  extrêmes  fera  plus  gand  que  celui  des  moyens  ; & au  contraire  y 
ft  la  raifon  z,hefl  moindre  que  la  raifon  c,d,le  produit  des  extrêmes 
ejl  moindre  que  celui  des  moyens. 

Si  la  railon  a,  b étoit  égale  à la  raifon r , d,  on  auroit  ad=bcy 
or  par  la  fuppofition  le  premier  antecedenr  ellplus  grand  qu’il  ne 
faut,  puifque  la  raifon  a,bcü.  plus  grandeque  la  ration  b , a donc 

doit  être  plus  grand  que  : mais  fi  la  raifon  2,  i eft  moindre 
que  la  raifon  b',  c , le  premier  antécédent  a eft  plus  petit  qu’il  ne 
faut  i donc  ad  eft  moindre  que  cd. 

28p.  Remarque.  Si  la  raifon  <1 , ^ eft  plus  grande  ou  moindre 
que  la  raifon  c y d.,  on  trouvera  toujours  en  alternant,  en  permu- 
tant, en  un  mot  en  faifant  tous  les  changemens  marqués  ci- 
deftus,  (N.  27p.  280.  &c. ) que  le  produit  des  extrêmes  fera 
plus  grand  ou  moindre  que  celui  des  moyens  ; car  fi  on  alterne 
en  difant  a ,c,  6c.  b , d,  les  produits  ad,  bc  feront  eucore  les  mê- 
mes , & par  conféquent  ad  fera  plus  grand  ou  moindre  que  bc. , de 
même  fi  on  compofe  en  difant  a-hb.  b 6c  c-\-d.  b,  les  proc^uits 
feront  ad-\-bd,  éebc-^bd,  6c  retranchant  de  part  ôc  d’autre 
il  reliera  plus  grand  ou  moindre  que  bc,Ssc  on  prouvera  aifé; 
ment  1a  même  chqfe  de  tous  les  autres  cas. 

ipol 
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ajo.  Problème.  Trois  termes  ef  une  proportion  géometriqtte  étant 
tennus  trouver  celui  que  t on  ne  connoit  pas. 

Je  nomme  le  terme  inconnu , ôc  ce  terme  eftou  lepremiec 
de  la  proportion , ou  le  fécond , ou  le  troifiéme , ou  enfin  le  qua- 
tiiéme.  Suppofons  qu’il foit  le  dernier,  je  nomme  a la  grandeuc 
qui  doit  être  le  premier  terme  , b celle  qui  doit  être  le  fécond , & ^ , 
celle  qui  doit  être  le  troifiéme.  J’ai  donc  cette  proportion 
a,b::c.Xf&c.  faifant  le  produit  des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens  , 

je  trouve  J* ôc  divifant  tout  par  a j’ai  x=^  ' c’eft-à-dirc; 

le  quatrième  terme  eft  égal  au  produit  des  moyens  divifé  par  le 
premier  extrême. 

Si  la  proportion  devoir  être  b.  a::  x.c,  c’eft-à-dire  que  la  gran- 
deur  inconnue  fût  la  troifiéme , je  ferois  invertendo,  a.  b::  c.  Xy 
ôc  le  produit  des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens , donneroient 

ax  — bcy  d’où  je  tirerois  at= j de  même  qu’auparavant. 

Si  la  proportion  étoil  c.x::  a.  b,  je  ferois  a.b  ::c,x  (N.  27p.  ) 
ce  qui  donneroit encore  ax=bc,6icx=^. 

Enfin  fi  la  proportion  étoit  x.  c.:  : b,  a, , je  ferois  a b::  e.Xf 
( éV.  27p.  ) ce  qui  donneroit  encore  ax^bc, 6cx=^ 

D’où  l’on  voit  qu’en  arrangeant  les  termes  de  façon  que  * de- 
vienne le  dernier,  ôc  qu’il  y ait  toujours  proportion , on  aura 
toujours  l’inconnue  x égale  au  produit  des  moyens  divifé  par  le 
premier  extrême. 

2pi.  Au  refte  il  n’eft  pas  abfolument  néceflaire  de  faire  les 
changemens  que  j’ai  fait  dans  les  trois  derniers  cas  j car  on  voit 
aifément  que  le  produit  des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens , au- 
roit  toujours  donné  bc=axj  ou  ax=bc,  ce  qui  revient  au  mô- 
me J ôc  que  par  conféquent  x =ji  mais  il  auroit  fallu  établir  des 
règles  différentes  pour  chaque  cas , au  lieu  que  par  les  change- 
mens de  difpofitions  dans  les  termes , nous  n’avons  qu’une  feule- 
rcgle , comme  on  vient  de  voir.  D’ailleurs  ceci  a encore  une  autre 
utilité  dont  nous  parlerons  bientôt. 

ap2.  Problème.  Deux  termes  d'une  proportion  continué  étant  con~ 
nus  , trouver  celui  qui  ejl  inconnu. 

Si  le  terme  x qui  manque  eft  le  dernier , la  proportion  fera 

a.  b : b.  X i d’où  l’on  tire ax—bb  ôc  * ôc  fi  a;  eft  le  premier 
Tome  I,  X 
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terme , la  prcpottîon  fera  x.  1/  : : L a , ou  a.  ù : : h.  x ; d’où  l’on  tire 
cucore  ax  = l>l>,  &a;  = ce  qui  fait  voir  que  dans  ces  deux  cas 

l’inconnue  fera  égale  au  quarté  de  la  moyenne , divifé  par  l’autre 
grandeur  connue. 

• Alais  fi  la  proportion  eft  a;  ; : jr.  i , on  aura  xx  = ah,  & ti- 
rant la  racine  quarrée  départ  &c  d autre  , on  aura  x = Vab,  c’eft- 
à-dire  1 inconnue  efi  égale  à la  racine  quarrée  du  produit  des 
extrêmes. 

De  la  proportion  inverjè. 

2pî.  Les  proportions  dont  nous  venons  de  parler,  fc  nom- 
ment proportions  droites , à caule  que  le  premier  terme  eft  au 
fécond , comme  le  troifiéme  eft  au  quatrième  ; mais  fi  le  pre- 
mier étüit  au  fécond , comme  le  quatrième  au  troifiéme , la  pro- 
portion fe  nommeroit  inverfe.  Or  cette  proportion  peut  fe  changer 
aifément  en  proportion  droite  , en  mettant  le  quatrième  terme  au 
lieu  du  troifiéme,  & le  troifiéme  au  lieu  du  quatrième.  Par  exem- 

1)Ie  foient  les  quatre  grandeurs  <i,  r,  dy  difpofées  de  façon  que 
a première  foità  la  (econde  comme  la  quatrième  eft  à la  troifiéme, 
j’écris  <a.  ^ : ti.  r , & la  proportion  devient  droite  , & ainû  des 
autres. 

De  la  Réglé  de  Trots  direÛe. 

2p4- 1 a Réglé  de  Trois  direéle  n’eft  autre  chofe  qu’une  pro- 
portion direâe  dont  le  quatrième  terme  eft  inconnu. 

ExEMPLf.  Deux  hommes  gagnent  lo  écus  far  jour  y combien  la 
hommes  en  gagneront-tls  / 

Je  vois  que  le  nombre  de  ta  hommes  étant  plus  grand  que 
celui  de  deux  hommes , le  gain  de  i a hommes  doit  être  à pro^ 
portion  plus  grand  que  le  gain  de  deux 
hommes;  c’eft  pourquoi  j’ai  la  proportion  a.  la.  lo. 
direéle  le  nombre  a hommes  eft  au  nom-  lo  a_ 

bre  la  homme.s  comme  le  gain  to  de  iao(^d 

a hommes  eft  au  gain  que  la  hommes 
doivent  faire  , & ce  quatrième  terme  eft 

l’inconnuë  que  je  cherche  ; or  l’inconnue  eft  égal  au  produit  des 
moyens  divifé  par  la  première  extrême  (N.  apo.)  multipliant 
donc  ta  par  lo,  & divifant  le  produit  par  a,  le  quotient  5o  eft 
le  gain  de  i a hommes. 
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De  la  Hegle  de  Trois  indircCle. 
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apy.  La  Régie  de  Trois  indireûe  eft  une  proportion  inverfe 
dont  le  quatrième  terme  eft  inconnu. 

Exemple,  ^oo  hommes  peuvent  fe  nourrir  séjours  des  munitions 
de  bouche  qui  font  dans  une  Place , 400  hommes  pendant  combien  de 
jours  pourront-ils  fe  nourfir  de  ces  mêmes  munitions. 

Comme  300  hommes  mangent  moins  que  400,  il  eft  clair 
qu’ils  fubfifteront  pendant  plus  long-rems , aiufi  nous  avons  une 
proportion  inverfe  dont  le  premier  terme  300  eft  au  fécond  400 
comme  le  quatrième  terme  ou  le  nombre  inconnu  que  je  cher- 
che & que  je  nomme  x eft  au  troifiéme  terme  i y jours  ; mettant 
donc  le  quatrième  terme  au  lieu  du  troifiéme,  & le  troifiéme  au 
lieu  du  quatrième , j’ai  300.  400  ::  x.  ly  qui  eft  une  proportion 
direQe  {N.  2P3.)  dans  laquelle  l’inconnuë  eft  le  troifiéme  terme, 
je’fais 400.  300::  ly.sf,  fit  l’incor 


400. 


inconnue  eft  à prefent  le 
ly.  A-=i  I ~ 


300  : 

ij_ 

lyoo 

300 

4yoo 


400 . 

4yoo(nÿ; 

y 00 


ou 


100 


quatrième  terme  ; or  ce  quatriè- 
me terme  ell  égal  au  produit 
des  extrêmes  divifèjpar  le  pre- 
mier; multipliant  donc  300  par 
ly,  & divifant  le  produit  par 
400,  le  quotient  1 1 ^ eft  le  nom- 
bre de  jours  pendant  lefquels 
'400  hommes  pourroient  fubfif- 
ter. 

ap5.  Si  on  n’avoit  rien  voulu  déranger  dans  la  faqon  dont  les 
termes  fe  trouvent  difpofés  dans  la  queftion,  on  voit  que  pour 
trouver  l’inconnue  il  auroit  fallu  multiplier  les  deux  premiers  300 
& ly  l’un  par  l’autre,  & divifer  le  produit  par  le  troifiéme  terme 
400  ; c’eft  pourquoi  les  Arithméticiens  donnent  ordinairement 
pour  réglé  de  la  Réglé  de  Trois  inverfe,  qu’tlfaut  faire  le  pro- 
duit des  deux  premiers  termes,  & le  divifer  par  le  fécond,  au  heu 
que  dans  la  Réglé  de  Trois  direêle , il  faut  multiplier  le  fécond  par  le 
troifiéme , & divifer  le  produit  par  le  premier. 

De  la  Réglé  de  Compagnie  ou  de  Société. 

siÇ’].  La  Réglé  de  Compagnie  eft  ainfi  nommée , parce  q ic  deux 
buplufieurs  perfonnes  ayant  fait  une  Société , laquelle  a gagné 
ou  perdu  une  certaine  fomme,  on  demande  quelle  tft  la  pan  du 

'Xij 
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gaia  qui  revient  à chacun , ou  la  part  de  la  perte  que  chacun  doit 
fupportcr  à proportion  de  ce  qu’il  a mis  dans  la  bourfe  commune. 
Cette  Réglé  fe  fait  par  autant  de  réglés  de  Trois  qu’il  y a de  per- 
fonnes. 

Exemple.  Trois  perfonnes  ont  fait  une  Société  de  600  livres.  Le 
premier  a mis  1 00  livres , le  fécond  en  a mis  200 , & le  troiftéme 
300,  & au  bout  de  quelque  tems  la  Société  a gagne  i 00  livres , com- 
bien revient- il  à chacun  : 


Pour  trouver  le  gain  du  premier,  je  dis  : le  fonds  600  livres 
de  la  Société  eft  à la  mife  100  du  premier  comme  le  gain  total 
efl  au  gain  que  ce  premier  doit  avoir,  car  il  ne  doit  gagner  qu’à 
proportion  de  ce  qu’il  a mis  ; pat  la  même  raifon  le  fonds  âoo 
eft  à la  mife  200  du  fécond 

tfoo.  100  ::  joo.  jo.  Gain  du  1 
5oo.  200  ::  300.  too.  Gain  du  2^. 
600,  300  ::  300.  lyo.  Gain  du  3'. 


comme  le  gain  total  eli  au 
gain  du  fécond  3 & enfin  le 
fond  600  efl  à la  mife  300 
du  troifiéme  comme  le  gain 
total  eA  au  gain  dutroifi^ie. 


300.  Gain  totaL 


Faifant  donc  les  trois  réglés  de  Trois,  la  part  du  premier  eA  30  ^ 
celle  du  fécond  1 00  , & celle  du  troifiéme  ifo,  & ces  trois  parts 
ajoutées  enfemble  font  le  gain  total. 

ap8.  On  fe  fert  aufli  de  cette  réglé  pour  divifer  une  grandeur 
en  parties  proportionnelles  aux  parties  connues  d’une  autre  gram. 
deur. 

Soit  par  exemple  la  quantité  a dont  les  parties  font^,  r,  d,' 
& l’on  demande  de  partager  la  quantité  f en  trois  parties  pro- 
portionnelles aux  parties  A,  c , d.  Pour  réfoudre  ce  Problème  je 
nomme  x,^,  z,  les  trois  parties  de  /,  ôc  je  dis  la  grandeur  a 
eA  à fa  partie  b comme  la  grandeur  / eA  à Ai  partie  x , & faifant 
la  même  chofe  pour  trouver  les  parties  y,  z, 
j’ai  trois  réglés  de  Trois  à faire , lefquels  me 

df 


a.  b 


donnent  x = — , y = — , & 

4 4 


i)e  la  Réglé  d Alliage.  ^ 


c ‘ f 

a.c::f.y  = - 

a.  d :i  f Z = — 

^ ê 


299.  La  Réglé  d’AIliage  eA  ainfi  nommée , parce  qu’elle  fert 
à réfoudre  toutes  les  queAions  où  il  s’agit  de  faire  des  mélanges 
de  certaines  marchandifes , ou  des  alliages  de  certains  métaux  à 
certaines  conditioiu.^ 
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I.  Exemple  Un  Marchand  de  vin  a deux  fortes  de  vin,  !e  prix 
de  Pan  ejl  à 20  fols  la  pinte , le  prix  de  f autre  à \ 2,  & il  veut  en 
faire  un  mélange  de  1888  pintes  qu’il  puijfe  vendre  à 1 j fols , en  forte 
que  ce  qu'il  gagnera  fur  celui  de  1 2 fols  fait  compenfe  par  la  perte  qu’il 
fer  a fur  celui  de  20;  comment  doit-il  faire  P 

J’écris  les  deux  prix  20  6c  12  l'un  fous  l’autre , 6c  entre  deux 
un  peu  vers  la  droite  j’écris  le  prix  moyen  1 j,  je  ^o.  j. 
prens  la  différence.y  de  20  à i j,  ôc  je  l’écris  vis-à- 
vis  de  12  ; je  prens  aufll  la  différence  3 de  12  à 1 y , y, 

6c  je  l’écris  vis-à-vis  de  20  ; je  fais  la  Tomme  8 des  

différences  3 ôc  j , 6c  je  dis  que  fi  ce  Marchand  fai- 
foit  un  mélange  de  y pintes  à 12  fols,  ôc  de  3 pintes  à 20  fols, 
ce  qui  feroitle  mélange  8,  l’argent  qu’il  retireroit  en  le  vendant  à 
ly  fols  , feroit  le  même  que  s’il  avoir  vendu  chaque  vin  à fon  prix. 

Pour  en  concevoir  la  raifon , il  n’y  a qu’à  obferverque  fur  cha- 
cune des  cinq  pintes  à j 2 qui  entrent  dans  le  mélange  , le  Mar- 
chand gagne  3 fols  en  le  vendant  à 1 y fols , ôc  par  conféquent 
il  gagne  3 x y , ou  1 y fols , ôc  qu’au  contraire  fur  chacune  des 
trois  pintes  de  20  fols  qui  entrent  dans  le  mélange,  ôc  qu’il  vend 
1 y fols , il  perd  y fols  , ce  qui  fait  3 x y , ou  i y fols  ; ainli  puif- 
que  ce  qu’il  gagne  d’un  côté  efi  égal  à ce  qu’il  perd  de  l’autre, 
il  eft  vifible  qu’il  lui  revient  le  même  argent  que  s’il  avoir  vendu 
chaque  vin  à fon  prix. 

Maintenant  le  mélange  qu’on  demande  étant  de  1888  pintes, 
je  fais  deux  réglés  de  Trois, 

en  difant  pour  la  première  ; 8.  3 ::  1888.  708  Pintes  a 20  fols 
Si  8 pintes  de  mélange  de-  5 ••  1888.  1180  Pintes  a i $fols 
mandent  3 pintes  à 20  fols , 1888  Mélange, 

combien  le  mélange  1 8 8 8 en 

demandera-t’il  ? ôc  pour  la  fécondé  fi  8 pintes  de  mélange  deman<- 
dent  y pintes  à 1 2 fols , combien  le  mélange  en  demandera-t’il  ? 
& les  deux  réglés  étant  faites  me  donnent  708  pintes  à 20  fols-, 
ôc  1 1 80  à 1 2 fols , ôc  en  effet  ces  deux  fommes  ajoutées  enfem- 
ble  font  le  mélange  demandé  1888. 

II.  Exemple.  Hieron  Roy  de  Syraeufe  donna  à fon  Orfèvre  unt 

Îuantité  d’or  pour  lui  faire  une  couronne;  P ouvrage  étant  f ni , le 
loy  fut  bien  aife  de  fpavoir  s’il  «’y  avoit  point  de  mélange , &propofa 
la  queftion  à yirchimede  ; ce  fçavant  Mathématicien  découvrit  la 
quantité  d’or  & d’argent  que  POrfévre  y avoit  employée,  & P on  de- 
mande comment  il  parvint  à cette  connoijfancel 

Xiij 
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Nous  démontrerons  dans  i’Hydroftatiqueque  fiplufieurs  corps 
de  même  poids,  mais  de  différente  nature,  font  plongés  dans 
l’eau,  ils  perdent  des  parties  de  leur  poids , les  unes  plus  grandes , 
& les  autres  moindres,  ce  que  l’on  connoît  en  mettant  au  lieu  de 
l’un  des  bafllns  d’une  balance  un  crochet  qui  pefe  autant  que  l’au- 
tre balTin,  après  quoi  on  attache  au  crochet  un  long  fil  auquel 
cft  fufpendu  le  corps  qu’on  veut  peferî  on  le  pefe  d’abord  dans 
l’air,  & enfuite  on  le  plonge  dans  l’eau,  enfo/te  que  la  balance 
^l’autre  bafTin  n’y  entrent  pas,  & le  pefant  de  nouveau,  un 
trouve  qu’il  pefe  moins:  d’où  il  eft  aifé  de  connoître  la  différence 
des  poids , ôc  par  conféquent  la  perte  de  poids  que  le  corps  fait 
dans  l’eau  ; Cela  pofé. 

Archimede  prit  deux  lingots,  l’un  d’or  & l’autre  d’argent , qui 
pefoient  chacun  autant  que  la  couronne  , ôt  ayant  trouvé  que  la 
couronne  plongée  dans  l’eau  , perdoit  plus  de  fon  poids  que  le 
lingot  d’or,  & moins  que  le  lingot  d’argent,  il  réfolut  la  queflion 
par  une  réglé  d’alliage , ainfi  que  nous  allons  voir. 

Suppofons  que  la  couronne  pefàt  ptf  onces,  que  la  perte  de 
fon  poids  quelle  faifoit  dans  l’eau  fût  de  8 onces  , que  celle  du 
lingot  d’or  fût  de  7 onces  -J- , & celle  du  lingot  d’argent  9 onces 
11  efl  clair  qu’il  y avoir  de  l’alliage  dans  la  couronne  ; car 
fi  elle  avoir  été  d’or  pur  comme  le  lingot  d’or,  leurs  pertes  de 
poids  dans  l’eau  auroient  été  égales , puifque  les  poids  du  lingot 
6c  de  la  couronne  étoient  égaux.  Et  par  la  même  raifon,  fi  elle 
avoir  été  d’argent , fa  perte  ôc  celle  du  lingot  d’argent  auroient 
été  égales.  Je  réduits  les  trois  pertes , & le  poids  9 5 de  chacune 
des  maffes  en  fraâions , dont  le  dénominateur  foit  4 , ce  qui  don- 
ne Y*  ’r»  Y ^ pertes  ôc  le  poids  $6  font 

entr  eux  comme  ja,  3 i,  jy  ôc  384,  c’efl-à-dire  fi  le  poids p6 avoit 
été  divifé  en  384  parties,  la  couronne  auroit  perdu  dans  l’eau  32 
parties , le  lingot  d’or  3 i , ôc  le  lingot  d’argent  3 7.  Je 
fais  un  alliage  des  pertes  31  ôc  37  des  lingots  d’or 
ôc  d’argent  pour  avoir  la  perte  moyenne  32,  ôc 
échangeant  les  différences,  c’eft-à-dire  mettant  la 
différence  1 de  31  à 32  vis-à-vis  37,  6c  la  différence 
y de  37  à 32  vis-à-vis  31 , la  fomme  6 des  différences  me  fait 
voir  que  pour  faire  un  alliage  de  6 onces  qui  perdit  autant  dans 
l’eau  que  6 onces  du  mélange  de  la  couronne , il  faudroit  cinq 
onces  d’or  ôc  une  d’argent  ; car  chacune  des  cinq  onces  d’or 
perdroit  une  once  de  pioins  que  chaque  once  du  mélange,  ce 
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qui  feroit  cinq  onces  de  moins , mais  l’once  d’argent  pcrdroit 
cinq  onces  de  plus  qu’une  once  de  mélange  ; donc  ce  qu’il  au- 
roir  de  moins  e'tant  compenfé  par  le  plus , les  cinq  onces  d’oc 
jointes  à l’once  d’argent  ne  pcrdroient  ni  plus  ni  moins  que  6 
onces  de  mélange. 

Maintenant  puifque  la  cou-  6.  j ::  ÿ6.  8o  Or. 
ronne  pefoit  onces,  je  6.  i ::p5.  i6  Argent. 
fais  deux  règles  de  Trois  en 

J/-  9 q6  Attirée  de  la  couronne. 

allant  pour  la  première  : u ' e> 

pour  un  alliage  de  6 onces  il  faut  cinq  onces  d’or , combien  ua 

alliage  de  9 5 en  demandera-t’il  ? & pour  la  fécondé  : li  pour  un 

alliage  de  6 onces  il  faut  une  once  d’argent,  combien  un  alliage 

de  9 5 en  exigera-t’il  f ôc  ces  deux  réglés  donnent  80  onces  d’or 


& 16  onces  d’argent. 

Exemple  III.  Pour  fondre  une  piece  de  canon  qui  foit  bonne  ^ il 
faut  mettre  3 livres  d’étain  fur  2j  livres  de  rojette  ou  cuivre  rouge  ^ 
dr  cela  pofi  on  demande  de  connoitre  ft  cet  alliage  a été  obfervé  dans 
une  vieille  piece  quon  veut  refondre,  & fuppojé  que  cela  ne  foit  pas , 
on  demande  ce  quil  faut  ajouter  de  [un  ou  de  fautte  métail  pour  faire 
[alliage  bon. 

Par  les  fréquentes  expériences  qu’on  a faites , on  a trouvé  que 
fi  deux  malles  l’une  de  cuivre  rouge  ou  rofette , 6c  l’autre  d’étain  , 
font  d’égale  pefanteur,  la  première  perd  la  neuvième  partie  de 
fon  poids  , ôt  la  fécondé  n’en  perd  que  la  feptiéme  partie , cela 
pofé. 

Suppofons  que  la  piece  qu’on  veut  refondre  pefe  ^200  livres, 
& qu’après  l’avoir  mife  en  pièces  l’un  de  fes  tronçons  du  poids 
de  28  livres  ait  perdu  dans  l’eau  ^ de  fon  poids,  je  dis  ; li  ce 
tronçon  étoit  tout  de  rofette , il  perdroit  ~ de  fon  poids,  6c  s’il 
étoit  tout  d'étain  il  perdroit  je  réduis  ces  fraâions  en  même 
dénomination  , ce  qui  donne  6c  Vr>  je  réduis  aulTi  le  poids 
28  en  une  fraûion  dont  le  dénominateur  foit  5j  , 6c  j'ai  -J J-, 
ainfi  la  perte  du  mélange  28 , celle  de  i8  de  rofette  , celle  de  28 
d'étain,  6c  le  poids  28  font  entr’eux  comme  les  nombres  205, 
195,2^2  ôc  1754  ; j’allie  les  pertes  ip6&L2^2  de  28  de  rofette 


6c  de  28  d’étain  avec  la  perte  moyenne  206 , ôc 
échangeant  les  différences . je  trouve  que  pour  faire 
un  alliage  de  délivres  dont  chacune  perdit  dans 
l'eau  2o5  parties  de  fon  poids  divifé  en  i7<54  par- 
ties, U faudroit  46  livres  de  rofette  6c  to  d’étain. 


195.  4^. 

205. 

2;2.  10. 
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Je  dis  donc  fi  un  alliage  de  $6  livres  demande  45  de  rofette,' 
combien  un  alliage  de  5 200  en  demandera-t'il  f fie  fi  un  alliage 
de  J 5 demande  10  d’étain,  combien 

l’alliage  $200  en  demandera-t’il/  fie  jiÿ.  45  ::  J200.  4271 
ces  deux  réglés  donnent  4271  fj  de  55.  10::  J200.  528 
rofette,  fie  P28  d’étain. 

Pour  trouver  combien  il  a mis  de  rofette  fur  28  livres  de  mé- 
lange, je  dis  le  mélange  efi  à 46  de  rofette  comme  le  mé- 
lange 28  efi  à un  quatrième  terme,  lequel  après  avoir  fait  la 
réglé  fe  ttouve  2;  ; ainfi  il  a mis  23  livres  de  rofette  au  lieu  de 
25,  fie  par  conféquent  il  a mis  2 livres  d’étain  de  plus. 

Et  pour  trouver  combien  il  faut  ajouter  de  rolette  pour  ren- 
dre l’alliage  bon,  je  dis  fi  3 d’étain  demandent  2j  de  rofette, 
combien  pa8  J-J  d’étain  demandent- elles  ? fie  faifant  la  réglé  je 
trouve  7771  JJ  ; or  il  y en  a déjà  4271  jJ,  ainfi  il  faut  y ajouter 
3JOO  de  rofette; car  3Joo  fie  4271  J-J  font  7772  JJ. 

300.  Lorfque  le  mélange  ou  l’alliage  que  l’on  veut  faire  efi 
compofé  de  trois  quantités , le  problème  peut  fe  réfoudre  de  la 
même  façon. 

Suppofons  qu’on  veut  faire  un  alliage  de  trois  fortes  de  métaux 
dont  le  premier  vaut  20  fols  la  livre,  le  fécond  12  fols  fie  letroi- 
fiéme  6 , fie  qu’on  demande  que  la  livre  d’alliage  ne  coûte  que 
10  fols,  on  mettra  la  différence  10  de  20  à 10,  vis.- 
à-vis  (> , fie  la  différence  2 de  12  à 10  auffi  vis-à-vis  5, 
parce  qu’il  n’y  a qu’un  fcul  prix  5 qui  foit  inférieur 
au  prix  moyen  ; après  quoi  on  mettra  la  différence 
4 ae  6 à 10  vis-à-vis  20  fie  vis-à-vis  12  , parce  que 
ces  deux  quantités  20  fie  12  ont  donné  leur  diffé- 
rence à la  quantité  ; fie  faifant  la  fomme  20  des  qua- 
tre grandeurs  4,  4,  i o fie  2 , on  connoîtra  que  pour  faire  un  mé- 
lange de  20  livres  à 10  fols  la  livre  il  en  faut  4 du  metail  de  20 
fols , 4 du  metail  de  1 2 fols , fie  i o -J-  2 , ou  1 2 du  métail  de  6 
fols , ce  qu’on  démontrera  de  même  qu’auparavant. 

301.  Mais  fi  le  mélange  ou  l’alliage  demandé  contient  plus  de 
trois  quantités , le  problème  eft  fufceptible  de  plufieurs  folutions, 
en  fuppofant  néanmoins  qu’il  fe  trouve  plus  d’une  quantité  au- 
deffus  ou  au-deffous  de  la  quantité  moyenne  ; car  s’il  ne  s’en 
trouvoit  qu’une  au-deffus  ou  au-deffous,  le  problème  n’auroit 
qu’une  folution  fie  fe  réfoudroit  comme  on  vient  de  voir,  en 
donnant  à la  quantité  qui  feroit  feule  ou  au-deffous,  ou  au-deffus 

toutes 
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toutes  les  différences  des  autres,  à chacune  des  autres  la  dif- 
férence qui  feroit  feule. 

Soient  les  prix  de  quatre  quantités  2^,20,  12  &c6,  2$.  p.' 

& le  prix  moyen  15,  j’arrange  ces  prix  & le  prix  20.  j. 

moyen  à la  façon  ordinaire , & prenant  la  différence  i y. 

jo  de  2y  à iy>  je  la  mets  vis-à-vis  6-,  je  prens  aufll  12.  y.' 

la  didérence  p de  5 à iy>  ôc  je  la  mets  vis-à-vis  2y  ; 10. 

car  il  faut  toujours  obfèrver  ^ue  la  différence  d’une 
grandeur  ayant  été  mife  vis-a-vis  d’une  autte,  réci-  '' 

proquement  la  différence  de  cette  autre  foit  mife  vis-à-vis  de  la 
première.  Je  prens  de  même  la  différence  y de  20  à i y , & je 
t’écris  vis-à-vis  de  1 2 , & la  différence  3 de  1 2 à i y que  j’écris  vis- 
à-vis  de  20  ; ainfi  la  fomme  27  des  difiérences  p,  3,  y & 10 , me 
fàitvoir  que  pour  un  alliage  de  27  livres  il  en  faudroit  p à ay  fols 
la  livre , 3 à 20  fols,  y à 12  fols , & (f  à 20  fols. 

Si  veux  une  autre  foludon , je  mets  la  différence  2 y.'  3; 

10  de  2y  à l y , non  plus  vis-à-vis  de  tf,  mais  vis-à-  20.  p. 

vis  de  12,  & la  différence  3 de  12  à j y vis-à-vis  de  ly. 

20  ; de  même  je  mets  la  différence  y de  20  à i y vis-  1 2.  i o. 

à-vis  de  , & la  différence  p de  d à i y vis-à-vis  de  6.  y. 

20 , £c  la  fomme  27  des  di^rences  me  fait  voir  que 
pour  un  alliage  de  27  livres  dont  le  ptix  feroit  i y 
îbls,  il  Endroit  3 livres  à ay  fols , p livres  à 20  fois , 10  à 1 2 fols, 
6c  y à d fols,  & cet  alliage  efl  différent  de  l’autre , ôc  je  ne  fçau- 
rois  en  faire  d’autre  par  cette  méthode , parce  que  je  ne  puis 
échanger  les  difiérences  que  de  ces  deux  façons , & il  efl  aifé 
de  voir  que  fi  j’avois  un  plus  grand  nombre  de  chofes  à allier, 
j’aurois  aufli  un  plus  grand  nombre  de  différentes  folutions. 

J’ai  donné  dans  X Arithmétique  des  Géomètres  d’autres  Méthodes 
par  lefquelles  on  peut  trouver  w plus  grand  nombre  de  folutions 
de  ces  fortes  de  problèmes  ; mais  comme  ce  que  nous  venons 
de  dire  fuffit,  je  n’en  parlerai  pas  ici  de  peur  d’être  trop  long. 

• % 

Des  •ProgreJ/ions  Géométriques. 

302.  Theoremb.  Si  ton  a une fuite  de  Raifons  égales  quifoient  en 
progrefjion  géométrique , ou  qui  ne  le  foientfas , la  femme  de  tous  les 
antécédent  ejl  à la  fomme  de  tous  les  confiquens  , comme  P un  des  an- 
técédent efi  à fin  confequent. 

Soient  les  Raifons  égales  a.h::e.d.::  e.f  qui  ne  font  pas  en 
TomeL  Y 
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progrefTion.  Puifque  chaqurtntécedent  contient  fon  conféquenr J 
ou  eft  contenu  dans  lui  de  la  même  façon , il  eft  clair  que  tous  les 
antécedens  contiendront , ou  feront  contenus  de  la  même  fa- 
' çon  dans  leurs  conféquents  > & que  pat  conféquenrtous  les  an- 
técédents feront  à tous  les  conféquents  comme  l’un  des  antéce- 
denseft  àfon  conféquent,  ainfi  l’onauraa-f-cH-e.  b-^dr+-f-.:  a.  b. 
Si<j  eft  double  àe  b,  c fera  double  à&  d y & e double  de/,  & ii 
eft  vifible  que  tous  les  doubles  a -t-c-j-f  contiendront  leurs 
fimples^-H^-h/,  comme  l’un  des  doubles  a contient  fon  Am- 
ple b , &c. 

Soit  laprogredion  a,byC  ,dy  cette  progreftion  peut  s’écrire 
ainfi  ya.bwb.c  c.dycz  qui  fait  une  fuite  de  raifons  égales.  Donc 
l’on  prouvera , de  même  que  nous  venons  de  faire,  que 
b-\-c-^d  \ \ a.  b. 

30  J.  Corollaire.  Ilfuitde-là  que  dans  toute  progreftion  la 
fomme  de  tous  les  termes  moins  le  dernier,  eft  à la  fomme  de  tous 
les  termes  moins  le  premier , comme  le  premier  eft  au  fécond , 
ou  comme  le  fécond  au  troifiéme,  &c. 

30^.  Theoreme.  Dam  toute progrejjion géométrique  afeendantt , 
le  fécond  terme  moins  te  premier  eji  au  premier , comme  te  dernier 
moins  le  premier  eft  à la  fomme  de  tous  les  termes  qui  precedent  le 
dernier. 

Soit  la  progreftion  afeendante  : : a,b,Cy  d,  e,  par  le  Théo- 
rème précèdent,  nous  avonsa-f-i-l-c-i-d.  b-hc-i-d-j~e  ::  a.  b. 
Donc  invertendo  nous  avons  b-\-t-^d-^e.  a-^b-^c-^d’.’.b.  a, 
& dividende  nous  intoas  b -\-c-\-d-^e  — a — b — c — d.  a-\-h 
'^c-trd\\b  — a.  a,&  corrigeant  l’expreftion  du  premier  terme, 
nous  aurons  r — cT.  a~>rb-\-c-\-d\  \b  — a.  a,  & mettant  la  fe-, 
conde  Raifon  à la  place  de  la  première  , ôc  la  première  à la  place 
de  la  fécondé, nous  aurons  b — a.  a : : e — a.  a-i-b~+~c-+-dy  ce 
qu’il  falloir  démontrer.  ^ 

30 J.  Remarque  I.  Il  faut  obferver  qu’au  lieu  de  dire  le  fé- 
cond moins  lejg}renl|^r  eft  au  premier,  on  pourroit  dire  le  troi- 
fiéme  moins  le  fécond  eft  au  fécond , ou  le  quatrième  moins  le 
troifiéme  eft  au  troiftéme,  ôcc.  ou  le  dernier  moins  le  pénultième 
eft  au  pénultième . ôcc.  car  la  progreftion  étant  compofée  des 
Raifons  égales  a.  b ::  b.  c ::c.  d::  d.  ey'A  eü  viiible  que  b — a.  a 
: : f — b.  b i:  d — c.  c ::  e — d.d^^&L  que  pat  conféquent  au  lieu 
de  b — a.  a on  peut  mettre  ou  c — b.  b,oud  — r.  c,  ou  enfla 
e^d.d. 
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• 30(î.  Remarque  11.  Si  la  progrelTion  étoir  defcendante  com- 
me : : e.  d.  c.  h.  a,oa  la  prendroit  à rebours , ce  qui  donncroit  la 
progrefllon  afcendante  ::  a,  b.  c.d.e , ôc  l’on  auroit  la  même 
chofe  qu’auparavant. 

307.  Theoreme.  Dans  toute  frogrejfton  géométrique  afcendante  ; 
le  fécond  terme  efi  égal  au  premier  multiplié  par  fExpofant,  le  troi- 
jtémeejl  égal  au  premier  multiplté  par  la  fécondé  puijjance  de  l'Expo- 
font , le  quatrième  efi  égal  au  premier  multiplié  par  la  troiftéme  puif- 
Jance  de  f Expofant , dr  ainfi  de  fuite. 

Soit  la  progrelTion  afcendante  : ; a.  b.c.d.e,(i  l’Expofant/; , le 
fécond  terme  b fera  donc  ap  ; & mettant  cette  valeur  de  b dans  la 
féconde  raifon^,  c,  nous  aurons  ap.  c,  ôc  comme  l’Expofant  de 
cette  Raifon  eft  encotep,  nous  aurons  apxp,  ou  app=c,  & par 
la  même  Raifon  nous  aurons  ap*  = dy6L  ap*  =e‘,  donc  la  pro- 
grefllon propofde  fera  la  même  que  celle-ci  ; : a,  ap.  app.  ap'. 
ap*  , où  Ion  voit  que  le  fécond  terme  eft  égal  au  premier  multi- 
plié par  l’Expofant , que  le  troiftéme  eft  égal  au  premier  multiplié 
parla  fécondé  puiflfance  àcp,  ôcc, 

308.  Si  la  progrellion  étoit  defcendante  comme  e,  d.  c.b.  a'^ 
on  la  prendroit  à rebours , ce  qui  donneroit  la  progrefllon  afcen- 
dante ::  a.b.  c.  d.e , où  l’on  prouveroit  la  même  chofe  que  ci- 
deffus. 

30p.  Corollaire.  Il  fuit  de-là  que  dans  toute  progrefllon 
géométrique  afcendante , le  dernier  terme  eft  égal  au  premier 
multiplié  par  l’Expofant  élevé  à une  puiffance  , dont  le  dégré 
eft  égal  au  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité  ; car  dans  la 
progrefllon  ; : a,ap,  app , ap* , ap* , le  dernier  terme  ap*eû  égal 
au  premier  terme  a , multiplié  par  la  puiflance  p* , dont  le  dégré 
4 eft  égal  au  nombre  des  termes  3 diminué  de  l’unité. 

310.  Problème.  Trouver  la  fomme  d'une  progreffion  géométrique. 

Soit  la  progreftion  géométrique  afcendante  2 4.  8.  16.  32.  Je 
dis  4.  — 2 eft  à 2 comme  32  — 2 eft  à la  fomme  des  termes  qui 
précèdent  32  (M  304.)  ; mais4' — [2  = 2 ôc  32  — 2=  30;  donc 
)’ai  2.  2 : ; 30.  30,  ôc  par  conféquent  30  eft  la  fomme  de  tous  les 
termes  moins  le  dernier  ; c’eft  pourquoi  ajoutant  à cette  fomme 
le  dernier  terme  32  , la  fomme  62  eft  la  fomme  de  la  progreftion  ; 
ôc  l’on  voit  ici  que  quand  l’Expofant  eft  2 , le  dernier  terme 
moins  le  premier'eft  égal  à la  fomme.  des  termes  qui  le  précèdent. 

Si  la  progreffion  avoir  été  i.  3.  p.  27.  81  , on  auroit  trouvé  en 
faifânt  5 — 1 eft  à i comme  8 1 — i eft  à la  fomme  des  termes 
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qoi  précèdent  le  dernier,  ôc  en  achevant  la  réglé  de  trois , que  , le 
dernier  terme  moins  le  premier  d’une  progrelFion  dont  l’expofant 
en  3 , cd  double  de  la  fomme  des  termes  qui  le  précèdent;  & (i 
l’Expofant  étoit  4 , on  trouveroit  que  le  dernier  terme  moins  le 
premier  feroit  triple  de  la  fomme  des  termes  qui  le  précèdent , ôc 
ainH  de  fuite. 

3 1 1.  Soit  la  progreflion  géométrique  defeendante  32.  itf.  8. 4. 2. 
je  la  prens  à rebours , ce  qui  me  donne  la  progrelGon  afeendanre 
2.  4.  8.  16.  32.  dont  je  cherche  la  fomme  comme  auparavant  3 
ou  bien  comme  il  ed  indifférent  de  dire  4 — z ed  à 2 , ou  de 
dire  32  — i5edà  16,  comme  32  — 2 ed  à la  fomme  des  termes 
qui  le  précèdent , je  fais  la  réglé  de  trois  de  cette  derniere 
éçon,  ôc  je  retrouve  de  même  qu’auparavant , que  la  fomme  des 
termes  qui  precedent  le  dernier,  ed  30.  Or  cela  me  fait  voir 
oue  n je  ne  veux  pas  renverfer  la  progredion  defeendante , je 
dois  dire:  Lepremier  terme  32  moins  le  fécond  16 , ejl  au  fécond  iS 
comme  le  premier  3 2 moins  le  dernier  2 eji  à la fomme  des  termes  ejui 
fuivent  le  premier  32 , ôc  ceci  peut  fervir  de  réglé  générale  pour  les 
progrefllons  defeendantesqu  on  ne  voudra  pas  prendre  à rebours. 

3 1 2.  Si  la  progredion  géométrique  defeendante  s’étend  à l’in> 
fini,  le  dernier  terme  devient  infiniment  petit, ôc  peut  être  re- 
gardé comme  égal  à zéro,  ôc  par  conféquent  on  aura  le  pce> 
niier  terme  moins  le  fécond  ed  au  fécond  .comme  le  premier 
moins  le  dernier  qui  ed  zéro,  c’ed-rà-dire  comme  le  premier  efl 
à la  fomme  des  termes  qui  le  fuivent  > fuppofant  donc  que  la  pro> 
greffion  ed  : : i . t*  ^ jufqu’au  dernier  terme  qui 

fera  un  divifé  par  la  puilfance  infinie  de  l’Expofant  2 , lequel 
fera  par  conféquent  un  infiniment  petit , à caufe  qu’une  fraâion 
diminue  de  plus  en  plus , à mefure  que  fon  dénominateur  aug- 
mente, ôc  devient  enfin  égale  à rien  quand  le  dénominateur  ed 
infini,  nous  aurons  1 — ■ ed  à comme  1 ed  à la  fomme  des 
termes  qui  fuivent  le  premier , ôc  comme  i — t ="r  > nous  trou- 
verons que  lé  nombre  infini  de  termes  qui  fuivent  le  premier  * 
ne  vaut  qu’un , ôc  que  par  cot^équenc  la  fomme  enuere  de  la 
progredion  ed  2. 

On  rrouvera  de  la  même  fa<;oB  que  fi  la  progredion  étoit 
• • *•  7*  ?•  >V  ^ fomme  des  termes  qui  fuivent  le  premier, 
feroit  égale  «à  7 , c’ed-à-dire  à la  moitié  du  premier  terme  ; que  fi 
I l progredion  étoit  : : 1 ^ , ôcc.  , la  fomme  des  termes, 

qui  précèdent  le  dernier , feroit  j , c’ed-à-dire  le  tiers  du  pte* 
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nier  terme  y ôl  ainH  de  fuite.  D'où  il  fuit  que  toute  progrefTion 
defcendante  compofée  d’une  infinité  de  termes , eft  égale  à une 
grandeur  finie , àtmoins  que  fon  premier  terme  ne  fût  infini. 

S I J.  Quand  aux  progreffions  géométriques  afcendantes , il  eft 
vifibleque  leur  valeur  efi infinie.  Par  exemple,  fila  progreffion 
eft  ;:  i.  2.  4.  8.  16.  &c.  2°*  , la fomme  des  termes  qui  pré- 
cèdent le  dernier , fera  égale  àa*"  — i,(M3io),&  par  conféi 
qaent  la  fomme  totale  fera  axa®® — i.  De  même  fi  la  progrcA 
fion  eft::  i.  3.  27.  81.  &c.  3®®  ,1a  fomme  des  termes  qui  pré- 
cèdent le  dernier,  fera  7x3®®  — Ÿ,&  lafomme|  x 3®®  — 

& fi  la  progreffion  eft:  : 1.  4.  ig,  <Î4.  ôcc.  4®®  , la  fomme  des 
termes  qui  précèdent  le  dernier,  eft-J-  x 4®®  — f , & la  fomme 
totale  f X4®®  — i»  ^ fuite. 

3 1 4.  Que  fi  à ces  progreffions  afcendantes  infinies , on  ajoute 
les  defcendantes  , enforte  qu’on  ait  pour  la -première  -j-,  &c. 
r»*  "Tî*  T-  ?•  t.  2.  4.  8.  i<î.  6tc.  2®®  , la  fuite  des  fraûions 
■J.  T fera  1 ; (N.  j 12.);  fie  comnte  la  fuite  1 . 2.4.  8.  &c. 
eft  2x2°®  — I, ajoutant  enfemble  ces  deux  valeurs , la  fomme 
totale  fera  2 xj®® — i-+*i,ou2X2®®.  De  même  fi  la  progref- 
fion eft 7.  &c.  y.f.  1.  3.5.  27.  8i.<&c.  3®®, la  fuite  des 

fiiaâions  j>  7 » » &c.  fera  -y  6c  celle  des  termes  i . 3 . p.  27.  ôcc. 

eft-î-x  3®°  — ajoutant  enfemble  ces  deux  valeurs , la  fomme 

totale  fera  i x 3®®  — f ”1“t  j ou  -J  x 3 ®® , ôc  ainfi  de  fuite. 

3 IJ.  Theoreme.  Toutes  les  puijfances  ePune  grandeur  font  fn  pro~ 
grefum  géométritjue. 

' Soit  la  fuite  des  puiflànces  a.  a*,  ai.  a*,  af.  a^.  ôcc.  fr  je  divife 
la  fécondé  par  la  première , le  quotient  fera  a;  de  même  fi  je  di- 
vife la  troinéme  par  la  fécondé , l’Expofant  fera  encore  a,  ôc  ainfi 
de  fuite  ; donc  puifque  l’Eicpofant  d’une  puifiance  à l’autre  eft 
toujours  le  même , ces  puiflànces  font  en  progreffion  géomé- 
trique. Soit  encore  la  fuite  a®,  a-’.  a~*.  a”3.  or*,  ôcc  qui^  eft  la 

même  queceUe-ci  i.  ôcc.  {N.  161.)  dont  les  ter- 

mes vont  en  diminuant.  Si  je  divife  le  premier  terme  a®  par  le 
fécond  , en  me  fervant  du  calcul  des  expofans , le  quotient 
ou  l’expofant  des  deux  termes  fera  a' , ôc  il  je  divife  le  fecond 
ternvé  la  troifiéme  ar*,  le  quotient  fera  encore  a‘ , & ainfi 

de  fuite.  Donc  les  puiflànces  feront  en  progreffion. 

3 1 5.  11  faut  obferver  que  tandis  que  les  puiflànces  pofitives 
d’une  grandeur  a®.  a‘»  a\  ai,  ôcc.  font  en  peogeeffion  géomàcl-r- 

Y ii; 
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que  leurs  expofants  o.  t.  2.  4.  ficc.  font  en  progrefTion  arithmé* 

tique  pofitive , 6c  que  tandis  que  Ces  puiflances  négatives  a~'.  a~*. 
0-3.  ôcc.  font  audl  en  pcogrelTion  géométrique , leurs  expofants 
— I, — 2, — 3,  — 4,  — y , 6cc.  font  en  progrefllon  arithmétique 
négative;  de  façon  que  le  terme  zéro  fe  trouve  entre  la  progref 
fion  podtive  6c  la  négative,  6c  que  la  progrefllon  arithmétique 
totale  eft  — eo , ôcc.  — y , — 4,  — 3,  — 2,  — »>o,  1,2, 
3 C > ^ nous  fervira  pour  mieux  faire  entendre  ce 

que  c’eft  que  les  Logarithmes. 


CHAPITRE  IX- 

Dfj  Ratjons  compojees. 

3 1 7.  ^ I l’on  a deux  ou  plufieurs  raifons ,a,bjc,d,e 6c 
^ qu’on  multiplie  tous  les  antécedens  les  uns  par  les  au-, 
très,  6c  tous  les  conféquens  aufll,  les  deux  produits  ace,  bdf, 
formeront  une  autre  raifon , laquelle  efl  dite  Raifon  compo/ée  des 
raifons  a,b ; c ,d-,e ,f,  qu’on  nomme  les  comoofantes. 

3 18.  Une  Raifon  compofée  de  deux  Raifons  égales , fe  nom* 
me  raifon  de  l’une  des  compofantes  ; une  raifon  compo- 

fée de  trois  Raifons  égales , fe  nomme  Raifon  triplée  de  l’une  des 
compofantes  , 6c  ainfi  de  fuite. 

Les  raifons  doublées , triplées  , quadruplées , 6cc.  font  donc 
différentes  des  Raifons  doubles,  triples,  quadruples,  6cc. 6c  il 
ne  faut  pas  les  confondre;  caria  raifon  double  efl  une  raifon  dont 
l’antéce'dent  efl  double  du  conféquent  {N.  274)  au  lieu  qu’une 
Raifon  doublée  efl  une  raifon  compofée  de  deux  raifons  égales.' 

219.  J’ai  dit  {N.  238.)  que  l’expofant  d’une  Raifon  efl  le  quo* 
tient  de  la  divifion  du  plus  grand  terme  par  le  moindre , foit  que 
ce  terme  foit  ou  le  premier  ou  le  dernier  de  la  Raifon , parce* 
que  lorfque  le  plus  grand  terme  éfl  le  premier,  le  quotient  de 
la  divifion  fait  voir  combien  de  fois  le  premier  contient  le  fécond, 
6c  lorfqu’il  efl  le  dernier , le  quotient  fait  voir  combien  de  fois 
le  premier  efl  contenu  dans  le  fécond.  Or  il  faut  remarquer  qu’on 
pourroit  auffi  appeller  expofant,  le  quotient  du  premier  terme 
divifé  par  le  fécond,  foit  que  le  premier  foit  plus  grand,  ou 
qu’il  foit  plus  petit  que  le  fécond  ; car  dans  le  cas  où  le  premier 
terme  efl  moindre  , le  quotient  du  premier  divifé  par  l’autre , 
efl  une  fraflion  qui  fait  voir  que  le  premier  éunt  moindre , eil 
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contenn  dans  le  fécond.  Mais  pour  ne  pas  mettre  de  l’équivoque 
dans  le  mot  A’expofam,  ainfi  que  quelques  Auteurs  ont  fait,  je 
nommerai  toujours  expofant  le  quotient  de  la  divifion  du  plus 
grand  terme  par  le  plus  petit  terme  au  contraire  je  nommerai 
exporteur  le  quotient  du  premier  terme  divifé  par  le  fécond , ôc 
cet  expofiteur  ne  différera  de  l’expofant  que  dans  le  cas  où  le  pre- 
mier  terme  fera  le  moindre  ; & il  eft  vifible  que  l’expofiteur  mul- 
tiplié par  le  fécond  terme , fera  toujours  égal  au  premier  dans 
l’un  & l’autre  cas  -,  car  fuppofé  que  la  Raifon  foit  4,2,  i’ expofiteur 
fera  2 , ôc  par  conféquent  multipliant  le  dernier  terme  2 par  le 
quotient  ou  expofiteur  2 , le  produit  4 fera  égal  au  premier.  De 
môme  fi  la  Raifon  eft  2,4,  l’expofiteur  fera  7,  ôc  le  dernier 
terme  4 multiplié  par  7,  donnera  le  produit  2 égal  au  premier 
terme,  ôcc. 

320.  Theorembi.  Dans  toute  Raifon  compofe  t Expofiteur  efl  égal 
au  produit  des  Expofiteur  s des  Raifons  compofantes. 

Soient  les  Raifons  a,  h ; c,  d^  l’expofiteur  de  la  première p , ôc 
celui  delà  fécondé^,  la  Raifon  compofée  fera  donc  ac  , bd. 
{N.  3 1 7.)  Or  dans  la  première  Raifon  nous  avons  a=bp  {N.  31p.), 
ôc  dans  la  fécondé  3 mettant  donc  ces  valeurs  de^ôc  r 

dans  la  Raifon  compofée  , nous  aurons  hpdtf,  bd , ôc  par  confé* 
quent  divifant  le  premier  terme  par  le  dernier,  l’expcfiteur  fera 
pq  , c’eft-à-dire  le  produit  des  expoftteurs p , des  raifons  conv- 

pofantes. 

• De  même  foient  les  trois  Raifons  compofantes  a ,b  -,e  , d‘,f,h\ 
l’expofiteur  de  la  première  p , celui  de  la  fécondé  ej  , ôc  celui  de 
la  troifiéme  m;  la  Raifon  compofée  fera  donc  or  dans  la 

première  raifon  )i,\a=-bp , dans  la  fécondé  c=dq,  ôc  dans  la 
troifiéme/=»jA  ,*  mettant  donc  ces  valeurs  de  a , r ,/dans  la 
compofée  acf,bdA,jiut3.i  bpdqmh , bdh,ôc  divifant  le  premier 
terme  par  le  fécond,  l’expofiteur  fera pqm , lequel  eft  produit  des 
trois  expofiteprs p , q , m,  ainfi  des  autres.  ^ 

3 2 1 . Ce  Theorême  eft  général , quand  même  il  fe  trouveroit 
des  Raifons  compofantes  qui  auroient  leurs  antécédents  plus 
grands  que  leurs  conféquents  , ôc  d’autres  leurs  conféquents 
plus  grands  que  les  antécédents , ôc  je  n’aurois  pas  pù  la  rendre 
générale  de  la  même  fàt^n,  fi  je  m’étois  fervi  des  expoûnts  au  lieu 
des  expofiteurs.  Car  foient  les  Raifons  compofantes 4 , i ; 1 . 3, 
l’expofiteur  de  la  première  eft  4,  ôc  celui  de  la  fécondé  eft  7 , ôc  la 
Raifon  compofée  eft-^ , 5 ^ dont  l’expofiteuc  f eft  égal  au  produit 
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des  expofîteurs  4 ÿ -f  des  Raifons  cotnpofantes.  Mais  H l’aveu 

tris  les  expofans  4 & 5 des  raifons  compofantes , rexpofant  f de 
1 compose  n’auroit  pas  été  égal  au  produit  des  expofans  4 & 3 > 
6l  par  conféquent  le  théorème  ne  fe  leroit  pas  étendu  à ce  cas. 

322.  Theoreme.  Uexpefiteur  dune  Raifin  compope  de  deux 
Raifons  égales , ejl  égal  au  quarré  de  texfofaeur  de  F une  des  compo- 
fantes ; celui  dune  raifon  compope  de  trois  Kaipns  égales  > ejl  égal  au 
cube  de  Fexpofiteur  de  tune  des  compofantes  } celui  d'une  raifon  compo- 
pe de  quatre  raipns  égales , efi  égal  à la  quatrième  puijfance  de  fexpe- 
fiteur  de  t une  des  égales , & ainft  de pite. 

Soient  les  deux  raifons  a^b-.:  e,dy  l’expolireur  p de  la  pre- 
mière fera  donc  le  même  que  l’expofiteur  de  la  fécondé,  6c  par 
conféquent  nous  aurons  d=  bp  e= dp.  Oi  la  raifon  compofée 

cRacybd;  mettant  donc  dans  la  compofée  les  valeurs  de  a 6c  de  r 
nous  aurons  bpdpy  bd  y Sx.  divifant  le  premier  terme  par  le  fé- 
cond y rexpouteur  pp  fera  le  quarré  de  l’expoliteur  p ae  la  pre^ 
miere  Railoncompofante,ou  de  ja  fécondé. 

Soient  de  même  les  trois  Raifons  égales,  aybi:  e ,d,::fyh  f 
Sx  l’expoliteur  de  chachacune  d’elles  p ,*  nous  aurons  donc  a=bpf 
c = dp-y  Sx  f^hp.  Or  la  raifon  compofée  ell  atf , bdh}  mettant 
donc  les  valeur  ae a , c,fy  nous  aurons  bpdpkp  , bdh , Sx  divifant 
le  premier  terme  par  le  fécond , l’expofiteur  ppp  fera  le  cube  de 
l’expofiteur  de  la  première  raifon  compofante , ou  de  la  fécondé  , 
ou  de  la  troifiéme  ; 6c  il  eft  aifé  de  prouver  la  même  chofe  à 
l’égard  des  Raifons  compofées  d’un  plus  grand  nombre  de  Rai- 
fons  égales. 

323.  Theoreme.  Les  eptarris  font  en  Raifon  doublée  de  laRaipm 
de  leurs  racines  y les  cubes  en  Rafon  triplée  y les  quatrièmes pmjfances 
en  Rafon  quadruplée , & ainft  de  fuite. 

Soient  les  quarrés  /ta  y bb  y dont  les  racines  font  a , ^ , je  prens 
les  deux  Raifons  égales  <1,  ^ wa.b , Sx  la  compofée  de  ces  deux 
Raifons  efl  la  raifon  doublée  aa  y bb\  ot  les  termes  des  cette 
Raifon  doublée  fom  les  quarrés  des  termes 0,^ , de  l’une  ou  de 
l’autre  des  compofantes;  donc  les  qurrés  bby  font  en  Raifon 
doublée  de  la  Raifon  de  leurs  racines. 

De  même  foient  les  cubes  <3},  t>3,  dont  les  racines  font 
je  prens  les  trois  Raifons  égales  a,  b a,  b ::  e,  6c  la 
compofée  de  ces  trois  Raifons  eft  ai,biy  laquelle  eft  triplée  de 
la  première , ou  de  la  féconde , ou  de  la  rroifîéme  ;ot  ai,. bi 
font  les  cubes  desxetmes  b,  de  chacune  4b  ces  raifons  ; donc 

les 
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les  cubes  font  en  laifon  triplée  de  la  laifon  de  leurs  racines , 6c 
ainfi  des  autres. 

324.  Corollaire.  Il  fuit  delà  que  les  racines  quarrées  font 
en  raifon  foudoublée  de  celle  de  leurs  quarrés,  que  les  racines 
cubiques  font  en  raifon  foutriplée  de  celle  de  leurs  cubes,  ôcc. 

jay.  Theoreme.  Si  ton  a plufieurs  grandenrs  de  fuite,  la  pre- 
mière ejl  à la  troifiéme  en  raifon  compofee  de  la  raifon  de  la  première 
à la  fécondé,  èr  de  celte  de  la  fécondé  d la  troifiéme  ; la  quatrième  eft 
en  raifon  compofie  de  la  raifon  de  la  première  à la  feeotide , de  celle 
de  la  fécondé  à la  troifiéme , ér  de  celle  de  la  troftéme  à la  quatrième , 

& ainft  de  fuite , c eji -à- dire  que  la  raifon  et  un  terme  à un  autre  ejl 
compofie  de  toutes  les  raijons  qui  fie  trouvent  entre-deux. 

Soient  les  grandeurs  a,  b,  c,  d,e,  &c.  telles  que  l’on  vou- 
dra, foient  qu’elles  aillent  toujours  en  augmentant,  eu  toujours 
en  diminuant,  ou  tantôt  en  augmentant , & tantôt  en  diminuant; 
je  prens  les  deux  raifons  a,  b ;b  ,c,  6c  faifant  la  compofée , j’ai 
ab,  bc  ,6c  divifant  l’un  & l’autre  terme  par  b , les  quotiens  a,c , 
font  en  même  raifon  que  ab,  bc,  {N.  33.);  donc  a.  c •.•.ab.  bc,  6c 
par  conféquentla  première  grandeur  donnée  e(l  à la  troidéme  c, 
en  raifon  compofée  de  celle  des  deux  premières  o,  é , & de  celle 
de  la  fécondé  ^ à la  troifiéme  c. 

Je  prens  de  même  les  trois  raifons  a,  b ; b,  c ; c , d,  6c  leur 
compofée  eft  abc,  bed  ; or  fes  deux  termes  étant  divifés  par  bc , 
donnent  a,d , qui  font  en  même  raifon  que  abc , bed-,  donc  a.  d 
i-.abc.bcd,  c’eft-à-dire  la  première  grandeur  donnée  u eft  à la 
quatrième  d en  raifon  compofée  des  raifons  intermédiaires  i a,  b', 
b.  Ci  c,  d,  6c  ainft  des  autres. 

326.  Corollaire.  Si  les  grandeurs  donnéesa,^,  c,  d,e,  &c.  / 

étoient  en  progrefllon  géométrique  afeendante , ou  defeendante, 

ce  feroit  encore  la  même  chofe. 

327.  Theoreme.  Dans  toute  Progreffion  géométrique  afeendante 
ou  defeendante  , le  premier  terme  eft  au  troifiéme  comme  le  quarré  du 
premier  au  quarré  du  fécond  ; le  premier  eft  au  quatrième  comme  le 
cube  du  premier  au  cube  du  fécond  3 le  premier  eft  au  cinquième  comme 
la  quatrième  puijfance  du  premier  â la  quatrième puifance  du  ficond, 

^ ainft  de  fuite. 

Soit  la  progrelTion  ::  a,  b , c , d,  e , ficc.  par  le  Théorème  pré- 
cédent , le  premier  terme  a eft  au  troifiéme  c , en  raifon  compo- 
fée de  la  raifon  a,  b,  6c  de  la  raifon  b,c,  or  ces  deux  raifons 
font  égales;  donc  le  premier  terme  a eft  au  troifiéme  c en  raifon 
Tome  I.  Z 
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doublée  de  la  raifon  a,b  yow  de  la  raifon  b^c,  {N.  j 1 8.)  ; or  la 
raifon  doublée  de  l’une  des  compofantes  eft  égale  à la  raifon  des 
quarrés  des  termes  de  l’une  des  compofantes  {N.  donc  la 

raifon  a,  c,  eft  la  même  que  la  raifon  des  quarrés  des  deux  pre- 
miers termes  0,  ^ de  la  progreflion. 

De  même  par  le  Théorème  précédent  la  raifon  a,  </ , eft  com- 
pofée  des  railbns  a ,b  ; b , c , d;oi  ces  trois  raifons  font  égales; 

donc  la  raifon  0,  d,  eft  trmlée  de  la  raifon  a,  b',  mais  les  cubes 
de  la  raifon  a,  b,  font  aum  en  raifon  triplée  de  la  raifon  a,  b, 
{N.  3 2 J.)  donc  le  premier  terme  0 de  la  progreflion  eft  au  qua- 
trième terme  d , comme  le  cube  03  du  premier  eft  au  cube  bi  du 
fécond , ôc  ainfl  des  autres. 

328.  Theoreme.  Une  ProgreJJîon  géométrique  afcendante  ou  dej^ 
rendante  étant  donnée , les  quarrés  de  fes  térmes , ou  les  cubes , ou  les 
quatrièmes  puijfances  ; de  mêmc^  leurs  racines  quarrées  ou  leurs  raci- 
nes cubiques  y ou  leurs  racines  quatrièmes , &c,  feront  encore  en  pro-_ 
greffion. 

Dans  toute  progreflion  géométrique  la  raifon  du  premier  terme 
au  fécond  eft  égale  à celle  du  fécond  au  troifieme,  celle  du 
troifiémc  au  quatrième , & ainfl  de  fuite  ; donc  les  raifons  dou- 
blées, ou  triplées,  ou  quadruplées,  ôcc.  ou  les  raifons  foudou- 
blées , foutriplées,  fouquadruplées , &c.  de  toutes  ces  raifons  font 
encore  égales  > or  les  quarrés  de  ces  raifons  font  en  raifon  dou- 
blée, les  cubes  en  raifon  triplée,  &c.  & les  racines  quarrées  font 
en  raifon  foudoublée,  les  racines  cubiques  en  raifon  foutriplée, 
&c.  donc  les  quarrés  ou  les  cubes , &c.  ou  les  racines  quarrées 
ou  cubiques,  &c.  font  entr’elles  en  même  raifon,  & par  confé- 
quent  elles  font  encore  en  progreflion. 

329.  Theoreme.  Si  deux  quarrés  inégaux  ou  deux  cubes  , ou 
deux  quatrièmes  puijfances , &c.font  divifés  t un  par  t autre,  le  quo- 
tient ejl  un  nombre  quarré , ou  uncube  ,&c. 

Ceci  eft  une  fuite  des  principes  précédens  , mais  on  peut  le 
démontrer  avec  plus  de  facilité  en  cette  forte.  Soient  les  quarrés 

aa y bb y fl  je  divife  l’un  par  l’autre,  le  quotient  eft  ^ , lequel  eft 

encore  un  quarré  ; car  fa  racine  eft  De  même  foient  les  cubes 

b • 

03 , biy  fi  je  divife  l’un  par  l’autre,  le  quotient  — eft  encore  un 

b ^ 

cube , puifque  fa  racine  cubique  eft  y , & ainfl  des  autres.. 
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)jo.  Problème.  Trouver  entre  deux  nombres  donnés  autant  de 
moyennes  proportionnelles  géométriques  qu'on  voudra. 

Soient  les  grandeurs  a^b,  entre  lefquelles  on  demande  une 
moyenne  proportionnelle  géométrique , je  la  nomme  *,  & j’ai 
i:  a.  X,  b i ot  le  quarré  de  la  première  e(l  au  quarré  de  la  fé- 
condé comme  la  première  ed  à la  troifiéme  (M  327.  ) donc  aa, 
XX.  a.  b J &c  faifant  le  produit  des  extrêmes  & celui  des  moyens, 
j’ai  aab  = axx , & dij^ifant  par  a de  part  & d’autre , je  trouve  ab 
Sc  xs=s}/ab,  ce  qui  me  fait  voit  qu’il  faut  multiplier  a 


=xx, 


par  ^ & en  tirer  la  racine  quartée  du  produit  pour  avoir  x,  de 
même  que  nous  l’avons  trouvée.  (N.  apa.) 

Soient  les  grandeurs  a^b,  entre  lefquelles  on  demande  deux 
moyennes  proportionnelles  > je  nomme  la  première  x , & la  fé- 
condé^, & j’ai  ::a,  x.y.bi  or  le  cube  de  la  première  eft  au 
cube  de  la  fécondé  comme  la  première  ed  à la  quatrième  (N. 
327.);  donc  ai.  xi  ::  a.  b , d’où  je  tire  aib  — axi,  6c  divifant 
tout  par  g,  j’ai  a^b=xi,  6c  tirant  la  racine  cubique  je  trouve  x 
= v'a‘b]  ce  qui  me  fait  voir  que  pour  trouver  la  première  des 
deux  moyennes  proportionnelles  il  faut  faire  le  quarré  de  la  pre- 
mière a,  le  multiplier  par  la  quatrième  ^ , 6c  tirer  la  racine  cu- 
bique du  produit.  Après  quoi  comme  les  quatre  termes  font  en 
progredion  on  dira  la  première  2 ed  à la  fécondé  x qui  fera  une 

grandeur  connuê  comme  cette  fécondé  ed  à la  troifiéme,  6c  la 
.egle  de  Trois  donnera  la  troifiéme. 

On  trouveroit  de  même  trois  moyennes  proportionnelles, 
quatre,  6cc.  entre  deux  mndeurs  données. 

33 1.  RzMARÇÿJE.  Il  n arrive  pas  toujours  qu’on  puiffe  exprimer 
en  nombres  les  moyennes  proportionnelles  que  l’on  cherche , 
& l’on  va  voit  dans  le  Chapitre  fuivant  quels  font  les  cas  où  cela 
ne  fe  peut  pas. 

332.  Theoreme.  On  peut  toujours  trouver  une  moyenne  proportion* 
ne  lie  exprimable  en  nombre  entre  deux  quarrés  parfaits , deft-à-dire  dont 
on  peut  extraire  la  racine,  deux  entre  deux  cubes  parfaits , trois  entre 
deux  quatrièmes  puiffances  parfaites,  eb"  ainfi  de  fuite. 

Soient  les  deux  quarrés  parfaits  aa,  bb,  je  les  multiplie  l’un  par 
Fautre , ce  qui  donne  aabb , dont  la  racine  quartée  ab  ed  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  quarrés  aa,bh , puifque  fon  quarré 
ed  ^al  au  produit  des  deux  quarrés  qui  font  fes  extrêmes  {N.  3 Jo.) 
ainü  j’ai  : : aa.  ab.  hh.  ce  qui  fait  voir  que  le  produit  des  racines  de 
deux  quarrés  efi  moyen  proportionnel  entre  ces  deux  quarrés. 

Z ij 
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Pour  trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  cu- 
bes fl? , /'?,  je  multiplie  leurs  racines  a,  b , chacune  par  le  quarré 
flfl,  ce  qui  donne  les  produits  fl? , a-b , qui  font  en  même  raifon 
que  les  racines  a,  b,  {N.  32.)  ; je  multiplie  les  mêmes  racines  a , 
b , chacune  par  le  quarre  de  la  féconde , ce  qui  donne  les  produits 
fl^^,^?,qui  fonrauilien  même  raifon,  & par  confêquent les  deux 
raifons  a?,  a^b  -,  & abb , bi  étant  égales  chacune  à la  raifon  a,  b y 
font  égales  cntr’elles  ; donc  a?,  a^bw  abb.  b'i.  Maintenant  pour 
prouver  que  ces  quatre  grandeurs  font  non- feulement  propor- 
tionnelles, mais  encore  en  proportion  continue,  je  multiplie  la 
première  a?  par  la  troifiéme  abb,  & le  produit  eft  a‘>bb  dont  la 
racine  quarrée  eft  & par  conféquent  a'-b  eft  moyenne  pro- 
portionnelle entre  àib-bi  abb  -fàc  même  je  multiplie  le  fécond 
terme  a^b  parle  quatrième  ^? , & le  produit  eftfl*^'*  dont  la  racine 
quarrée  eft  abb , ôc  pat  conféquent  abb  eft  moyenne  proportion- 
nelle entre  a^b  61^?,  ôc  les  quatre  termes  a?,  a^b,abb,  bi  font 
en  p/oportion  continué. 

Pour  trouver  trois  moyennes  proportionnelles  entre  deux  qua- 
trièmes puiftances  a*,  b*,  je  multiplie  leurs  racines  a,  par  le 
cube  de  la  première,  6c  les  produits  a* , a>b , font  encore  en 
même  raifon,  je  multiplie  les  mêmes  racines  par  aab,  6c  les  pro- 
duits a?i,  aabh , font  en  même  raifon  5 je  les  multiplie  encore 

[>ar  abb , 6c  les  produits  aabh,  ab'i , font  en  même  raifon;  enfin  je 
es  multiplie  pat  ^? , 6c  les  produits  a^?,  b^,  font  en  même  raifon  ; 
donc  j’ai  la  proportion  continué  a?/>  ::  fl?^.  aabb  : ; aabb.  abi 
; ; abi.  b*,  6c  on  trouvera  de  même  qu’entre  deux  cinquièmes  puif- 
fanccs  parfaites  il  y a quatre  moyennes  prtmortionnclles,  ôcc. 

Si  l’on  éleve  un  binôme  a-^b  à fes  puiffances  , ôc  qu’on  né- 
glige les  coefticiens  numériques,  on  trouvera  que  les  termes  com- 
pris entre  la  plus  haute  puifiance  de  a ôc  la  plus  haute  puifiance 
de  b,  font  les  moyennes  géométriques  dont  nous  venons  de 
parler. 

Des  Réglés  que  les  Arithméticiens  nomment  Réglés 
de  cinq  , de  Jêpt , de  neuf , Cjrc. 

333.  Lorfque  dans  une  queftion  propofée  qui  contient  cinq 
grandeurs  connues  on  en  cherche  une  fixiéme,  ôc  que  les  cinq 
peuvtnt  fe  réduire  à trois,  de  façon  que  par  une  réglé  de  Trois 
on  J li  ffe  trouver  la  fixiéme,  les  Arithméticiens  difent  que  cette 
réglé  eft  une  réglé  de  cinq.  De  même  ils  difent  que  la  réglé  eft 
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une  réglé  de  fept , lorfqu’une  queftion  contient  fept  termes  con- 
nus lefquels  peuvent  fe  réduire  à trois , 'par  le  moyen  defquels  on 
trouve  le  huitième  terme  cherché,  ôc  ainfi  des  autres  ; or  les  pra- 
tiques qu’ils  enfeignent  font  fondées  fur  les  ptincipes  des  railons 
compofées,  comme  on  va  voir  dans  l’Exemple  fuivant. 

Exemple.  Deux  hommes  en  trois  jours  ont  fait  24.  toifes  d'ou- 
vrage , quatre  hommes  en  p jours  combien  en  feront-ils  ? 

Pour  réfoudre  cette  queftion  les  Arithméticiens  difent  qu’il  faut 
multiplier  les  deux  premiers  termes  2 6c  3 l’un  par  l’autre , ce  qui 
fait  6 ; multiplier  enfuite  le  quatrième  ôc  le  cinquième  l’un  pat 
l’autre,  ce  qui  fait  35,  enfin  faire  une  réglé  de  Trois  dont  le  pre- 
mier terme  foit  le  produit  6,  le  fécond  le  nombre  24  de  toifes  , 
ôc  le  troifiéme  le  produit  3 6.  De  forte  que  la  réglé  étant  faite  le 
quatrième  terme  144  fera  le  nombre 
de  toifes  que  quatte  hommes  feroient 
en  neuf  jours. 

La  proportion  félon  les  Arithmé- 
ticiens eft  donc  6.  24:4  36.  144,  ou 
bien  en  alternant  6.  35:124.  144, 
c’eft-à-dire  que  le  produit  6 du  nom- 
bre a d’hommes  multiplié  par  le  nom- 
bre 3 de  leurs  jours  eft  au  produit  ^6 
du  nombre  d’hommes  4 multiplié 
par  leurs  jours  p comme  les  24  toifes  faites  par  deux  hommes  en 
3 jours  font  à 144  toifes  que  feront  4 hommes  en  p jours. 

Or  pour  rendre  raifon  de  ceci , il  fuflit  de  faire  obferver  que 
le  nombre  24  de  toifes  doit  être  au  nombre  144  de  toifes  , non- 
feulement  dans  la  raifon  du  nombre  2 d’hommes  au  nombre  4 
d'hommes,  mais  encore  dans  la  raifon  du  nombre  3 de  jours  au 
nombre  p de  jours,  ôc  par  conféquent  24  doit  être  à 144  en  rai- 
fon compofée  des  nombres  d’hommes  2,  4,  ôc  des  nombres  de 
jours  3 ,]p  ; oc  la  raifon  compofée  de  ces  deux  raifons  eft  2X  3 , 
4xp,  ou  5,  35,  ôc  les  termes  de  cette  raifon  font  les  produits 
des  nombres  d’hommes  parleurs  jours  ; donc,  ôcc. 

On  fera  encore  plus  convaincu  de  ceci  fi  l’on  fait  attention 
que  deux  hommes  en  trois  jours  font  autant  de  travail  que  2 fois 
3 hommes  ou  6 hommes  en  un  jour , ôc  que  4 hommes  en  p 
jours  font  autant  de  travail  que  4 fois  p hommes  ou  36  hommes 
en  un  jour,  ôc  qu’ainfi  la  queftion  propofée  eft  la  même  que  fi 


5.  24  : : 

3g 

144 

72 


854 


35.  réponfe  144 
6 

8 54 ( 144 


26 

24 
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on  difoit  : 6 hommes  ont  fait  24  toifes , combien  hommes  en 

feront-ils  / ce  qui  cft  une  réglé  de  Trois  ordinaire. 

On  juge  aifément  par-là  de  quelle  façon  on  peut  réduire  à trois 
termes,  les  queftions  de  7,  de  j>,  de  1 1 , 6cc.  c’eft  pourquoi  je  ne 
m’y  arrêterai  pas. 


CHAPITRE  X- 

Des  Incommenfurables. 

334.  Ç I le  rapport  de  deux  grandeurs  peut  s’exprimer  en  nom- 
*3  bres,  ces  deux  grandeurs  font  dites  commenfrrabUs  en- 
tr  elles , parce  qu’on  pourra  trouver  un  nombre  qui  les  mefurera. 
Le  rapport  de  4 à 2 ell  2 , ces  deux  grandeurs  font  donc  com- 
menfurables  : car  2 fe  mefure  lui  - même , & il  mefure  aufli  4 , 
puifqu’il  y ell  contenu  deux  fois  ; de  même  le  rapport  de  y à $ 
e(l  commenfurable , car  l’unité  les  mefure  tous  les  deux , étant 
contenue  cinq  fois  dans  y , & trois  fois  dans  3 , ôcc. 

33  y.  Si  le  rapport  de  deux  grandeurs  ne  peut  pas  s’exprimer 
en  nombres  , ces  deux  grandeurs  font  dites  mcommenfutables  en- 
tr  elles  ; ainfi  2 & v'y  font  incommenfurables , parce  qu’on  ne 
fçauroit  exprimer  ce  que  2 eft  à v'y  , &c. 

3 J 6.  Si  deux  grandeurs  incommenfurables  entr’elles  devien- 
nent commenfurables  en  les  élevant  au  quarré,  on  dit  que  ces 
deux  grandeurs  font  incommenfmrables  emr  elles , àr  commenjùrables 
enpuijfance.  2 &L  Wy  font  commenfurables  en  puiffance,  parce  que 
leurs  quarrés  font  entr’eux  comme  deux  nombres,  & fi  ces  gran- 
deurs ne  font  commenfurables  que  lorfqu’on  les  éleve  au  cube, 
on  dit  qu’elles  font  incommenfurables  entr’elles,  ôi  en  puidànce, 
& commenfurables  en  troifléme  puilTance,  ôcc. 

337.  Theoreme.  Si  FexpDfitewr  ou  Pexpo/unt  d'une  raifin  doublée 
n'eft  pas  un  quarré , ou  fi  celui  dune  raifon  triplée  nefi  pas  un  cube, 
les  termes  des  raijons  fimples  dont  ees  raijàns  fient  doublées  ou  triplées , 
feront  incormrunfurables  entr  eux  ; mais  fi  Fexpoftteur  ou  t expqfant 
d’une  raifon  efi  un  nombre  quarré,  ou  un  nombre  cube,  ù'c.  les  fermes 
de  la  raifon  fieront  entr' eux  comme  deux  quarrés , ou  comme  deux  cubes. 

Le  premier  cas  ell  facile  après  ce  qui  a été  dit  ci-devant  ^ ôc  pour 
le  fécond,  foit  la  raifon  2,8,  dont  l’expofiteur  ^ , oul’expofant  4 
font  des  nombres  quarrés , or  l’un  6c  l’autre  font  voir  que  2 cft  le 
quaic  de  8 ^ aind  2.  8 : : 1.4,  mais  t ôc  4 font  des  nombres  quarrés  ; 
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' donc  les  termes  2 6c  8 font  entr’eux  comme  des  nombres  quarrés. 

De  même  foit  la  raifon  16,  y 4.  dont  l’expofiteur  ~ , lequel  ré- 
duit aux  moindres  termes  eft  ^ , ôc  l’expofant  f| , ou  Y font  des 
nombres  cubes , puifqüe  Ja  racine  cubique  de  8 eft  2 , ôc  celle 
de  27  cft  3 ; or  l’un  6c  l’autre  nous  font  voir  que  16.  y4  : : 8.  27, 
6c  par  conféquenc  1 5 6c  ^4  font  entreux  comme  des  nombres 
cubes , 6c  ainfl  des  autres. 

338.  Theoreme.  Dans  toute  progrejfton géométrique  afeendante  ou 
iefeendante,  le  premier  terme  eft  commenfurable  au  fécond  fi  fexp  ofi- 
leur  de  la  raifon  du  pr entier  au  troifiime  eft  un  quarré,  ou  fi  celui  de 
la  rttifon  du  premier  au  quatrième  eft  un  nombre  ctti>e  y ou  fi  celui  du 
premier  au  cinquième  eft  la  quatrième  puijfance  d’un  nombre,  &c. 

Soit  la  proportion  géométrique  ::  a,  b,  e,d,  e,  /,  6cc.  la  rai- 
fon du  premier  terme  a au  troiftéme  c,cù  compofée  de  la  raifon 
6c  de  la  raifon  byc,  (IV.  325.)»  or  ces  deux  compofantes 
font  égales  , puifqu’il  y a progredion  ; donc  la  raifon  du  premier 
au  troifiéme  eft  doublée  de  la  raifon  a y b,  (IV.  318.)  ôc  parcon- 
féquent  fon  expofiteur  eft  le  quarré  de  l’expofiteur  de  la  raifon 
a,  b , mais  on  luppofe  que  cet  expofiteur  eft  un  nombre  quarré, 
donc  on  pourra  tirer  fa  racine  pour  avoir  l’expofiteur  de  la  com- 
pofante  a,  6c  connoître  par- là  le  rapport  du  premier  terme  a 
au  fécond  terme  b. 

De  même  la  raifon  du  premier  terme  a au  quatrième  d,  eft 
compofée  des  trois  raifons  égales  a,  b ; b y c;  r,  d,  6c  par  con- 
féquent  elle  eft  triplée  de  la  raifon  a,b ;or  l’expofiteur  aune  rai- 
fon triplée  eft  le  cube  de  l’expofiteur  de  l’une  des  compofantes  ; 
donc  tirant  la  racine  cubique  de  l’expofiteur  de  la  raifon  a , d, 
lequel  eft  un  nombre  cube  par  la  fuppofition , cette  racine  fera 
l’expofiteur  de  la  raifon  Uy  b y Sx.  fera  voir  la  raifon  du  premier  au 
fécond , 6c  ainfi  des  autres. 

33p.  Theoreme.  Dans  toute  progreffion  géométrique  le  premier 
terme  & le  fécond  fint  incommenfùrables  entreux  commerijUrables 
en  puijfance , fi  t expofiteur  de  la  raifon  du  premier  au  troifiéme  n’eft 
pas  un  nombre  quarré , & ils  font  incommensurables  entreux  er  en 
puijfance  y fi  t expofiteur  du  premier  au  troifieme  neft  pas  un  nombre 
qu’on  puijfe  exprimer. 

Soit  la  progreffion  ::a,  b,  Cy  d,  r,  6cc.  l’expofitenr  du  pre- 
mier terme  a au  troifiéme  c n’étant  pas  un  nombre  quarré  par  la 
fuppofition , on  ne  pourra  en  extraire  la  racine  ; or  l’expofiteur 
du  premier  terme  au  fécond  eft  égal  à cette  racine  3 donc  puif- 
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que  cet  expofiteur  ne  pourra  pas  s’exprimer  en  nombre , les  ter- 
mes a,  b,  feront  incommenfurables , mais  les  quartés  de  ces  ter- 
mes feront  commenfutablees  ; car  ces  quarrés  étant  en  raifon 
doublée  delà  raifon  a,  b,  feront  en  même  raifon  que  les  termes 
a,  c,  qui  font  aufTi  en  raifon  doublée  de  la  raifon  a , b;  donc 
l’expoliteut  de  ces  quarrés  fera  le  même  que  l’expofiteur  des  ter- 
mes a,c,  Sc  comme  onfuppofe  que  cet  expofiteur  eftun  nom- 
bre , on  pourra  donc  connoitre  la  raifon  des  quarrés. 

- Que  fi  on  fuppofe  que  l’expofiteur  delà  raifon  aj  r,  ne  puifle 
pas  s’exprimer  en  nombre , alors  la  raifon  des  quarrés  de  la  raifon 

a,  b,  ne  pourra  s’exprimer  non  plus,  puifque  leur  expofiteur 
étant  le  même  que  celui  de  la  raifon  a,  c,  ne  pourra  pas  nous 
faire  connoitre  leurs  rapports  ; ainfi  les  deux  premiers  termes  a , 

b , feront  incommenfurables  entr’eux  & en  puiffance. 

340.  Theoreme.  Dans  toute  progrejjion  géométrique , le  premier 
terme  & le  fécond  feront  incommenfurables  entreux , & commenfu- 
rables  en  troiftéme  puijjdnce , ft  f expofiteur  du  premier  terme  au  qua- 
trième ejl  un  nombre  qui  ne  foit  pas  cube , & ils  feront  incommenju- 
râbles  entreux  dr  en  troifiéme puijfance fi  t expofiteur  du  premier  au 
quatrième  efi  une  quantité  qùon  ne  peut  exprimer. 

La  raifon  du  premier  au  quatrième  eft  triplée  de  la  raifon  du 
premier  au  fécond,  & par  conféquent  fon  expofiteur  eft  le  cube 
de  l’expofiteur  du  premier  au  fécond  ; donc  puifqu’on  fuppofe 
que  cet  expofiteur  n’eft  pas  un  cube  dont  on  puifle  extraire  la 
racine  , on  ne  pourra  non  plus  trouver  l’expofiteur  des  deux  pre- 
miers termes  ; mais  les  cubes  de  ces  termes  feront  commenfu- 
rables , puifque  ces  cubes  étant  en  raifon  triplée  de  leurs  raci- 
nes feront  entr’eux  comme  le  premier  ôt  le  quatrième  terme  qui 
font  comraenfurables  à caufe  que  leur  expofiteur  eft  un  nombre  ; 
que  fi  cet  expofiteur  n’étoit  pas  un  nombre , il  eft  clair  que  celui 
des  cubes  des  deux  premiers  termes  ne  le  feroit  pas  non  plus , 
& que  par  conféquent  les  deux  premiers  termes  feroient  incom- 
menfurables entr’eux  & en  troifiéme  puilfance. 

On  trouvera  par  un  femblable  raifonnement  que  fi  l’expofireur 
du  premier  terme  au  cinquième  eft  un  nombre  qui  ne  foit  pas 
une  quatrième  puiflânee , le  premier  & le  fécond  terme  font  in- 
commenfurables entr’eux , & commenfurables  en  quatrième  puif- 
fance . & que  fi  cet  expofiteur  n’eft  pas  un  nombre , le  premier 
& le  quatrième  font  incommenfurables  en  quatrième  puifiance  , 
& ainfi  des  autres. 

342. 
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34.2.  Et  il  faut  obfcrver  que  fi  l’expofiteur  du  premier  au  qua- 
iriëme  n’eft  pas  un  nombre  cube,  non-feulement  le  fécond  terme 
eft  un  radical,  mais  encore  le  troifidme.  Soit  par  exemple  le  pre- 
mier ôcle  quatrième  terme  I.  6.  je  nomme  les  deux  moyens*,  y, 
& j’ai  : : i . *.  _y.  5 , & par  confisquent  i.  *î  : : i.  6.  (N.  330.)  d’où 

je  tire  xi  = 6 , &c  x = \/6;  ainfi  le  fécond  terme  eft  j or  fi  j'c 

veux  trouver  le  troifième,  je  dis  : i.  y'é  :iV6.  v^j6,  fie  ce  troi- 

fième  eft  la  grandeur  incommenfurable 

De  même  fi  l’expofiteur  du  premier  au  cinquième  n’eft  pas 
un  nombre  qui  foit  une  quatrième  puilTance , les  trois  termes  qui 
font  entre  le  premier  fie  le  cinquième  font  des  grandeurs  radi- 
cales. Car  foient  le  premier  fie  le  cinquième  terme  2.  8,  je  nomme 
les  trois  moyens  x,y  fZ,  Sx.  j’ai  : : 2.  *.^.  z.  8 ; 6c  par  confèquent 

16.  X*  : : 2.  8.  [N.  330.)  ; d’où  je  tire  *■*  = fie  * = ; 

4 * , 

ainfi  le  fécond  terme  eft  v^6^4  > or  pour  trouver  le  troifiéme  ie 

4 

r-  ■*/..  >^«4X«4  O , . .rt  n V^<4X«4  ■ 

fais  2.  v^64  ::v6^. , 6c  le  troilième  terme  eft  . 

» » 

4 '*  ~~~ 

6c  pour  trouver  le  quatrième  terme  je  fais  2.  v'6y  ::  — 


4 - 

y 64x6^  X 64 


4 


, 6c  ce  quatrième  terme  eft  incommenfurable  de  même 


que  les  prècèdens. 

On  prouveroit  de  la  même  faejon  que  fi  l’expofiteur  du  premier 
au  fixième  terme  n’eft  pas  un  nombre  qui  foit  une  cinquième  puif- 
fance,  les  termes  compris  enrre  le  premier  6c  le  fixième  feront 
incommenfurables. 


343.  Il  fuit  de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  qu’on  ne  peut 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  exprimable  en  nombre  en- 
tre deux  grandeurs , que  iorfque  l’expofiteur  de  ces  grandeurs 
eft  un  quàrrè  ; qu’on  ne  peut  trouver  deux  moyennes  proportion- 
nelles entre  ces  mêmes  grandeurs  que  Iorfque  l’expofiteur  eft 
un  cube  ; qu’on  n’en  peut  trouver  trois  que  Iorfque  l’expofiteur 
eft  une  quatrième  puiflance,  6cc.  cependant  routes  ces  moyennes 
proportionnelles  que  nous  ne  fijaurions  exprimer  en  nombres, 
s’expriment  aifèment  en  lignes  par  les  réglés  delà  Géométrie, 
comme  on  verra  dans  la  fuite. 
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CHAPITRE  XL 

Des  Logarithmes. 

^ l’on  prend  une  progrelfion  géométrique  infinie  en  mon- 
tant  6c  en  defcendant  ,£ , &c.  -pj.  -p.  7.  1.  2. 4.  8. 

1 5.  32 , ôcc.  2“  J ôc  que  fous  les  termes  1.2.  4 , ôcc.  qui  vont 
en  montant,  on  mette  les  termes  pofitifs  o.  i.  2.  3 , ôcc.  d’une 
progrelfion  arithmétique  afcendante,  ôc  que  fous  les  termes  7. 
7.  X , ôcc.  de  la  progreflîon  géométrique  on  mette  les  termes 
négatifs  — i , — 2,  — 3,  ôcc.  de  la  progreflion  arithmétique, 
chaque  ferme  de  la  progrelTion  arithmétique  fe  nommera  le  L(h 
garitbme  du  terme  de  la  progreflion  géométrique  fous  lequel  il  fe 
trouvera  écrit  ; or  les  deux  progreflions  feront  les  fuivantes. 

-,îz,6cc.  tV-  t*  L L 1.  2.  4,  8.  16.  32  , ôcc.  2“. 

— 00  , ôcc. — J — 4. — 3.-X-2. — i.o.  1.2.  3.  4.  y,  ôcc.  eo. 

34J.  J’ai  fait  obferver  {N.  ^16.)  que  la  fuite  infinie  des  puif- 
fances  négatives  ôc  pofitives  d’une  grandeur  a qui  Ibnt  , ôcc. 
a~^.  a~*.  tri.  «-».  a~K  a°,  a',  a*,  ai.  a*,  ôcc.  a”,  font  en 

progreflion  géométrique  , ainfi  faifant  <j  = 2 , cette  fuite  de  puif- 
fances  littérales  fera  la  même  que  la  progreflion  géométrique  ci- 
deflus  i car  a°  eft  égal  à i (M  lyp.),  Ôc  les  puiflânees  négatives 

a~’-.  a~i , ôcc.  font  les  mêmes  que  celles-ci  — , — , —, 

^ fl'  a*  «• 

ÔC  les  expofans  des  puiflances  littérales  feront  les  mêmes  que 
les  termes  de  la  progreflion  arithmétique  que  nous  avons  mis 
fous  ceux  de  la  progreflion  géométrique. 

345.  Il  fuit  delà  que  les  logarithmes  de  la  progreflion  géomé- 
trique auront  les  mêmes  proptietés  que  les  expofans  des  puiflan- 
ces  de<»;  ainfi  1°.  fi  je  veux  multiplier  le  terme  2 de  la  progref- 
fion  géométrique  par  le  terme  8 , je  n’ai  qu’à  ajouter  enfemble 
les  logarithmes  i , 3 , de  ces  deux  termes , ôc  la  fomme  4 fera 
le  logarithme  du  produit  cherché  (M  iy4.)  ;or  le  terme  de  la 
progreflion  géomarique  écrit  au-delTus  du  logarithme  4 eft  1 5 ; 
donc  i5eft  le  produit  de  2 par  8.  2®.  Pour  divifer  le  terme  i<S 
de  la  progreflion  géométrique  par  le  terme  2 , je  prens  les  loga- 
rithmes 4.  I.  de  ces  termes,  ôc  retranchant  le  fécond  du  pre- 
mier le  refte  3 eft  le  logarithme  du  quotient  cherché  {N.  lyy.) 
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ainfi  le  terme  8 écrit  fur  le  logarithme  3 eft  le  quotient  de  1 6 
divifé  par  2.  3°.  Pour  élever  le  terme  2 de  la  progrelfion  géomé- 
trique à fa  quatrième  puiOance , je  multiplie  le  logarithme  i du 
terme  2 par  l’expofant  4 de  la  quatrième  puiflance  de  2 {N.  1 j 6.); 
ainfi  le  terme  1 6 écrit  au-delTus  du  logaritlime  4 efl  la  quatrième 
puilTance  cherchée.  4°.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de  8 je 
prens  fon  logarithme  3 , & le  divifant  par  l’expofant  3 de  la  ra- 
cine cubique , le  quotient  1 ell  le  logarithme  de  la  racine  cu- 
bique de  8 (//.  I J7.) , & par  conféquent  le  terme  écrit  au-defius 
de  ce  logarithme  ell  la  racine  cherché  ; d’où  l’on  voit  que  ce 
qu’il  faudroit  faire  par  la  multiplication  & la  divifion,  en  opé- 
rant fur  les  termes  de  la  progrelfion  géométrique , on  le  fait  par 
l’addition  6c  la  foullraélion  , & ce  qu’il  faudroit  faire  par  l’éléva- 
tion des  puilfances  ou  l’extraâion  des  racines , on  le  fait  par  la 
multiplication  & la  divifion  ; or  comme  faddition  & la  foudra- 
£Uon  font  moins  difficiles  que  la  multiplication  6c  la  divifion , 
& que  la  multiplication  ôc  la  divifion  font  moins  difficiles  que 
l’élévation  des  puilfances  & l’extraélion  des  racines , il  efl  vifible 
que  les  logarithmes  épargnent  bien  du  travail , furtout  lorfqu’il 
s’agit  de  grands  calculs  ^ âc  de  fextraélion  des  racines  fécondés, 
troifiémes , quatrièmes,  &c. 

347.  Il  faut  bien  obferver  que  les  logarithmes  des  fraélions  |, 

X,  font  les  mêmes  que  les  logarithmes  de  leurs  dénominateurs 

2 i 4^8, 6cc.  à l’exception  qu’ils  font  négatifs. 

348.  Comme  il  fe  trouve  entre  les  termes  d’une  progrelfion 
géométrique  beaucoup  de  nombres  qui  ne  font  point  en  progref 
lion , & qui  par  conféquent  n’ont  point  de  logarithmes , l’utilité 
que  l’on  tire  des  logarithmes  fe  trouveroit  bornée , mais  on  y a 
pourvu  en  cherchant  les  logarithmes  des  nombres  naturels  i.  2. 
3.  4,  ôcc.  en  cette  forte. 

On  a pris  la  progrelfion.  géométrique  décimale  ::  i,  10,  100 , 
1000,  10000,  &c.  6c  comme  pour  trouver  les  logarithmes  des 
nombres  entre  i 6c  10,  il  a fallu  extraire  des  racines  ainfi  que 
nous  allons  dire , ce  qui  n’auroit  pas  manqué  de  donner  des  ref- 
tes  après  l’extradlion,  on  a augmenté  tous  les  termes  de  leur  pro- 
grelfion, ôc  leurs  logarithmes  aulfi  de  pliifieurs  zéros,  comme 
par  exemple  de  7,  ôc  la  progrelfion  ell  devenue  par  conféquent 
J .0000000 , 1 0.0000000 , ôcc.  ôc  leurs  logarithmes  0.0000000 , 
1. 0000000,  2.0000000,  ôcc.  en  mettant  un  point  devant  ces 
zéros  pour  diftinguer  les  logarithmes  d’avec  les  zéros  ajoutés  , 
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& l’on  a nommé  caraSlériJlique  le  cara£lere  qui  fe  trouve  devant 
ce  point  ; ainfi  dans  le  logarithme  i.coooooo  le  caraélere  i fe 
nomme  le  caraâériftique , &c.  après  cette  préparation  on  a cher- 
ché le  logarithme  de  51,  ou  de  9.0000000  en  prenant  une 
moyenne  proportionelle  géométrique  entre  les  deux  termes  r 
6c  t O de  la  progreflion  géométrique  augmentés  de  leurs  zéros , 
ôc  en  même  rems  on  a pris  une  moyenne  arithmétique  entre 
leurs  logarithmes  auffi  augmentés  de  leurs  zéros,  6c  cette  moyenne 
arithmétique  a été  le  logarithme  de  la  moyenne  géométrique, 
mais  comme  la  moyenne  géométrique  s’eft  trouvée  moindre 
que  9 ou  9.0000000,  on  a cherché  une  autre  moyenne  géomé- 
trique entr’elle  6c  le  terme  10  ou  10.0000000,  6c  en  mêmetems 
une  moyenne  arithmétique  entre  le  logarithme  de  la  première 
moyenne  géométrique,  ôc  le  logarithme  de  10.  ou  10.0000000 
ôc  comme  cette  fécondé  moyenne  géométrique  s’efl  trouvée 
encore  au-deffous  de  9 , ou  9.0000000 , on  a cherché  une  autre 
moyenne  géométrique  entr’elle  ôc  le  nombre  10,  6c  une  autre 
moyenne  arithmétique  entre  fon  logarithme  6c  celui  de  1 o , ôc 
lorfqu’en  continuant  de  la  même  façon  on  a trouvé  une  moyenne 
géométrique  entre  9 ôc  10, on  en  a pris  une  autre  entre  celle-ci  6c 
celle  qui  eft  plus  proche  de  9 , jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  une 
moyenne  géométrique  égale  à 9 , ôc  fon  logarithme. 

Le  logarithme  de  9 étant  trouvé,  celui  de  fa  racine  j s’ell 
trouvé  aifément  de  même  que  celui  des  puiflances  de  ? par  les 
réglés  données  ci-deffus,  mais  il  a fallu  chercher  de  la  même 
façon  les  logarithmes  des  autres  nombres  entre  1 6c  10,  6c  ceux 
des  nombres  entre  10  6c  too,  6cc.  ce  qui  certainement  a été  un 
travail  très  pénible  donc  on  doit  avoir  bien  des  obligations  à l’é- 
gard de  ceux  qui  ont  eu  le  courage  de  l’entreprendre. 

Tous  les  logarithmes  des  nombres  1.  2.  5.4.  y,  ôcc.  étant  trou- 
vés, on  <a  rangé  ces  nombres  en  colonnes  les  uns  fous  les  autres, 
ôc  leurs  logarithmes  à côté  , ôc  c’eft  ce  qu’on  appelle  la  Table 
des  logarithmes  , laquelle  s’étend  depuis  le  logarithme  de  1 juf- 
qu’à celui  de  10000  dans  les  Tables  de  M.  Ozanam  qui  font 
les  plus  commodes , 6c  par-là  il  eft  aifé  de  connoître  les  loga- 
rithmes des  fraélions-*,  ôcc.  jufqu’à — , mais  comme 
n y a des  nombres  au-delà  de  10000 , 6c  qu’outre  cela  il  y a des 
nombres  entiers  entre  i 6c  10000  qui  font  compofés  d’entiers 
ôc  de  fratlions , ÔC  dont  lès  logarithmes  ne  font  pas  dans  les  ta- 
bles, la  queflion  eft  de  trouver  leurs  logarithmes  de  même  quet 
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ceux  des  fradlions  dont  le  numérateur  eft  plus  grand  que  l’unité, 
& c’eft  ce  que  nous  allons  voir  dans  les  problèmes  fuivans,  où 
nous  enfeignerons  aufli  à trouver  à quel  nombre  appartient  un  lo- 
garithme qui  ne  fe  trouve  point  dans  les  Tables. 

34-p.  Trouver  le  logarithme  du  nombre 

Ce  nombre  étant  plus  grand  que  loooo  , j’en  retranche  quel- 
ques caraéteres  à gauche,  jufqu’à  ce  que  les  reftans  fe  trouvent 
dans  les  Tables , & le  moins  qu’on  peut  en  retrancher  eft  le  mieux, 

Îarce  que  les  caractères  reftans  fe  trouvent  plus  près  de  la  fin  des 
’ables,  ce  qui  fait  que  la  méthode  dont  nous  allons  nous  fervir 
devient  de  la  derniere  exactitude,  quoiqu’elle  ne  foit  pas  abfolu- 
ment  géométrique.  J’en  retranche  donc  les  trois  derniers  & les 
reftans  font  P477  qui  fe  trouvent  dans  les  Tables;  mais  com- 
me en  retranchant  8j5  le  refte  eft  P477000  , c’eft -à- dire  P477’ 
multiplié  pat  1000,  je  prens  dans  la  Table  le  logarithme 
3 .p7  5570P  de  p477,ôc  j’y  ajoute  le  logarithme  j.ooocooo  de  1 000, 
& la  fomme  6.P75670P  eft  le  logarithme  du  nombre  p477oco, 
(N.  î4é.)  or  le  nombre  propofé  P4778yé  eft  plus  grand  que 
P477000,  & moindre  quep478ooo;  car  il  ne  furpafte  P4770CO 
que  de  8ÿé , au  lieu  que  P478000  le  furpaffe  de  1000  ; c’eft  pour- 
quoi je  prens  dans  la  table  le  logarithme  j.p7<Î7ié7  du  nombre 
P478 , & lui  ajoutant  le  logarithme  j.oocoooo  de  1 000  la  foninte 
5.^7571^7  eft  le  logarithme  dep478coo,  ainii  les  logarithmes 
des  nombres  P477000,  & P4780Ü0  , dont  la  différence  eft  1000 
font  é.p7é(î7op,  ôc  5.P757157,  & la  différence  de  ces  deux  lo- 
garithmes eft4j8.  Je  dis  donc  fi  la  différence  loco  des  non>- 
bres  P477000,  & P478000  donne  4 j8  pour  la  différence  de  leurs 
logarithmes,  la  différence  8y 5 des  nombresp4770oo,  & P4778j5- 
que  donnera-t’elle  pour  la  différence  de  leur  logarithme  ? & faL- 
fant  la  réglé  de  Trois  , je  trouve  1000.  478  ::  8 jé.  jpa  , ainfi  la' 
différence  cherchée  eft  jpa  avec  un  refte  que  je  néglige , parce 

3 UC  les  logarithmes  étant  fort  grands  leur  dernier  caraQere  à 
roitc  peut  être  plus  grand  ou  moindre  fans  altérer  aucunement 
leur  valeur  ; bien  plus  on  pourroit  retrancher  de  tous  les  loga- 
rithmes deux  caraderes  à droite  fans  craindre  qu’il  y eut  de  l’er- 
reur, ce  que  l’on  concevra  aifément  fi  l’on  fe  rappelle  que  cha- 
que logarithme  ayant  été  augmenté  de  fept  zéros,  on  a fait  la; 
même  chofe  que  (i  on  avoir  réduit  tous  les  logarithmes  en  frar- 
éfionsdont  le  dénominateur  fût  loccoooo,  & que  par  conféquenc 
H eft  clair  que  les  deux  derniers  caradexes  à droite  d’un  logarithma- 

Aa-iy. 
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étant  extrêmement  petits , eu  égard  à ce  dénominateur,  peuvent 

Être  négligés. 

Ayant  donc  trouvé  que  la  différence  des  logarithmes  desnom* 
5)477000,  6c  94778J6  ert  392,  j’ajoute  392  au  logarithme  de 
9477C00,  ôc  la  fomme  6.9757101  eftlc  logarithme  du  nombre 
propofé  94778^5. 

3 JO.  Trouver  le  logarithme  de  la fraclion  f. 

La  fraÊlion  y eft  la  même  chofe  que  le  nombre  2 divifé  pat 
3 , c’eft  pourquoi  je  prens  le  logarithme  0.3010300  du  nombre 
2,  6c  le  logarithme  0.4771212  du  nombre  3 ; je  retranche  ce 
dernier  du  premier,  6c  le  refte  — 0.1760912  eft  le  logarithme 
de  I {N.  346.) , 6c  ce  logarithme  eft  négatif  ; car  fi  d’une  gran- 
deur on  retranche  une  autre  grandeur  plus  grande  qu’elle , le 
refte  eft  négatif.  Ces  fortes  de  foufttadions  fe  font  en  retran- 
chant la  moindre  quantité  de  la  plus  grande,  6c  écrivant  le  refte 
avec  le  ligne  — . 

3ji.  Problème.  Trot/üw  le  logarithme  du  nombre  7 y. 

Je  réduis  7 y en  fraêUon , ce  qui  fait  ÿt  ; or  certe  fradion  eft 
la  même  chofe  que  le  nombre  ij  divifé  par  a,  c’eft  pourquoi  je 
prens  le  logarithme  1.1760913  du  nombre  ly,  6c  le  logarithme 
0.3010306  du  nombre  2 , 6c  retranchant  celui-ci  du  premier, 
le  refte  0.8730613  eft  le  logarithme  de  la  fradion  {N,  346.) 

Si  après  avoir  réduit  l’entier  6c  fradion  en  fraflion  on  trou- 
voit  que  le  numérateur  fut  plus  grand  que  10000,  on  chcrche- 
roit  le  logarithme  de  ce  numérateur  comme  il  a été  enfeigné 
ci-deffus  (A'.  3+9.)  6c  retranchant  de  ce  logarithme  le  logarithme 
du  numérateur , le  refte  feroit  le  logarithme  du  nombre  propofé. 

3 J 2.  Problème.  Trouver  à quel  nombre  appartient  un  logarithme 
donné. 

Je  cherche  ce  logarithme  dans  les  tables,  6c  fi  je  le  trouve, 
le  nombre  écrit  à Ton  côte  fera  celui  à qui  il  appartient. 

Mais  fi  le  logarithme  ne  fe  trouve  pas  dans  les  tables  comme 

Ear  exemple  le  logarithme  3. «44 13 67,  je  cherche  dans  les  ta- 
ies les  logarithmes  entre  lefquels  ce  nombre  fe  trouve , 6c  ces 
logarithmes  font  3.0437331 , 6c  3.0441476  dont  le  premier  ap- 
partient au  nombre  1 106 , 6c  le  fécond  au  nombre  1 107  qui  ne 
différent  que  de  l’unité,  6c  par  conféquent  le  logarithme  propofé 
doit  appartenir  à un  nombre  plus  grand  que  1106,  ôc  moindre 
que  1 107,  ce  qui  ne  fçauroit  être  à moins  que  ce  nombre  ne 
foit  compofé  d’entier  ôc  de  fradion.  Je  prens  la  différence  3923 
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des  logarithmes  des  deux  nombres,  & la  dlffdrence  3816  du 
moindre  de  ces  logarithmes  au  logarithme  propofé  3.0441357. 
Je  fais  la  différence  i des  deux  nombres  iio5,  & 1107  égale  à 
7—,  pour  rendre  plus  jufte  l’opération  que  je  vais  faire , & je  dis 
fila  différence  3pty  des  logarithmes  3.0437331,  & 3.0441475 
donne  pour  la  différence  des  nombres  aufquels  ils  appar- 
tiennent, la  différence  3pi5  des  logarithmes  3.0441357,  ôc 
3.0437431, que  donnera-t’elle  pour  la  différence  deleurs  nombres 
& faifanc  la  réglé  de  Trois,  je  trouve  3923.  : 3pi5.  6c 

par  conféquent  eft  à fort  peu  de  chofe  près  la  différence  du 
nombre  1107  au  nombre  qui  appartient  au  logarithme  propofé. 
Ajoutant  donc  — à 1 107, la  fomme  1 107  eft  le  nombre  au- 
quel appartient  le  logarithme  3.0441357. 

Si  le  logarithme  propofé  eft  4.2  307 1 27 , lequel  eft  plus  grand 
que  le  plus  grand  logarithme  des  Tables,  j’en  retranche  le  moin- 
dre logarithme  qui  puiffe  en  être  retranché  pour  faire  en  forte 
que  le  refte  fe  trouve  dans  les  Tables  près  de  la  fin  ; ainfi  j’en  re- 
tranche le  logarithme  0.3010300  qui  appartient  au  nombre  2, 
6c  le  refte  eft  3.P4p5827,  je  cherche  ce  logarithme  dans  les  Ta- 
bles, 6c  trouvant  qu’il  appartient  au  nombre  8po5,  je  multiplie 
ce  nombre  par  2 , 6c  le  produit  17812  eft  le  nombre  qui  appar- 
tient au  logarithme  propofé  4.2307127  (N.  345.)  car  pour  avoir 
ce  logarithme  il  faut  ajouter  au  logarithme  3.^495827  le  loga- 
rithme de  2 que  nous  avons  retranché  du  logarithme  propofé. 

Enfin  foit  le  logarithme  propofé  4.1712875,  j’en  retranche 
le  logarithme  0.3010300  du  nombre  2 , 6c  le  refte  eft  3.8702375; 
or  ce  logarithme  ne  fe  trouve  point  dans  les  Tables  , 6c  je  vois 
qu’il  eft  entre  les  logarithmes  3.8702183  , ôc  3.8702858  dont  le 
premier  appartient  au  nombre  7417,  ôc  le  fécond  au  nombre 
7418  dont  la  différence  eft  i que  je  fais  égale  àŸII.  La  diffé- 
rence des  logarithmes  de  ces  deux  nombres  eft  383,  6c  la  diffé- 
rence du  moindre  de  ces  logarithn^s  au  logarithme  3.8702375 
eft  293.  Je  dis  donc  : fi  la  différence  383  des  logarithmes 
3.8702283 ,6c  3.3702858  donne  pour  la  différence  des  nom- 
bres aufquels  ils  appartiennent,  la  différence  293  des  logarithmes 
38702283,  ôc  38702376  que  donnera-t’elle  pour  la  différence 
de  leurs  nombres?  ôc  faifant  la  réglé  je  trouve  383.  ffi  ••  293* 
, ainfi  ou  une  moitié  eft  la  différence  du  nombre  7417 
au  nombre  qui  appartient  au  logarithme  3.8702375 , ôc  par  coo- 
IHquentce  nombre  eft  741 7 niais  pour  avoir  le  logarithme 
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propoftJ  4I71287<î,  il  faut  ajouter  au  logarlilimc  3.8702^75  le 
logarithme  de  2 que  nous  avons  retranché  au  propolé,  donc  il 
faut  multiplier  le  nombre  7417  -j-  par  2 (A/.  346.)  6c  le  produit 
1483^  fera  le  nombre  qui  appartient  au  logarithme  41 71 2875. 

3 3?.  Je  pourrois  propofer  ici  plufieurs  queftions  dont  la  folu- 
tion  feroit  voir  futilité  des  logarithmes,  mais  pour  abréger  je  me 
contenterai  de  rapporter  les  deux  fuivantes. 

334.  Problème.  Le  premier  cr  le  fécond  terme  (Lune  progrejfm 
gèomcirique , QT  le  nombre  des  termes  étant  donnés,  trouver  le  dernier 
ut  me. 

Soient  les  deux  premiers  termes  1 ôc  2,  ôc  le  nombre  des  ter- 
mes 14  ; l’expofant  de  la  progrelfion  fera  donc  2 , 6c  Je  nombre 
des  termes  diminué  de  l’unité  cft  1 3 ; or  le  dernier  terme  eft  égal 
au  premier  multiplié  parl’expofant  élevé  à un  dégré  égal  au  nom- 
bre des  termes  moins  un  [N.  3031.)  ; donc  le  dernier  terme  eft 
égal  à I multiplié  par  la  treiziéme  puilfance  de  2 ; mais  comme 
il  feroit  trop  long  de  chercher  la  treiziéme  puilfance  de  2 ; je 
prens  le  logarithme  0.3016300  de  2,  ôc  le  multipliant  par  13, 
le  produit  3.311 33500  eft  le  logarithme  de  la  treiziéme  puilfance 
de  2 , or  ce  logarithme  n’eft  pas  dans  les  Tables,  mais  j’en 
trouve  un  qui  eft  3.5 133855  qui  ne  différé  que  d’une  unité,  6c  qui 
par  conféqüent  eft  le  même;ainfi  le  nombre  8152  à qui  ce  lo- 
garithme appartient  eft  la  treiziéme  puilfance  de  2 , ôc  cette  puiP- 
lance  multipliée  par  le  premier  terme  r donne  le  dernier  terme 
cherché  8152. 

333.  Problème.  Le  premier  terme , le  fécond  & le  dernier  d'une 
proj^rejfton  géométrique  étant  donnif , trouver  le  nombre  des  termes. 

Dans  toute  progrelfion  géométrique,  le  premier  ôc  le  troi- 
lléme  terme  font  entr’eux  comme  les  quarrés  des  deux  premiers, 
le  premier  ôc  le  quatrième  font  entr’eux  comme  les  cubes  des 
deux  premiers , le  premier  ôc  le  cinquième  font  entr’eux  comme 
les  quatrièmes  puilfanccs  des^deux  premiers,  ôcc.  (N.  327.)  d’où 
il  fuit  que  le  premier  eft  au  dernier  comme  le  premier  élevé  à 
une  puifl'ance  dont  l’expofant  eft  égal  au  nombre  des  termes  moins 
un  , eft  au  fécond  élevé  à la  meme  puilfance.  Cela  pofé. 

Soient  les  deux  premiers  termes  i , 2,  ôc  le  dernier  8 152 , je 
nomme  le  premier  terme  a,  le  fécond  b , le  dernier  c,  ôc  le 
nombre  des  termes  moins  un  x donc  a=‘.b*  \ : a.  c. 

Je  nomme  /u  le  logarithme  de  a,  Ib  le  logarithme  de  b,  ÔC 
le  le  logarithme  de  c \ donc  le  logarithme  de  a*  , c’eft-à-dire  le 

logarithme 
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logaruhnie  deaélévéalz  puiffanceAreft  .v/a;  car  quand  on  éleve 
une  grandeur  à une  puilTance , on  multiplie  fon  logarithme  pat 
lexpofant  de  cette  puiffance  {N.  345.)  par  la  même  raifon  le lo- 
ganthme  de  eft  x/è  ; ainfi  les  logarithmes  de  la  proportion 
géométrique  r,  font  x/a.  xlb.  la.  le,  & ces  quatre 

logarithmes  font  en  proportion  arithmétique,  puifque  les  gran- 
deurs dont  ils  font  les  logarithmes  font  en  proportion  géomé- 
trique. Faifant  donc  la  fomme  des  extrêmes  & la  fomme  des 
moyens,  j’ai  xla-^lc^xlb-^la , & faifant  palTer  du  pre- 
mier membre  dans  le  fécond  , & /a  du  fécond  dans  le  preniier, 
jai  & divifant  tout  par — la,  je  trouve 

* ~ Ib—U  * nombre  des  termes  di- 

minué de  l’unité,  eft  égale  à la  différence  du  logarithme  du  det^ 
nier  au  loMrithme  du  premier,  divifée  parla  différence  du  lo- 
garithme du  fécond  terme  au  logarithme  du  premier. 

J e prens  donc  le  logaritlune  du  dernier  terme  8 1 5)2’,  lequel  eft 
3.<?i  jjgpp,  ou  j.pijjpoo,  ce  qui  n’altere  point  ce  logarithme 
comme  on  a vû  dans  le  problème  précédent,  & en  retranchant 
le  logarithme  du  premier  terme  qui  n’eft  compofé  que  de  zéros, 
le  refte  eft  encore  5*î>i33Poo*  Je  prens  de  meme  le  logarithme 
o.joiojoodu  fécond  terme  2 , duquel  retranchant  le  logarithme 
du  premier,  le  refte  eft  encore  0.5010J00  ; je  divife  3.pij5poo 
par  0.3010300,  & le  quotient  13  me  fait  voir  que  le  nombre 
des  termes  moins  un  eft  1 3 , & que  par  conféquent  la  proetefllon 
eft  compofée  de  14  termes.  i'  e « 

5 y 5.  Ce  feroit  ici  le  lieu  de  parler  des  fradions  décimales, 
mais  comme  nous  n’avons  point  parlé  des  toifes  quarrées  & 
cubiques  aufquelleson  applique  quelquefois  ce  calcul , nous  ne 
traiterons  cette  matière  que  lorfquc  nous  expliquerons  le  toifé. 
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DES  PRINCIPALES  PARTIES 

DES  MATHEMATIQUES. 

LIVRE  SECOND. 

’^ui  contient  les  Elément  de  la  Géométrie  Théorique  eÿ*  Pratique  det 
Lignes  , des  Surfaces  & des  Solides , de  la  Trigonométrie  , des 
SeéUons  Coniques  , du  Toijë  de  la  Mafonnerie  & des  bois , & du 
Calcul  des  Fraélions  décimales^ 


CHAPITRE  PREMIER. 

Définitions  & Principes. 

A matière  ou  le  corps , eft  ce  qui  a de  parties  unies 
les  unes  aux  autres  ; tout  ce  que.  nous  voyons  des 
yeux  corporels,  eft  de  cette  nature. 

2.  Le  point  eft  une  portion  de  matière  fi  petite  i- 
qu’on  peut  la  conlidcrcr  comme  n’ayant  point  de  parties  y ou 
comme  indivifible.. 
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5.  La  ligne  ou  longueur  y çft  la  trace  que  laifleroit  un  point  A 
{ F/>.  I.  ) qui  irait  d’un  lieu  A à un  autre  lieu  B ; ou  (i  l’on  veut , 

j c’en  une  fuite  de  points  rangés  fur  cette  trace.  Les  lieux  A > B 
^ fe  nomment  les  extrémités  de  la  ligne. 

4.  La  ligne  étant  compofee  de  parties  peut  ^tre  divifée  tranC- 
verfàlement  en  autant  de  parties  AG,  CD,  BD  que  l’on  voudra  j 
( Fig.  I . ) mais  à caufe  que  les  points  qui  la  compofent  font  regar- 
dés comme  indivifibles , nous  devons  confidcrerla  ligne  comme 
ne  pouvant  être  divifée  ou  fendue  de  Textréinité  A à l’extrémité 
B,  ainll  que  l’on  fend  un  bâton  d’un  bout  à l’autre , 6c  pat  confé- 
, quent  toute  ligne  AB  ne  doit  point  être  dite  longue  que  d’une 
extrémité  à l’autre , & nullement  de  droite  à gauche. 

• 5.  La  ligne  droite  eft  le  plus  court  chemin  que  prendroit  un 
poit  A ( Fig.  I.)  en  allant  d’un  lieu  A à un  autre  lieu  B j la  ligne 
courbe  eft  celle  qui  n cft  pas  le  plus  court  chemin  entre  fes  extré- 
niités  A,  B {Fig.  2.) 

6.  Par  le  mot  de  plus  court  chemin,  on  entend  le  chemin  que 
prendroit  un  homme  qui  étant  en  A (F/>.  i.  ) 6c  fixant  toujours  la 
vue  vers  B , iroit  devant  lui  fans  fe  détourner  ni  à gauche  ni  à 
droite  jufqu’à  ce  qu’il  fût  arrivé  en  B. 

7.  Or,  de  cette  idée  du  plus  court  chemin,  il  s’enfuit  clai- 
rement qu’il  ne  fqauroit  y avoir  deux  plus  courts  chemins  entre 
deux  extrémités  A , B.  Car  un  homme  qui  va  de  A en  B , en 
fixant  toujours  fa  vue  fans  fe  détourner  ni  à gauche  ni  à droite , 
ne  fçauroit  prendre  deux  routes  différentes,  quand  il  tecommen- 
ceroit  cent  fois  le  voyage  de  la  même  façon. 

8.  Prolonger  une  ligne  dtoite,  c’efUa  continuer  de  façon  que 
£1  continuadon  ou  fon  prolongement , ajoûté  à la  ligne  droite , 
ne  falfe  qu’une  feule  ligne  droite. 

p.  hidifiance  d’une  grandeur  matérielle  ou  corporelle , à une 
autre  grandeur  matérielle , efi  le  plus  court  chemin  qui  fe  trouve 
. entre  ces  deux  grandeurs.  Ainfi  la  diftance  entre  les  deux  points 
'A*  B (Fig.  1.)  eft  la  ligne  droite  AB  menée  entre  ces  deux 
points,  ôcc. 

10.  haijûrface  eft  la  trace  d’une  ligne  AB  (Fig.  3.)  qui  iroit 
d’une  pofition  AB  à une  au  A pofition  CD,  foit  que  cette  ligne 
AB  pendant  fon  mouvement,  foit  toujours  de  même  grandeur, 
( Fig-  3-)  ou  quelle  aille  en  diminuant,  (Fig.  4.)  ou  qu’elle  aille 
en  augmentant,  ( Fig.  J.)  ou  tantôt  en  augmentant  & tantôt  en 
diminuant,  (Fig.  6.)  on  peut  dire  que  la  furface  eft  une  fuite  de 

Bbij 
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lignes  mires  fur  la  trace  de  ta  ligne  ÂB , qui  iroit  de  la  pontîon 

Bâ  à la  podton  CD. 

1 1.  La  furface  a deux  longueurs , l’une  félon  la  ligne  AB,  ôc 
l’autre  félon  l’éloignement  de  la  ligne  AB  à la  ligne  DC;  mais 
parce  que  toutes  les  lignes  qui  comprenent  la  furface , font  re- 
gardées comme  ne  pouvant  fc  diviler  ou  fe  fendre  d’un  bout  à 
fautre , ( M 4.  ) il  eft  vifible  qu’une  furface  ABDC  doit  être 
regardée  comme  ne  pouvant  fe  fendre  d’une  extrémité  AB  à 
l’autre  extrémité  CD,  ainfl  qu’on  fendroit  une  planche  ABDC  qui 
auroit  de  l’épailTeur  : donc  la  furface  ne  doit  point  être  dite  avoir 
de  la  longueur  dans  ce  fens;  c’e(l-à-dire  de  répailTeur,  comme 
on  dit  ordinairement  à l’égard  d’une  planche. 

1 2.  Des  deux  longueurs  de  la  furface , l’une  garde  le  nom  de 
longueur , & l’autre  fe  nomme  largeur.  Suppofé  donc  que  les 
deux  lignes  AB,  AC  ( Fig.  3.)  foient  les  deux  longueurs  de  la 
furface  ABDC,  & qu’on  nomme  longueur  la  ligne  AB,  \z largeur 
fera  la  ligne  AC  ; que  li  l’on  nomme  longueur  la  ligne  AC  ; car 
cela  eft  indifférent , la  ligne  AB  fera  la  longueur.  Quelquefois 
la  longueur  fe  nomme  bafe , âc  la  largeur  fe  nomme  hauteur. 

1 3.  La  furface  plane  j eft  celle  dont  toutes  les  parties  ne  hauf- 
fent  ni  ne  baiffent  pas  plus  les  unes  que  les  autres  ; telle  eft  la 
furface  d’un  miroir  ordinaire , celle  d’une  table  bien  unie,  ôcc.’ 
& la  furface  courbe  eft  celle  dont  toutes  les  parties  ne  font  pas 
difpofées  comme  il  vient  d’être  dit  i telle  eft  la  furface  d*lm« 
colonne,  d’un  pain  de  fucre,  &c. 

14.  Le  corps  ou  folide,  eft  la  trace  d’une  furface  ABCD 
( Fig.  7.  ) qui  iroit  d’une  pofition  ou  d’un  lieu  ABCD , à une  au- 
tre pofition  ou  un  lieu  EFGH  ; foit  que  cette  furface  ABCD  , 
pendant  fon  mouvement , foit  toujours  de  la  même  grandeur  , 

( Fig.  7.  ) ou  qu’elle  aille  en  diminuant,  ( Fig.  8.  ) ou  qu’elle  aille 
en  augmentant , ( Fig.  p.  ) ou  tantôt  en  diminuant  & tantôt  en 
augmentant.  ( Fig.  1 o.  ) On  peut  dire  que  le  corps  eft  une  fuite 
de  furfaces  mifcs  les  unes  fur  les  autres,  à peu  près  commeles 
feuillets  d’un  Livre,  fur  la  trace  de  la  furface  ABCD  qui  iroit 
de  la  pofition  ABCD  à la  pofition  EFGH. 

ly.  Le  corps  a donc  trois  long(Rurs , à fi;avoir  les  deux  lon- 
gueurs de  la  furface  ABCD  , & celle  de  1 éloignement  de  la 
partie  ABCD  à la  pofition  EFGH. 

ttf.  Des  trois  longueurs  du  corps,  l’une conferve  le  nom  de 
longueur  , l’autre  fe  nomme  largeur , 6c  la  troilicme  fe  nomme 
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profondeur  f ôc  il  eft  indifférent  de  prendre  laquelle  on  voudra 
pour  la  longueur,  ou  pour  la  largeur,  ou  pour  la  profondeur  ; 
quelquefois  on  nomme  bafe , la  furface  qui  a deux  de  ces  lon- 
gueurs , âc  la  troifiéme  longueur  fe  nomme  alors  hauteur.  Par 
exemple , fl  l'on  nomme  la  furface  ABCD , bafe  du  folide , la 
ligne  qui  marquera  la  diflance  de  cette  bafe  ABCD  à l’autre  po- 
litionEFGH,  fe  nomme  la  hauteur.  Nous  enfeignerons  dans  la 
fuite  comment  oii  doit  trouver  la  ligne  droite  qui  marque  la 
diflance  entre  deux  lignes,  entre  deux  furfaces,  entre  deux 
corps,  &c. 

1 7.  La  longiffeur , largeur  & profondeur,  fe  nomme  les  trois 
dimenftons  des  corps  ou  des  folides. 

1 8.  Quoique  les  trois  dimenfions  du  corps  foient  réellement 

inféparables , qu’il  n’y  ait  point  de  lignes  fans  largeur  ôc  profon- 
deur, ni  de  furfaces  fans  profondeur  ; cependant  on  peut  confl- 
derer  l’une  de  ces  dimenfions  fans  faire  attention  aux  autres.  Par 
exemple;  je  puis  ^onfiderer  la  longueur  d’un  dfiemin,  la  couper 
en  plufieurs  parties , lui  faire  prendre  des  détours , ôcc.  fans 
m’embarraffer  de  fa  largeur  , ôc  il  n’en  fera  pas  moins  vrai  que 
cette  longueur  fera  double  de  fa  moité,  triple  de  fon  tiers,  ôcc. 
qu’elle  fera  devenue  courbe  de  droite  qu’elle  étoit,  ôcc.  de 
même  que  je  puis  confiderer  la  furface  d’une  place,  la  couper 
en  plufieurs  parties , lui  faire  changer  de  figure , ôcc.  fans  pen- 
fer  le  moins  du  monde  à fa  profondeur  ; ce  qui  n’empêchera  pas 
de  conclurre  que  cette  furface  fera  devenue  longue  , de  quarrée 
qu’elle  étoit',  &c.  ainfi  l’on  auroit  tort  de  ne  vouloir  pas  admettre 
ces  fortes  defuppofitions  ou  plutôt  d’abftraêtions,  puiiqu’on  en  tire 
des  conféquences  qui  font  autant  de  vérités  incontellables , donr 
l’utilité  n’eft  pas  à méprifer.  * 

ip.  La  (jèomitrie  efl  la  Science  qui  apprend  à connoître  les 

Eropriétés  des  corps  , félon  leurs  trois  dimenfions , longueur  , 
irgcur  ôc  profondeur.  On  la  divife  en  Géométrie  fimple  ôc  en 
Géométrie  compofét, 

20.  Il  ne  fçauroit  y avoir  de  lignes  droites  plus  droites  les  unes 
que  les  autres  j puifqu’elles  prennent  toutes  le  plus  court  che- 
min entre  leurs  extrémités  ; maison  peut  trouver  une  infinité 
de  lignes  courbes  de  différente  efpece,  félon  qu’elles  prendront 
des  chemins  plus  longs  ou  plus  courts  entre  leurs  extrémités , ôc 
dont  les  parties  feront  difpofées  entr’elles  de  différentes  ma- 
niérés. Or,  la  Géométrie  fimple  ne  confidcre  entre  routes  ccs 
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lignes  courbes , que  la  feule  ligne  circulaire , ôc  par  conféquent 
eue  fe  borne  à la  confidération  des  furfaces  terminées  par  des 
lignes  droites  ôc  circulaires , 6c  à celles  des  corps  ou  folides 
dont  les  furfaces  font  compolées  de  furfaces  planes , ou  de  fur- 
faces  qui  font  une  fuite  de  lignes  circulaires.  Âu  contraire  la 
Géométrie  compofée  , s’étend  à toutes  les  lignes  courbes  de 
quelque  efpece  qu’elles  foient , aux  furfaces  bornées  par  ces  for- 
tes de  lignes , ôc  aux  folides  dont  les  furfaces  ont  quelqu’unes 
de  ces  lignes  pour  une  de  leur  dimenfions.  Il  faudroit  des  Vo- 
lumes fans  fin , pour  traiter  à fond  la  Géométrie  compofée  , à 
caufe  du  nombre  infini  de  courbes  qu’on  peut  imaginer  ; c’efi 
pourquoi , quand  nous  aurons  vû  les  Elémens  de  la  Géométrie 
fimple , je  me  bornerai  à parler  des  trois  courbes  des  feétions 
coniques , qui  font  celles  dont  l’ufage  efi  le  plus  fréquent  ôc  le 
plus  nécellâire. 

21.  Le  cercle  eftun  efpace  plan  ABCD  (Fig.  ii.)  terminé 
par  une  ligne  cdtarbe  ABCD,  dont  tous  les  |ioints  font  égale- 
ment éloignés  d’un  point  O pris  dans  cet  efpace.  Le  point  O fe 
nomme  centre  du  cercle  > la  courbe  ABCD  fe  nomme  circonfé- 
rence ^ ôc  toutes  les  lignes  droites  AO,  BO,  ôcc.  menées  du 
centre  aux  points  de  la  circonférence,  fe  nomment  rayons;  ainfi 
tous  les  rayons  d’un  cercle  font  égaux  ; car  ces  rayons  étant  des 
lignes  droites , mefurent  les  difiances  des  points  de  la  circonfé- 
rence au  centre , ôc  ces  difiances  font  égales  par  la  définition  du 
cercle. 

22.  Toute  ligne  droite  qui  pafle  pat  le  centre  O d’un  cercle, 
ôc  qui  fe  termine  de  part  ôc  d’autre  a la  circonférence , fe  nom- 
me diamètre  f ôc  ce  diamètre  eil  toujours  double  du  rayon , car  il 
cft  compofé  de  dtux  rayons  AO , OC. 

2j.  Tout  diamètre  AC  (Fig.  12.)  divife  le  cercle  en  deux 
parties  égales , ôc  la  circonférence  aufll  : concevons  que  le  plan 
du  cercle  ABCD  foit  fendu  le  long  de  la  ligne  AC  , qu’il  y ait- 
une  charnière  en  A ôc  une  autre  en  C,  ôc  qu’on  face  tourner  au- 
tour de  ces  charnières  la  partie  ABC  du  plan  du  cercle,  jufqu’à 
ce  qu’elle  vienne  tomber  fur  l’autre  partie  ADC  de  ce  plan  ; les 
points  A , C de  la  droite  AC  ne  bougeant  point  de  leur  place  , 
tous  les  autres  points  de  la  ligne  AC  ne  bougeront  pas  non  plus; 
car  autrement  la  ligne  AC  cefferoit  d’être  doite  entre  fés  extré- 
mités ; ainfi  le  centre  O reftera  où  il  eft  : Or , fi  le  plan  ABC 
tombant  fur  le  plan  ADC  ne  lui  étoit  parfaitement  égal , la 
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partie  de  circonférence  ABC  ne  tomberoitpas  non  plus  furTau* 
trc  partie  de  circonférence  ADC,  ainfi  elle  tomberoit , ou  toute  enp 
tiere  entre  le  diamètre  AC  & la  partie  de  circonférence  ADC,  ou 
toute  entière  en  dehors  de  ADC,  ou  partie  en  dedans  & partie  en 
dehors.  Si  elle  tomboit  en  dedans  comme  ARC,  le  rayon  OD 
mené  du  centre  O à un  point  D de  la  portion  de  circonférence 
ADC  couperoit  auparavant  la  portion  de  circonférence  ARC 
en  un  point  R,  6c  par  conféquenc  le  rayon  OR  feroit  plus  petit 
que  le  Rayon  OD , c’eft-à-dire  on  pourroit  mener  dans  un  cer- 
cle deux  rayons  inégaux  ; ce  qui  ell  contre  la  nature  du  cercle. 
De  même  fi  ABC  tomboit  en  dehors  comme ‘en  ASC , le  rayon 
OS  mené  à la  portion  de  circonférence  ASC  couperoit  aupara- 
vant ADC  en  un  point  D , ôc  l’on  auroit  encore  dans  un  même 
cercle  deux  rayons  inégaux  OD  , OS;  enfin  fi  ABC  en  tom- 
bant fur  ADC  avoit'une  partie  AMD  en  dedans  de  ADC 
{Fig.  13.)  6c  une  partie:  DSC  en  dehors,  le  rayon  OM  mené 
fur  la  partie  intérieure  AMD  ne  pourroit  couper  la  partie  de  cir- 
conférence ADC,  à moins  qu’on  ne  le  prolongeât  en  R,  & par 
confequent  OM  feroit  plus  court  que  OR  ; 6c  le  rayon  OS  métré 
fur  la  partie  extérieure  DSC  couperoit  auparavant  ADC  en  N 
6c  OS  feroit  plus  grand  que  ON  ^ ainfi  nous  aurions  encore 
des  rayons  inégaux  OM  , OR , OS,  dans  un  même  cercle  ; ce 
qui  efi  impolCble.  Donc , il  faut  abfolument  que  la  portion 
ABC  de  circonférence , tombe  fur  l’autre  portion  ADC,  6c  lui 
foit  égale-,  6c  que  par  confequent  le  cercle  6c  la  circonférence 
i^nt  coupés  chacun  en  deux,  également. 

*4.  Si  une  ligne  droite  .AO  {tig.  m.)  qui  eft  en  dedans  urt 
plan,  tourne  fur  ce  plan  autour  de  fon  extrémité  O,  qui  ne  chan- 


f;  jamais  de  place , fon  autre  extrémité  A décrira  une  circon- 
rence  de  cercle  , ABCD  rdont  le  centre  fera  le  point  O : de 
même  fi  l’on  prend  avec  le  compas  la  grandeur  AO  de  la  ligne 


AO , 6c  qu’ayant  fixé  Tune  de  fes  pointes  cn*0,  on  faffe  tourner 
l'autre  A autour  de  ce  point,  en  tenant  toujours  le  compas  élevé 
à plomb  fur  le  plan,  la  pointe  A décrira  la  même  circonférence 
ABCD.  Toute  partie  AB  ou  AD,  6cc.  d’une  circonférence  fe 
nomme  Arc.  1 


: 2Ç,.  Si  ton  fitppofe  qu’un  rayon  de  cercle  DO  (Fig.  ir. ) tourne- 
autour  de  fon  centre  O dtun  mouvement  toujours  égal , les  arcs  de 
cercle  DA  , AB  , &c.  que  fon  extrémité  D décrira  dans  des  rems 
égaux  y feront  égaux.-  Suppofons  que  le  Rayon  DO  ait  palfér 
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dans  une  minute  delà  pofition  DO,  à la  pofition  AO,  & que 
dans  une  autre  minute  il  pafle  de  la  pofition  AO  a la  pofition 
BO;  il  eft  clair  qu’il  fait  le  même  chemin  dans  cette  fécondé 
minute,  que  fi  à la  fin  de  la  première  on  l’avoit  remis  dans  fa 
première  pofition  DO,  & qu’il  eût  continué  à fe  mouvoir  pen- 
dant la  fécondé  minute  : or,  en  ce  cas,  fon  extrémité  D auroit 
décrit  dans  la  fécondé  minute  le  même  arc  DA  qu’elle  auroit  | 
décrit  dans  la  première , à caufe  de  fon  mouvement  dgal.  Donc  j 

l’arc  AB  qu’il  a décrit  en  partant  de  la  pofition  AO , àla  pofition  i 

BO  dans  la  fécondé  minute , avec  le  même  mouvement , doit  ' | 
être  auffi  égal  à l’arc  DO. 

26.  Les  Géomètres  divifent  la  circonférence  du  cercle  en 

S 60  parties  égales  ou  petits  arcs  égaux , qu’ils  nomment  degrés  ; | 

chaque  degré  fe  divife  en  60  parties  égales  qu’on  nomme  ^ 
minutes  ; chaque  minute  en  60  parties  égales  nommées  fécondés  ; 
chaque  fécondé  en  60  parties  égalés  nommées  tierces  i 6c  ainfi  : 
de  fuite.  » | 

27.  Si  une  ligne  AO  (Fig.  14.)  tourne  autour  de  Jbn  Actrémité  I 

O , comme  autour  d'un  centre , toutes  tes  circonférences  que  fis,  points  ij 

A , B,  C,  dt'e.  décriront , feront  décrites  dans  un  même  tems , de  même 

que  leur  moitiés,  leur  tiers , leur  quarts , 6cc.  1°.  La  ligne  AO  en 
tournant  autour  du  point  O ne  peut  pas  revenir  à la  première 
pofition  AO  que  tous  fes  points  ABC  6cc.  ne  reviennent  en 
même  rems  à leurs  pofitions  i car  autrement  cette  ligne  cefleroit  1 

d’être  droite  : or,  quand  ces  points  font  revenus  à leur  première  j 

pofition,  leur  circonférence  font  décrites;  donc  les  circoj^- 
rences  font  toutes  décrites  dans  un  même  tems.  2°.  Sup^polons 
que  la  ligne  AO  ait  paffé  de  la  pofition  AO  à la  pofition  ÈO , ôc 
que  l’arc  AE  décrit  par  le  point  A,  foit,  par  exemple,  la  ciqf 
quiéme  partie  de  fa  circonférence  ; donc  le  point  A'dans  cinq  tems 
égaux  à celui  qu’il  a employé  à décrire  l’arc  AE,  décrira  la  cir-  j 
conférence  entiero;  or,  le  point  B aura  décrit  l’arc  BH  dans  le  | 
même  tems  que  le  point  A aura  décrit  l’arc  AE  ; ainfi  fi  cet  arc 
BH  étoit  moindre  que  la  cinquième  partie  de  fa  cironférence  , le 

f>oint  B dans  cinq  tems  égaux  à celui  qu’il  a employé  à parcourir 
’arc  BH , décriroiteinq  parties  égales  de  fa  circonférence , moin- 
dres chacune  que  la  cinquième  partie  ; donc  il  ne  décriroit  pas  les 
cinq  cinquièmes  de  fa  circonnérence , c’eft-à-dire  fa  circonfé- 
rence entière;  ce  qui  eftimportible,  puifqu’il  faut  qu’il  décrive 
fa  circonférence  dans  le  même  tems  que  le  point  A décrit  la  | 

ficnne,’  ! 


Digitized  by  Google  ^ 


DES  MATHEMATIQUES.  aoi 
Henne.  De  même  fi  l’arc  BH  étoit  plus  grand  que  la  cinquième 
partie  de  fa  circonférence  , le  point  B dans  cinq  rems  égaux  à 
celui  qu’il  a employé  a décrire  cet  arc,  décriroit  cinq  parties 
égales  de  fa  circonférence  plus  grande  chacune  que  la  cinquiè- 
me; donc  il  décriroit  plus  de  cinq  cinquièmes,  c’cft-à-dire  plus 
que  fa  circonférence  ; ce  qui  ell  encore  impollible  pat  la  même 
raifon  : donc  , &c. 

Et  delà,  il  fuit  que  les  arcs  CR,  BH,  &c.  décrits  par  tous 
les  points  de  la  ligne  AO  entre  une  de  fes  pofitions  AO  & une 
autre  pofition  EO  valent  tous  un  même  nombre  de  degrés  de 
leurs  circonférences  ; car  fi  l’arc  AE  vaut,  par  exemple,  la  fixié- 
me  partie  de  fa  circonférence,  tous  les  autres  arcs  CR,  BH, 
&c.  vaudront  aulTl  la  fixiéme  partie  de  leur  circonférence  ; or, 
ces  circonférences  font  divifées  chacune  en  j5o  degrés;  donc 
Tous  les  arcs  vaudront  la  fixiéme  partie  de  ^6^  degrés,  & par 
conféquent  ils  vaudront  un  même  nombre  de  degrés  de  leurs  cir- 
conférences 

28.  Les  axiomes  ou  les  principes  fur  lefquels  la  Géométrie 
fonde  tous  fes  raifonnemens,  font  les  fuivans,  i®.  Jlejl  impoftbU 
qu’une  chofe  fait  eir  ne  joit  pas  dam  un  même  tems.  2”.  Les  parties 
d un  tout  f prifis  enfemble  y font  égales  au  tout.  j®.  Si  deux  gran- 
deurs font  égales  à une  troijieme  elles  font  égales  entre  elles.  4®. 
Si  â deux  grandeurs  égales  on  ajoute  ou^on  retranche  des  grandeurs 
dgales  , les  Jommes  ou  les  reflet  front  égaux  ^ ^ fi  on  leur  ajoûte  ou 
retranche  des  grandeurs  inégales , tes  femmes  ou  les  refles  fieront  iné- 
gaux. y®.  Si  on  multiplie  ou  fl  lion  divife  des  grandeurs  égales  par 
des  grandeurs  égales , les  produits  ou  les  quotients  feront  égaux , ér  fl 
on  les  multiplie  ou  divife  par  des  grandeurs  inégales , les  produits  ou 
les  quotient  feront  inégaux.  6°.  Si  deux  grandeurs  étant  mifes  l'une 
Jttr  r autre,  conviennent  parfaitement , en  forte  que  les  parties  de  P une 
rP  excédent  pas  les  parties  de  P autre , ces  deux  grandeurs  font  parfaite- 
ment égales.  ' Il  n’cft  pas  étonnant  qu’une  fciencc  qui  n’cmploy'e 

Sue  des  principes  aulli  clairs  & évidens  que  ceux-ci , en  tirent 
es  conféquences  d’une  parfaite  cenitude  ; mais  ce  qu’il  y a 
d’admirable,  c’eft  qu’avec  la  feule  fimplicité  de  ces  principes  , 
elle  puiffe  élever  l’efprit  à de  H belles  & profondes  connoif- 
fances. 

29.  Lorfqu’on  prouve  l’égalité  de  deux  grandeurs  en  les  met- 
tant l’une  fur  l’autre;  cela  s’appelle  démontrer  par  la  Superpofit  ion. 
<^uelques  Auteurs  ont  prétendu  que  cette  faqon  de  démontres 
Tome  /,  Ce' 
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n’étoit  pas  afTez  géométrique  » mais  il  eft  aifé  de  faire  voir  qu’ils 
ont  eu  tort  de  penfer  ainfi  ; en  effet , fi  la  Géométrie  eft  la  fcience 
qui  démontre  les  vérités  pat  les  voyes  les  plus  fimples  & les  plus 
courtes  ; je  n’en  vois  point  déplus  convenables  à cette  fin,  pour 
faire  voir  que  deux  grandeurs  font  égales,  que  de  montrer  qu’el- 
ies  conviennent  parfaitement  lorfqu’on  les  met  l’une  fur  l’autre. 
Audi  ceux  qui  ont  eu  ce  fcrupule  , ont-ils  été  obligés  d’ufer  de 
détours  longs  ôc  ennuyans  pour  prouver  des  vérités  qui  fautent 
aux  yeux. 

30.  On  ne  doit  point  trouver  à redire  que  femploye  quelque 
fois  le  cercle  à l’égard  des  lignes  droites,  ni  me  reprocher  qu’en 
agiffant  ainfi , je  n’obferve  pas  l’ordre  naturel  des  matières.  Je 
n'ufe  du  cercle  en  parlant  des  lignes  droites,  que  comme  d’un 
Jnftrument  dont  on  ne  peut  fe  paffer  dant  la  plupart  des  Problè- 
mes qui  concernent  les  lignes  droites , & dont  il  faut  connoître 
<lu  moins  la  formation  pour  s’en  fervir  avec  connoifiânee  de  cau- 
fe  i mais  ce  même  cercle  confidéré  comme  une  figure  géomé- 
trique qui  renferme  grands  nombre  de  belles  propriétés  utiles  à 
la  Géométrie , eft  traité  dans  un  Chapitre  à part  félon  l’ordre  des 
matières. 

ji.  Avertissement.  Pour  abréger  le  difcours , je  fuppoferaî 
toujours  dans  les  Chapitres  fuivans,  que  les  difterentes  lignes 
que  je  comparerai  entr’elles,  ou  que  je  mènerai  dans  les  figu- 
res, font  dans  un  même  Plan , c’eft-à-dire  une  même  furface 

flâne,  à moins  que  je  n’avertiffe  expreffément  du  contraire i 6c 
on  fera  bien  de  faire  attention  à ceci  ; car  autrement  la  plûpait 
despropofitions  ôc  des  démonftrations  feroientabfolument  fauflês. 


CHAPITRE  II. 

Des  lignes  droites  , des  Angles  quelles  forment , des  lignes 
perpendiculaires  Cb*  des  lignes  parallèles. 

e 

34.  Proposition  P®.  Entre  deux  points  kt  B (Fig.  1.)  on  ne 
peut  mener  qu'une  feule  lipne  droite. 

La  ligne  AB  eft  le  plus  court  chemin  entre  fes  extrémités 
A,  B;  or,  il  ne  fauroit  y avoir  deux  chemins  plus  courts  entre 
■deux  points.  {N,  7.  ) Donc  on  ne  fauroit  mener  plus  d’une  ligne 


Digitized  by  GoogI( 


DES  MATHEMATIQUES.  aoj 
de  A àBs  c’eft-à-dirc  que  fi  après  avoir  mené  AB,  on  veut  en 
mener  une  autre,  cette  fécondé  tombera  fur  la  première,  & 
n’en  fera  pas  différente. 

îî-  Corollaire  1".  Toutes  les  parties  kC , CD,  &c.  d’une  * 
Urne  droite  AB  (Fig.  i.)  Jont  des  lignes  droites,  èr  font  entre 
elles  en  ligne  droite. 

La  ligne  AB  eft  droite  par  la  lùppofition  ; donc  le  point  A , a 
décrit  certe  ligae  en  allant  de  A en  B,  toujours  devant  lui , fans 
s’écarter  un  moment  ni  à droite  ni  à gauche  » {N.  6.)  donc  aufli 
en  allant  de  A en  C , il  ne  s’eft  point  écarté  ni  à gauche  ni  à 
droite , & le  chemin  AC  qu’il  a pris  eft  une  ligne  drohb , & oa 
prouvera  la  même  chofe  des  autres  parties  CD,  &c.  de  la  ligne 
AB  ; par  la  même  raifon,  le  chemin  que  le  point  A , a pris  de  A 
en  D eft  une  ligne  droite;  mais  AD  eft  compofée  des  deux  par- 
ties AC  , CD  ; donc  ces  deux  parties  AC,  CD  font  en  ligne 
droite,  & ainfi  des  autres. 

34.  Corollaire  II.  Si  deux  lignes  droites  AB , DE  (Fig.  i.  ) 
ont  deux  points  communs  D , B ; cejl-â-dire  fi  ces  deux  points  appar- 
tiennent également  aux  deux  lignes , ces  deux  lignes  AB , DE  ne 
font  enfemble  qu’une  feule  ligne  droite  AE. 

Concevons  que  le  point  A mis  en  A ait  décrit  ' la  droite 
AB,  & que  ce  même  point  mis  en  D ait  décrit  la  droite  DE; 
ce  point  A aura  décrit  les  parties  AD,  BD  de  la  droite  AB,  en 
allant  toujours  devant  lui  fans  s’écarter  un  moment  ni  à droite  ni 
à gauche  ; car  ces  deux  parties  font  en  ligne  droite.  (N.  33.  ) 
Par  la  même  raifon  le  point  A aura  aufii  décrit  les  parties  DB  , 
BE  de  la  droite  DE , en  allant  toujouts  devant  lui  lans  s’écarter 
ni  à gauche  ni  à droite  : donc  le  point  A aura  décrit  les  trois 
lignes  AD  , BD  , BE  fans  s’écarter  ni  à gauche  ni  à droite,  6c 
partant  la  ligne  AE  compofée  de  ces  trois  lignes  , fera  droite  ; 
or,  la  ligne  AE  eft  la  meme  que  les  deux  droites  AB,  DE  qui 
ont  la  partie  commune  DË  ; donc  ces  deux  lignes  font  en  ligne 
cjroite. 

♦ 3 y.  Corollaire  III.  Donc  fi  deux  lignes  droitesfe  coupent  elles  ne 
fe  coupent  qu’en  un  point  ; fi  elles  fe  coupoient  en  deux  points , elles 
auroient  deux  points  communs , 6c  ne  formeroient  qu’une  feule 
ligne  droite , ôc  par  conféquent  elles  ne  fe  couperoient  pas. 

315.  PROBLEME.  Entre  deux  points  donnés  A,  B (Fig.  i.)  me- 
ner une  ligne  droite  & la  prolonger  tant  qtdon  voudra. 

Je  ptens  un  fil  délié  que  je  noircis  avec  du  charbon  ; je  tens 
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ce  ril  avec  les  mains , autant  qu’il  fe  peut , fans  le  cafler , & dans 
cet  état , je  le  couche  fur  le  Plan  où  font  les  points  donnés 
A , B , de  façon  que  ce  fil  paffe  par  ces  deux  points  i la  trace 
• noire  qu’il  lailte  fur  le  Plan  entre  A & B , eft  la  droite  deman- 
dée; car  ce  fil  ne  pouvant  être  plus  tendu  qu’il  n’eft,  prend  le 
plus  court  chemin  entre  A fie  B. 

Je  prens  fur  la  trace  AB  un  point  D entre  A fie  B , fit  tenant 
mon  fil  aufii  tendu  qu’auparavant , je  le  fais  pafiq»par  les  points 
D , B , enforte  que  la  trace  qu’il  laifie , s’étende  au-delà  de  B ^ 
comme  de  B en  E,  fie  la  partie  BE  de  cette  trace , eft  le  prolon- 
gement tle  la  ligne  AB  du  côté  de  B ; car  la  trace  DE  fie  la  trace 
AB  font  deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  communs  D,  B> 
fie  par  conféquent  elles  ne  forment  qu’une  feule  ligne  droite  , 
(A'.  34,)  fie  on  prolongera  de  la  même  façon,  la  ligne  AB,  tant 
qu’on  voudra  de  part  fie  d’autre. 

Ceci  fuppofe  que  le  Plan  fur  lequel  font  les  deux  points  A , B 
foutiennele  fil  dans  toutes  fes  parties,  ainfi  que  feroit  un  Plan 
qui  feroit  horizontal;  mais  fi  ce  Plan  étoit  élevé  au-delTus  de 
l horizon  comme,  un  mur,  alors  le  fil  n’étant  pas  foutenu  par- 
tout, la  pefanteur  de  fes  parties  lui  feroit  décrire  une  ligne  cour- 
te : or,  en  ce  cas  , il  faudroit  fe  fervir  de  l’inftrument  nommé 
Régie. 

Pour  conftruire  cet  inftrument,  on  prend  une  planche  bien 
unie,  qui  n’ait  pas  beaucoup  d’épaifleur,  ou  une  lame  de  cuivre, 
d’argent , ficc.  on  trace  fur  cette  planche  ou  fur  cette  lame , une 
ligne  droite , après  quoi  on  la  coupe  le  long  de  cette  ligne , fie 
l’inftrument  eft  fait. 

Pour  mener  donc  une  ligne  droite  entre  deux  points  A,  B , 
(f/g.  13.)  on  pofe  la  régie  RS  fur  le  Plan  où  font  les  points 
donnés  A , B de  façon  que  ces  deux  points  touchent  le  côté 
RS  qui  a été  fait  en  ligne  droite  ; puis  mettant  le  crayon  ou  la 
plume  fur  l’un  des  points  A , on  mene  le  crayon  ou  cette  plume 
de  A vers  B en  fuivant  toujours  la  droite  RS , fit  par  ce  moyen 
la  ligne  AB  qu’on  trace  furie  Plan,  eft  une  ligne  droite , puif- 
qu’elie  fuit  la  droite  RS  fans  s’écarter  ni  à droite  ni  à gauche. 

Pour  fçavoir  fi  une  régie  eft  bien  faite,  on  trace  fur  un  Plan 
une  droite  AB , par  le  moyen  d’un  fil , puis  on  met  fur  le  Plan 
la  régie  RS,  fie  l’on  examine  fi  fon  côté  RS  s’ajufte  à la  droite 
A B fans  s’écarter  ni  d'un,  côté  ni  d’autre  ; fie  fi  cela  eft ,,  la  réglé 
«ft,ju(l.e.. 
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37.  Corollaire.  A ,B( Fig.  i.) (tune ligne  droite 

étant  donnés  y la  pofition  ou  la  direHion  de  cette  ligne  efi  facile  à reçoit^ 
luître  i il  n’y  a qu’à  mener  une  ligne  droite  entre  ces  deux  points, 
& ce  fera  certainement  la  ligne  droite  à qui  ces  deux  points  ap- 

, partiennent,  puifqu’il  n’eft  pas  pofTible  de  mener  quelqu’autre 
ligne  droite  entre  ces  deux  points  {N.  32.) 

38.  Proposition.  II.  Si  des  extrémités  A , B,  cPune  droite  A~^ 
(Fig.  16.)  on  mene  deux  droites  AC  , BC  qui  fe  coupent  en  C , 
& deux  autres  droites  AE , BE  qui  fe  coupent  E , en  dedans  des 
deux  autres,  les  deux  premières  AC , BC  prifes  enfemble , font  plus 
grandes  que  les  deux  autres  AE,  BE  prifes  enfemble. 

Il  paroit  naturel  de  dire  que  les  deux  AC  BC  prenant  un  plus 
grand  détour  que  les  deux  AE  , BE  doivent  être  aufll  plus 
grandes;  mais  comme  bien  des  gens  n’admettroient  pas  ceci, 
pour  une  démonllration  géométrique  ; voici  comme  on  le  prou- 
vera. 

Je  prolonge  l’une  des  intérieures  BE  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe 
l’extérieure  oppofée  AC  en  H ; la  ligne  AE  étant  droite  entre 
fes  extrémités  A , E,  efl  plus  courre  que  les  deux  AH,  EH  qui 
partent  des  mêmes  extrémités  A , E ôc  qui  ne  prennent  pas  le 
même  chemin  ; ainfi  j’ai  AE  <AH-t-EH;  de  même  la  ligne 
BH  ou  BE-+-EH  étant  droite  entre  fes  extrémités  B,  H cftplus 
courte  que  les  deux  enfemble  BC,  CH  , ôc  partant  BE-f-EH 
< BC-+-CH  ; ajoûpnt  donc  enfemble  la  plus  courte  AE  avec 
la  plus  courte  BE-t-EH,  ôc  la  plus  longue  AH  H- EH  avec  la 
plus  loi^ueBC  H- CH,  j’aurai  AEh-BE-hEH  <AH-+-EH-f* 
BC-hCH;  retranchant  de  part  ôc  d’autre  la  droite  EH , j’aurai: 
AE-f-BE  •<  AH-+-CH-f-BC}  mais  AHh-HC  = AC>  donc 
AE  — BE  ^ AC-4- BC.  ' 

3P.  Proposition  III.  Si  une  droite  AB  (Fig.  17.)  coupe  une 
autre  droite  CD  en  un  point  B , cette  droite  AB , étant  prolongée  du 
côté  de  B pajfera  de  t autre  côté  de  la  droite  CD.. 

Du  point  B pris  pour  centre,  je  décris  avec  une  ouverture  de 
compas  prife  à diferétion,  une  circonférence  de  cercle  ADEC; 
la  droite  CD  qui  palTe  par  le  centre  B ôc  qui  coupe  la  circonfé- 
rence aux  points  C,  D ell  donc  un  diamètre , ôc  les  deux  arcs 
CAD  , CED  valent  chacun  la  moitié  de  la  circonférence 
( N.  22.  23.)  de  même  la  ligne  AB  étant  rayon  du  cercle,  fion 
la  prolonge,  elle  deviendra  diamètre , ôc  coupera  la  circonfé- 
rence en  deux,  parties  égales..  Or„  les  parties  CA  , AD  de  lai 
• C c iij. 
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demi  circonférence  CAD,  font  moindres  chacune  que  la  demi 
circonférence;  donc  les  demi  circonférences  ACE,  ADE  que 
la  ligne  AB  prolongée , coupera , feront  plus  grande  chacune 
qucles  deux  parties  AC,  AD  & par  conféqucnt  le  point  E ou 
les  deux  demi  circonférences  fe  joindront,  & par  lequel  la  ligtte 
AB  prolongée  doit  paffer,  fera  au-delà  ligne  CD  par  rapport  à 
la  ligne  AB. 

40.  Définition.  Si  deux  lignes  AB,  CB  (Fig.  18.)  qui 
n’ont  pas  la  même  direélion,  c’eft-à-dire  qui  ne  font  pas  en  ligne 
droite , fe  coupent  en  un  point  B ; refpace  indéfini  ABC  com- 

[•cis  entre  ces  lignes  , fo  nomme  Angle.  Le  point  B où  les 
ignés  fe  coupent,  fe  nomme  fommet  de  l’angle,  & les  deux 
lignes  AB  , CB  font  les  cêtts  ou  les  jambes  de  l'angle.  Il'  efl 
clair  qu’un  angle  ABD  eft  plus  ou  moins  grand , félon  que  les. 
côtés  AB,  CB  font  plus  ou  moins  écartés  l’un  de  l’autre,  ou  ce 
qui  revient  au  même , félon  que  la  ligne  AB  ell  moins  ou  plus 
inclinée  fur  la  ligne  CB. 

41.  Ondéfigne  un  angle  par  les  trois  lettres  A , B,  C mifes 
aux  extrémités  de  fes  côtés  & au  fommet,  en  obfervant  d’écrire 
la  lettre  A du  fommet  entre  les  deux  autres  ; ainfi  pour  expri- 
mer l’angle  formé  par  les  droites  AB  , CB,  on  dit  l’angle 
ABC. 

42.  Problème.  Mefurer  les  Angles  ^ e^ejl-â’dire  trouver  le  rapport 
qWils  ont  entr  eux.  » 

Soient  les  angles  BAC , DAB  {Fig.  19.)  qui  ont  leurs  fom- 
mets  au  même  point  A ; du  point  A pris  pour  centre , je  décris 
avec  une  ouverture  de  compas  prife  à diferetion , une  circonfé- 
rence de  cercle  CBDC  que  je  divife  en  fes  j5o  degrés,  ôc  fr 
par  exemple  l’are  CB  compris  entre  les  côtés  de  l’angle  BAC 
vaut  30  ûegrés,  & que  l’arc  DB  compris  entre  les  côtés  de 
l’angle  DAB  en  vaille  60.  Je  dis  que  les  deux  angles  BAC , 
DAB  font  entre  eux  , de  même  que  30  eft  à 6o,  ou  comme  t à 
2 , ôc  ainfi  desautres , en  obfervant  que  le  fommet  de  l’angle  foit 
toujours  au  centre  du  cercle. 

Dans  l’ufage  ordinaire , on  dit  que  l’arc  CB  de  3 o degrés  eft 
la  mefure  de  l’angle  CAB,  ôc  que  l’arc  BD  de  60  degrés  eft  la 
mefure  de  l’angle  DAB;  ce  que  l’on  doit  entendre  dans  le  fens 
que  je  viens  d’expliquer. 

Pour  rendre  raifon  de  cette  pratique , concevons  que  le  côté 
CA  prolongé  indéfiniment  du  côté  de  C,  tourne  fur  fon  extré-. 
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mité  A I âc  combe  fucce(nvemenc  fur  les  côtés  BA , DA  ; tous 
les  points  de  CA  décriront  entre  les  côtés  CA,  BA  de  l’angle 
BAC  des  arcs  NQ , MS  &c.  infiniment  proches , ôt  qui  cou- 
vriront totalement  l'efpace  BAC,  lequel  par  conféquent  fera  la 
même  chofe  que  la  fomnie  de  ces  arcs  ; or,  comme  on  fuppofe 
que  l’arc  CB  vaut  30  degrés  ou  la  douzième  partie  de  fa  circon- 
férence, tous  les  autres  arcs  NQ,  MS , ôcc.  vaudront  aufii  30 
dégrés,  ou  la  douzième  partie  de  leurs  circonférences  ; (A^.  27.) 
ainfi  la  fomme  des  arcs,  ou  l’angle  BAC  vaudra  la  douzième  par- 
tie de  la  fomme  des  circonférences:  de  même  comme  ou  fuppofe 
que  l’arc  BD  compris  entre  les  côtés  BA , DC  de  l’angle  D AC 
. vaut  60  degrés  , tous  les  arcs  décrits  par  les  points  de  la  ligne 
CA  entre  les  côtés  BA,  DA  vaudront  aufii  tfo  degrés,  c’efi-à- 
dire  la  fixiéme  partie  de  leurs  circonférences;  ainfi  l’angle  DAB 
dgal  à la  fomme  de  tous  ces  arcs  , vaudra  la  fixiéme  partie  de  la 
fomme  des  circonférences  ; or,  nous  venons  de  voir  que  l’angle 
BAC  vaut  la  douzième  partie  de  cette  fomme  des  circonféren- 
ces ; donc  l’angle  BAC  eft  à l’angle  BAD , comme  eft  à ÿ , 
ou  comme  ^ efi  à c’eft-à-dire  comme  i eft  à a , & par 
conféquent  comme  l’arc  CB  de  30  degrés , eft  à l’arc  DB  de 
60  degrés. 

43.  Remarque.  La mefure  d’un  ou  plufieurs  angles  n’eft  donc 
:pas  comme  on  pourroit  penfer  la  mefure  de  leur  grandeur;  mais 
c’eft  la  mefure  du  rapport  de  leur  grandeur,  ou  fi  l’on  veut , la 
mefure  de  l’inclination  de  leurs  côtés  ; car  il  eft  vifible  que  plus 
l’arc  compris  entre  les  côtés  d’un  angle , fera  petit , plus  ces 
côtés  feront  proches  l’un  de  l’autre , ôc  que  par  conféquent  ils 
feront  plus  inclinés  l'un  fur  l’autre,  & qu’au  contraire  plus  l’arc 
compris  fera  grand,  moins  les  côtés  feront  inclinés. 

Et  il  faut  remarquer  que  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  des 
jambes  des  angles  ne  change  rien  dans  leur  valeur , non  plus 
■que  le  plus  ou  le  moins  de  grandeur  de  la  circonférence,  dont 
les  arcs  doivent  mefurdrle  rapport  de  ces  angles  ; car,  1°.  Les 
angles  étant  des  efpaces  indéfinis  du  côté  oppofé  à leurs  fom- 
mets,  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  de  leurs  côtés  ne  les  dé- 
tourne point,  6c  l’on  doit  regarder  ces  côtés  comme  prolongés 
à l’infini,  2®.  Tous  les  arcs  grands  ou  petits  compris  entre  les 
jambes  d’un  angle,  valent  un  même  nombre  de  degrés  de  leur 
circonféréhees  ; ainfi  les  arcsBC,  MS  compris  entre  les  jambes 
de  l’angle  BAC  valent  également  30  degrés,  ôc  les  arcs  DB, 
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VS  compris  entre  les  jambes  de  l’angle  DAB  valent  également 
6o  degrés  ; donc , foit  que  je  me  ferve  des  arcs  CB,  BD  de  la 
circonférence  CDBC  ou  des  arcs  MS,  SV  de  la  circonférence 
MSVMi  je  trouverai  toujours  que  les  deux  angles  BAC,  DAB 
font  entre’ux  comme  90  degrés  à 60  degrés. 

44..  Définition.  Tout  angle  DAM  ( f/g.  20.)  qui  embraflê 
le  quart  DM  de  la  circonférence,  fe  nomme  ^ngle  droit;  tout 
angle  BAC  qui  embraffe  un  arc  BC  moindre  que  le  quart  de 
la  circonférence  , fe  nomme  Ângle  aigu , & tout  angle  MAB 
qui  embraffe  un  arc  MB  plus  grand  que  le  quart  de  la  circonfé- 
rence , fe  nomme  /ingU  obtus, 

4^.  Tous  les  angles  droits  font  égaux , car  ils  embraffent  tons 
le  quart  de  la  circonférence  ou  po  degrés  ; mais  tous  les  aigus 
ne  font  pas  égaux  non  plus  que  tous  les  obtus  ; car  il  peut  y 
avoir  des  angles  aigus  qui  embraffent  plus  ou  moins  de  degrés  au 
deffous  de  po,  ôc  des  angles  obtus  qui  en  embraffent  plus  ou  moins 
au  deffus  de  po. 

4.5.  Problème,  â P extrémité  D d'une  ligne  droite  donnée 
DE  ( Fig.  2 1 ) faire  un  angle  égal  à un  angle  donné  ABC. 

Du  point  6 pris  pour  centre  & d’une  ouverture  de  compas 
prife  à diferétion  , je  décris  une  circonférence  CAHC.  Je  con- 
ierve  la  même  ouverture  de  compas , & portant  l’une  des  poin- 
tes en  D , je  décris  avec  fautre  une  circonférence  de  cercle 
EMNE;  je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  CA  de  l’arc  CA 
compris  entre  les  côtés  de  l'angle  A BC , & je  porte  cette  gran- 
deur de  Een  M fur  la  circonférence  EMNE;  du  point  M je 
mene  au  point  D la  droite  MD , 6c  l’angle  MDE  eft  égal  à 
l’angle  donné  ABC. 

Car  par  la  conflruétion  , le  rayon  DE  de  la  circonférence 
EMNE  efl  égal  au  rayon  BC  de  la  circonférence  CAHC,  c’tft 
pourquoi  mettant  le  rayon  DE  fur  le  rayon  BC  , enforte  qu’ils 
s’ajuflent  parfaitement,  la  circonférence  EMNE  s’ajuflera  par- 
faitement fur  la  circonférence  CAHC,  6t  l’arc  EM  fur  ftm  égal 
CA  ; donc  la  droite  MD  tombera  fur  la  droite  AB  , puifque  les 
extrémités  M,  D de  la  droite  MD  tomberont  fur  les  extrémités 
A , B de  la  droite  AB  , ôc  qu’entre  deux  points  on  ne  peur  mener 
qu’une  feule  ligne  droite  ; ainfi  l'angle  MDE  tombera  fur  l’an- 
gle. ABC  ôc  lui  fera  égal. 

47.  Proposition  IV.  Si  deux  angles  ABC  abc  (Fig.  22.) 
font  égaux  & que  les  jattibes  AB,  CB  de  P un,  Joient  égales  aux  jambes 

ab,  cb 


Dipitized  by  Googl 


DES.  MATHEMATIQUES;  aop 

ab,  cb  de  Pautre , la  droite  AC  qui  joint  les  extrémités  A,  C des 
jambes  du  premier,  fera  égal  à la  droite  ac  qui  joint  les  extrémités 
a , c des  jambes  du feecond , ér  les  angles  que  la  droite  AC  fera  avec 
les  côtés  AC , CB  du  premier , feront  égaux  chacun  à chacun  aux  an- 
gles que  la  droite  ac  fera  avec  les  cotés  ab , cb  du  fécond. 

Je  mets  le  côté  BC  du  premier , fur  le  côté  bc  du  fécond  qui 
lui  ell  égal  ; le  côté  BA  tombera  aulTi  fur  le  côté  ha  qui  lui  e(l 
égal;  s’il  tomboit  en  dedans  de  l’angle  abc,  l’angle  ABC  feroit 
plus  petit  que  l’angle  abc , ôc  s’il  tomboit  en  dehors  , l’angle 
ABC  feroit  plus  grand  que  l’angle  abc,  & l’un  l’autre  eft  contre 
la  fuppofition;  donc  les  points  A,  C tomberont  fur  Ica  points  c, 
& la  droiteAC  mené  entre  les  points  A,  C tombera  fur  la  droite  ac 
menée  entreles  points  a,  lui  fera  égale;  d’oùil  fuit  que  l’angle 

BAC  tombera  fur  l’angle  bac,  & l’angle  ACB  fur  l’angle  acb. 

48.  Définition.  Sil’on  prolonge  l’un  des  côtésCB  (//^.  23.) 
d’un  angle  CBA  au-delà  du  fommet  B en  E 1 angle  ABE  fait  par 
le  prolongement  BE  avec  l’autre  côté  AB , fit  l’angle  ABC  fe 
nomment  y^ngles  de  fuite,  ôcfi  l’on  prolonge  les  deux  CB,  AB 
au-delà  du  fommet,  l’angle  HBE  fait  parles  deux  prolongemens, 
& l’angle  ABC  fe  nomment  Angles  oppofés  au  fommet. 

49.  Proposition  V,  Les  Angles  de  fuite  valent  enfembk  deux 
angles  droits  , & les  angles  oppofés  au  fommet  font  égaux. 

Du  fommet  B ( Fig.  23.  ) pris  pour  centre , & avec  une  ouver- 
ture du  compas  à mfcrétion , je  décris  une  circonférence  de 
cercle  qui  coupe  les  côtés  des  angles  aux  points  C,  A,  E;  le 
côté  CB  & fon  prolongement  BE  forment  une  ligne  droite  qui 
palfe  par  le  centre  B,  & qui  par  conféquent  eA  un  diamètre , le- 
quel coupe  la  circonférence  en  deux  demi-circonférences  CAE, 
CHE.  Or,  la  mefure  de  l’angle  ABC,  eft  l’arc  AC  compris  en- 
tre fes  côtés,  {N.  42.)  & la  mefure  de  l’angle  ABE  eft  l’arc 
AE , & ces  deux  arcs  AC , AE  pris  enfemble,  valent  la  demi- 
circonférence  CHE  ou  deux  quarts  de  circonférence  ; donc  la 
mefure  totale  des  angles  de  fuite  CBA , ABE  eft  deux  quarts  de, 
circonférence  ; mais  deux  quarts  de  circonférence  font  la  mefure 
de  deux  angles  droits;  donc  les  angles  de  fuite  CBA  , ABE  , 
valent  enfemble  deux  angles  droits  ; ce  qu’il  falloir  premièrement 
démontrer. 

L’angle  ABE  & fon  angle  de  fuite  EBH,  valent  enfemble  deux 
droits , comme  on  vient  de  voir;  le  même  angle  ABE  6c  fon  an- 
.gle  de  fuite  ABC,  valent  aulll  deux  droits  ; donc  les  deux  cn- 
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fembte  ABE  y EBH  font  égaux  aux  deux  enfemble  ABE  , ABC; 
retranchant  donc  de  part  & d’autre  l’angle  ABE , il  reliera 
l’angle  EBH  égal  à l’angle  ABC  qui  lui  eft  oppofé  au  foitunet. 

yo.  Définition.  Une  ligne  droite  AB  { Fig.  2^.)  eAdite 
Perpendiculaire  fur  une  autre  ligne  droite  CD  lorfqu’clle  n’eft  pas 
plus  inclinée  fur  CD  d’un  côté  que  de  l’autre. 

yi.  Corollaires.  Donc,  i“.  Les  deux  angles  ABD , ABC 
qu'une  perpendiculaire  AB  fait  avec  la  droite-  CD  du  meme  côté  font 
chacun  droits.  Ces  deux  angles  font  angles  de  fuite , ôc  valent  en- 
femble deux  angles  droits  : {N.  49.)  or,  ils  font  égaux,  puifque 
AB  n’eft  pas  plus  inclinée  fur  CD  d’un  côté  que  de  l’autre  ; donc 
chacun  d eux  eft  droit. 

Donc , 2°.  Toute  ligne  AB  qui  fait  un  angle  droit  ABD  avec 
, une  autre  droite  BD , ejl  perpendiculaire  fur  cette  ligne  BD  ; car  & 
l’on  prolonge  DB  en  C , les  angles  de  fuite  ABD , ABC  vau- 
dront deux  droits  , ( A'i  49.)  fit  comme  ABD  en  vaut  un,  ABC 
en  vaudra  un  aufti  & fera  égal  à ABD  , ( A'.  4y.  ) ainft  AB  n’in-r 
dinera  pas  plus  d’un  côté  que  d’un  autre  fur  CD. 

Donc,  ^°.Sit  on  prolonge  la  perpendiculaire  AB  au-delà  de  CB  en  E, 
fou  prolongement  dE  fera  auft  perpendiculaire  fur  CD.  Les  angles  ' 
de  mite  ABD , DBE  valent  enfemble  deux  droits;  or,  ABD  eft 
droit  ; donc  DBE  l’eft  aulli , ôc  partant  BE  eft  perpendiculaire.  , 
fur  CD. 

Donc , 4®.  Si  une  ligne  AE  efl  perpendiculaire  fur  une  autre  CD, 
réciproquement  celle-ci  eft  perpendiculaire  fur  AE;  les  angles  ABD, 
DBE  lonr  droits , comme  on  vient  de  voir , & par  conféquent 
' éçaux;  {N.  4y.)  donc  CD  n’eft  pas  plus  inclinée  fur  AE  d’un 
coté  que  d’un  autre. 

Donc , y®.  D'un  meme  point  B pris  fur  une  droite  CD , on  ne 
peut  mener  qu'une  feule  perpendiculaire  BA  fur  cette  droite.  Si  on 
en  pouvoir  mener  une  autre  comme  BH,  il  fàudroit  qu’elle  paO^t 
ou  a droite  ou  à gauche  de  la  perpendiculaire  BA , 6c  cependant 
il  fàudroit  que  les  angles  HBD , HBC  qu’elle  feroit  avec  CD,, 
fuflent  égaux;  ce  qui  n’eft  pas  pollible,  puifque  l’angle  HBD  eft 
plus  petit  que  l’angle  ABD  qui  le  renferme , lequel  angle  eft 
droit , à caufe  que  AB  eft  perpendiculaire  fur  CD. 

Donc , 6®.  Si  d'un  même  point  B pris  fur  une  droite  CD  on  mene 
départ  dr  d autre  deux  droites  B A , BE  perpendiculaires  fur  CD  ; ces 
deux  droites  ne  feront  e^emblc  qu'une  ligne  droite  s puifque  AB  eft 
perpendiculaire  fur  CD , fon  prolongement  BE  de  l’autre  côté . 
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de  CD  eft  auffi  perpendiculaire  fur  CD  , comme  on  vient  de 
voir.  Or,  du  même  point  B on  ne  peut  pas  mener  du  même 
côté  deux  perpendiculaires:  donc  la  perpendiculaire  B£  ellle 
prolongement  de  la  perpendiculaire  ÂB , 6c  ces  deux  lignes  font 
enfemble  une  feule  ligne  droite. 

ya.  Proposition  VI.  D’un  point  K (Yxg.  2$,)  pris  hors  dune 
ligne  droite  CD , qui  n’efl  ^as  dans  U prolongement  de  cette  droite , 
on  ne  peut  mener  fur  CD  quune  feule  perpendiculaire  AB. 

Si  l’on  veut  que  du  point  A on  puiife  mener  fur  CD  une  autre 
ligne  AH  qui  lui  foit  aufli  perpendiculaire  ; je  prolonge  la  per- 
pendiculaire AB  en  E de  l’autre  côté  de  CD  ; je  fais  BE= AB , 
6c  je  mene  la  droite  EH  ; la  droite  AB  6c  fon  prolongement 
SE  font  perpendiculaires  fur  CD  : donc  les  angles  ABH,  EBH 
font  droits  {N.$\.)  6c  partant  égaux;  (N.  4y.)  or,  les  côtés 
AB , BH  du  premier  de  ces  angles  ABH , font  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  BE,  BH  du  fécond  EBH,  6c  les  lignes  AH,  EH 
joignant  les  extrémité  de  ces  côtés  égaux  feront  égales;  donc,  l’an- 
gle AHB  que  la  ligne  AH  fait  avec  le  côté  BH  du  premier  angle 
ABH,  eft  égal  à l’angle  EHB  que  la  ligne  EH  fait  avec  le  côté 
' BH  du  fécond  angle  EBH  ; {N.  47.)  mais  AHB  doit  être  droit,’ 
puifqu’on  fuppofe  que  AH  eft  perpendiculaire  fur  CD;  donc 
EHB  fera  aufti  droit , 6c  la  droite  ÉH  fera  aufli  perpendiculaire  fur 
CD;  {N.  yi.)  ainfl  les  perpendiculaires  AH,  ÉH  qui  partent 
du  même  point  H de  la  ligne  CD  , ne  feront  enfemble  qu’une 
feule  ligne  droite  AE  entre  les  extrémités  A , E;  mais  la  ligne 
ABE  eft  aufli  droite  entre  les  mêmes  extrémités  ; donc  entre  deux 
points  il  fe  trouveroit  deux  lignes  droites  ; ce  qui^ft  impoflible: 
'donc  il  eft  impoflible  aufli  que  AH  foit  perpendiculaire  furCD. 

y J.  Corollaire  I".  Si  du  point  A (Fig.  26.)  pris  hors  d’une 
ligne  droite  CD  , & qui  nef  pas  fur  le  prolongement  de  cette  ligne  y 
on  mene  une  perpendiculaire  AB , & plufteurs  autres  lignes  ctue  nous . 
nommerons  obliques , parce  qu’elles  ne  fauroient  être  perpendiculaires 
fur  CD  ,•  je  dis  1°.  Que  la  perpendiculaire  AB  fera  la  plus  courte  de 
toutes  les  lignes  menées  du  point  A.  fur  CD,  a“.  Que  les  autres  feront 
i autant  plus  longues  quelles  couperont  la  ligne  CD  en  des  points 
H , D , 6c  c.  plus  éloignés  du  point  B où  la  perpendiculaire  coupe  cette 
ligne  y Qu  on  trouvera  tant  dobliques  que  ton  voudra  égales  deux 
à deux  ; mais  jamais  trois  d égales. 

Je  prolonge  la  perpendiculaire  AB  au-delà  de  la  ligne  CD  en 
£ i je  fais  BE— AB,  6c  je  mene  la  ligne  EH , la  ligne  AB  6c 
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fon  prolongement  BE  étant  perpendiculaires  fur  CD,  les  angles 
ABH,  EBH  font  droits,  (A',  vi.)  & par  conféquent  égaux; 
(A’.  4Ç.)  or,  les  côtés  AB,  BH  de  l’angle  ABH  font  égaux 
chacun  à chacun  aux  cotés  EB,  BH  de  l’angle  EBH;  donc  la 
ligne  A H qui  joint  les  extrémités  des  côtés  AB,  BH  cft  égale 
à la  ligne  EH  qui  joint  les  extrémités  des  côtés  EB  , BH  ; 
{N.  47.)  or,  les  deux  lignes  droites  AB,  BE  ne  font  enfemble 
qu’une  ligne  droite  entre  les  points  A , E ; donc  les  deux  droites 
AH  , HE  ne  font  pas  enfemble  une  ligne  droite  entre  les  mômes 
points  A,  E,  6c  font  par  conféquent  plus  longues  que  les  deux 
enfemble  AB,  BE;ainlî  la  ligne  AH  moitié  des  deux  AH  , HEj 
ell  plus  longue  que  la  moitié  AB  des  deux  AB  , BE , ôc  partant 
la  perpendiculaire  AB  efl  plus  courte  que  l’oblique  AH,  6c  on 

frouvera  de  même  que  la  perpendiculaire  AB  eft  plus  courte  que 
oblique  AD,  6cc.  ce  qu’il  falloit,  1 ®.  démontrer. 

Du  point  E,  je  mene  la  droite  ED  à l’extrémité  D d’une  au- 
tre oblique  AD,  6c  je  prouverai  de  même  qu’auparavant  que 
ED  = AD.  Or,  les  deux  droites  égales  AH , HE  menées  des 
extrémités  A , E de  la  droite  AE  fe  coupent  en  dedans  des  deux 
droites  AD,  ED  menées  des  mêmes  points  A,  E;  donc  les 
deux  AH  , HE  prifes  enfemble , font  moindres  que  les  deux 
AD,  DE,(A'^  j8.)  6t  partant  la  droite  AH,  moitié  des  deux 
A H,  HE  eft  moindre  que  la  droite  A D moitié  des  deux  A D,  DE  ; 
ainfi  l’oblique  A D qui  coupe  CD , en  un  point  D plus  éloigné  du 
pied  B de  la  perpendicuUire  AB  eft  plus  longue  que  l’oblique 
AH  qui  coupe  CD  en  un  point  H plus  proche  du  même  pied  B ; 
ce  qu’il  falloir,,  2°.  démontrer. 

Je  prens  fur  CD  de  l’autre  côté  du  pied  B de  la  perpendicu- 
laire AB  la  diftance  BM  égale  à la  diftance  BH , la  diflance  BC 
égale  à la  diftance  BD , 6c  du  point  A je  mene  les  droites  AM  , 
AC,  la  droite  AB  étant  perpendiculaire  fur  CD,  l’angle  ABH 
eft  égala  l’angle  ABM,  (M  yi.)  6c  les  côtés  AB,  BH  de 
l’ançle  ABH  Ibnt  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  AB,  BM 
de  l angle  ABM;  donc  l’oblique  AH  qui  joint  les  extrémités 
des  côtés  AB  , BH  cft  égale  à la  droite  AM  qui  joint  les 
extrémités  des  côtés  AB,  BM,  (A'.  47.)  c’eft-à-dire  que  les 
deux  obliques  AH,  AM  qui  coupent  la  droite  CD  en  des  points 
H,  M également  éloignés  du  pied  B de  la  perpendiculaire  AB 
font  égales  ; 6c  on  prouvera  de  même  que  les  deux  obliques 
font  égales  pour  la  même  taifons  6c  comme  de  paît 
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& d’autre  du  pied  B de  la  perpendiculaire,  on  peut  trouver  tant 
de  points  que  l’on  voudra  également  diflans  deux  à deux  du  point 
B , on  trouvera  aulTi  tant  d’obliques  égaies  deux  à deux  que  l’on 
voudra  ; mais  on  n’en  trouvera  jamais  trois  qui  foient  égales,  car 
fi  cela  étoit , il  faudroit  qu’il  y en  eût  deux  qui  fulTent  du  même 
côté  de  la  perpendiculaire  AB,  ôc  comme  ces  deux  lignes  ne 
pourroient  couper  la  ligne  CD  en  deux  points  également  éloi- 
gnés du  point  B , elles  ne  fauroient  être  non  plus  égales  ; ce 
qui  feroit  contre  la  fupporition. 

f4.  Corollaire  II.  Donc,  fi  d’un  point  A pris  hors  éf  une  droite 
CD  onmene  fur  cette  ligne  une  perpendiculaire  AB,  df  deux  obliques 
égales  AH,  AM  la  perpendiculaire  AB  coupera  la  droite  CD  en  un 
point  B également  éloigné  des  points  H 5 M hs  obliques  coupent  la 
même  ligne  CD.  C’eft  une  fuite  du  Corollaire  précédent  ; & de- 
là il  eft  aifé  de  conclure  que  fi  deux  lignes  AH  , AM  menées  fur 
une  droite  CD  d’un  point  extérieur  A Jont  égales  ; ces  deux  lignes 
font  deux  obliques  entre  lefqtielles  la  perpendiculaire  menée  du  point  A 
fur  C^D  doit  pajjer.  Carfi  lune  de  cts  lignes  étoit  perpendiculaire 
fur  CD,  elle  feroit  plus  courte  que  l'autre  : ce  qui  icroit  contre 
la  fuppodtion. 

y J.  Corollaire  III.  La  perpendiculaire  AB  menée  du  point 
extérieur  A fur  une  ligne  droite  L.D  e fl  la  dijlance  du  point  A à cette 
droite  CB,  cette  perpendiculaire  efl  la  plus  courte  ligne  qu’on 
puilfe  mener  du  point  A fur  CD,  {t'/.  yj.)  donc  elle  eftla  dif- 
tance  du  point  A à cette  ligne  ( N.  9.  ). 

Corollaire  IV.  Si  un  point  quelconque  , d'une  droite  ABE 
( Fig.  27.  ) perpendiculaire  fur  une  autre  droite  CD , efl  également 
éloigné  des  deux  points  C , D de  la  droite  CD  , cette  perpendiculaire 
prolongée  de  j>art  eb*  d’autre  à finfini , pajjer  a par  tous  les  points  égah'‘ 
ment  éloignes  des  points  C , D. 

Il  faut  ici  démontrer  deux  chofes , 1°.  Que  tous  les  points  de 
la  perpendiculaire  ABE  prolongée  de  part  6c  d’autre,  a l’infini, 
font  dgalenicnt  éloignés  des  points  C,  D,  2°.  Qu’il  ne  peut  fe' 
trouver  aucun  point  également  éloigné  des  points  C , D , qui  ne 
foit  fur  la  perpendiculaire  ; ce  rue  ie  pre  uve  ainli. 

Si  le  point  de  la  perpendiculaire  également  éloigr’é  des  points 
C,  D eft  le  peint  B où  cette  perpendiculaire  ct  upe  la  droite 
CD  ; ;e  prens  un  autre  point  quelconque  A fur  ctrre  perpendi- 
culaire , ôc  de  ce  point , je  mené  les  droites  AC,  AD  aux  points 
C 1 D.  Cc5  droites  feront  deux  obliques  menées  du  point  A de 
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^ la  perpendiculaire  AB  , & ces  obliques  feront  dgales  , puif-’ 
qu  elles  coupent  la  droite  CD  en  des  points  également  éloignés 
delà  perpendiculaire;  {N.  jj-)  "i^is  ces  droites  mefurent  les 
diftances  du  point  A aux  points  C,  D;  donc  le  point  A eftéga* 
ment  éloigné  des  points  C , D ; fit  comme  on  prouvera  la  même 
chofe  à l’égard  de  tout  autre  point  pris  fur  la  perpendiculaire , il 
s’enfuit  que  tous  les  points  de  cette  droite  font  également  éloi- 
gnés de  C ôc  D. 

Que  fi  le  point  de  la  perpendiculaire  également  éloigné  des 

f)oints  C , D eft  hors  de  la  ligne  CD  tel  que  le  point  A ; je  mene 
es  droites  AC,  AD  qui  feront  par  conféquent  deux  obliques 
égales  > donc  la  perpendiculaire  coupera  CD  en  un  point  B éga- 
lement éloigné  des  points  C 6c  D , & partant  j'e  prouverai  com- 
me auparavant  que  tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire 
font  également  éloignés  de  C 6c  D ; ce  qu’il  falloit,  i°.  dér 
montrer. 

Maintenant,  fi  l’on  prétend  que  quoique  tous  les  points  de  la 
perpendiculaire  AE  {Fig.  28.)  foient  également  éloignés  des 
points  C,  D de  la  dtoite  CD,  il  puifie  néanmoins  fe  trouver 
quelque  point  H hors  de  la  perpendiculaire  AE  qui  foit  audi 
egalement  éloigné  des  points  C , D;  Je  mené  de  ce  point  H les 
droites  HC , HD  qui  feront  égales  6c  par  conféquent  obliques 
l’une  6c  l’autre  fur  CD  ; (A^.  ^4.)  ainfi  la  perpendiculaire  menée 
du  point  H fur  CD  coupera  cette  ligne  CD  en  un  point  égale- 
ment éloigné  des  points  C 6c  D , 6c  partant,  elle  la  coupera  au 
point  B où  la  perpendiculaire  AE  la  coupe;  donc  il  s’enfuivroit 
Que  fur  un  même  point  B pris  fur  CD , on  pourroit  mener  deux 
droites  AB,  BH  perpendiculaires  fur  la  ligne  CD;  ce  qui  n’eft 
pas  poffible,  (A',  yi-)  pat  conféquent  il  n’eft  pas  poffible  non 
plus  que  le  point  H foit  également  éloigné  de  C 6c  D. 

yy.  Corollaire  V.  Une  même  ligne  ne  peut  être  perpendieufaire 
fur  deux  lignes  AB,  CD  (Fig.  2p.)  qui  fe  coupe  en  un  point  L. 
Si  on  veut  que  la  droite  DB  qui  coupe  les  droites  AB,  CD  en 
deux  points  D , B différons  du  point  L où  ces  droites  fe  cou- 
pent , foit  perpendiculaire  fur  l’une  6c  l’autre  de  ces  droites  ; réci- 
proquement ces  lignes  feront  perpendiculaires  fur  elle ,(  ) 

ôc  par  conféquent  il  s’enfuivra  que  du  point  L où  ces  lignes  fe 
coupent  hors  de  la  ligne  DB , on  pourra  mener  deux  perpendi- 
culaires LD  , LB  fur  cette  droite  DB;  ce  qui  eft  impoflible 
52.). 
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Et  fi  on  veut  que  la  droite  ML  qui  pafle  par  le  point  où  les 
deux  lignes  fe  coupent,  foit  perpendiculaire  fur  l’une  & l’autre , 
réciproquement  les  deux  lignes  feront  perpendiculaire  fur  elles  ; 
(N.  J I.)  donc  il  s’enfuivra  que  d’un  même  point  L d’une  droite 
LM , on  pourroit  mener  deux  perpendiculaires  LD  , LB  d’un 
même  côte  ; ce  qui  feroit  encore  impoffible  ( y i ). 

y8.  Corollaire  VI.  Si  une  droite  AE  (Fig.  27.)  ejl  tellement 
àfpofée  à t egard  d'une  autre  droite , que  deux  de  fes  points  quelconques 
f oient  également  éloignés  de  deux  points  C, T)  delà  droite  CD , c'ejt-â~ 
dire  que  le  point  A foit  également  éloigné  de  C & Dtér  le  point  E aujft, 
également  éloigné  de  C & D , la  droite  AB , ejl  perpendiculaire  fur 
CD.  Du  point  A je  conçois  une  perpendiculaire  menée  fur 
CD  J cette  perpendiculaire  prolongée  de  part  & d’autre , à l’in- 
fini , pafiera  par  tous  les  points  également  éloignés  de  C & D , 
(M  y5.)  ôc  partant  elle  pafTera  par  le  point  E,  mais  la  droite 
AE  paffc  aufii  par  les  points  A , £ : donc  cette  droite  n’eft  pas 
différente  de  la  perpendiculaire,  car  entre  deux  points  on  ne 
peut  mener  qu’une  droite  (N.  32.  ). 

yp.  Lemme.  Si  des  extrémités  A,  B dune  droite  AB(Fig.  30.) 
pri fes  pour  centres,  & avec  des  rayons  AE , BN,  qui,  pris  enfemble 
foient  plus  grands  que  la  droite  AB , on  décrit  deux  circonférences 
EPLQ , NPSQ  ; ces  deux  circonférences  ne  fe  couperont  quen  deux 
points  P,  Q dont  tun  fera  d un  côté  de  la  droite  AB , & P autre  de 
Poutre  côté. 

En  premier  lieu,  il  efi  clair  que  ces  deux  circonférences  ne  fe 
couperont  point  fur  la  droite  AB  , car  leurs  rayons  AE , BN- 
étant  enfemble  plus  grands  que  la  droite  AB  , ces  deux  rayons 
tombant  fur  AB  anticiperonr  l’un  fur  l’autre , ôc  l’extrémité  Ë du 
premier  AE  tombera  plus  près  du  point  B que  l’extrémité  N du 
fécond  BN , 2°.  Ces  deux  circonférences  fe  couperont , car 
l’extrémité  E du  rayon  AE , en  décrivant  la  demi  circonférence 
EPL  du  côté  de  P , s’éloigne  de  plus  en  plus  du  centre  B , ôc 
va  trouver  la  ligne  AB  prolongée  au-delà  de  A par  rapport  à B. 
Et  au  contraire  l’extrémité  N du  rayon  BN , en  décrivant  la 
demi  circonférence  , s’éloigne  de  plus  en  plus  du  centre  A , ôc 
va  couper  la  ligne  AB  prolongée  au-delà  du  point  B ; ainfi  les 
deux  demi  circonférences  prenant  des  routes  oppofées , doivent 
fe  c»uper  quelque  part,  ôc  la  même  chofe  doit  fe  dire  des  deux 
autres  demi  circonférences  qui  font  de  l’autre  côté  de  la  ligne 
AB. 
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Suppofant  donc  que  le  point  ou  les  deux  demi  circonférences 
EPL,  NPS  Ce  coupent,  foitle  point  P j je  conçois  que  de  ce 
point,  foit  menée  une  perpendiculaire  PH  fur  la  droite  AB,  & 
du  centre  A des  lignes  droites  AR,  AR,  &c.  fur  tous  les  points 
de  cette  ligne  ; la  droite  AH  étant  perpendiculaire  fur  PH , les 
droites  AR,  AR,  ôcc.  font  obliques  & toutes  plus  courtes  que 
le  rayon  AP  qui  eft  plus  éloigné  qu’elles  de  la  perpendiculaire 
AH;  {N.  J}.)  ainfi  ces  obliques  ne  vont  pas  aboutir  jufqu’à 
l’arc  PE  compris  entre  le  point  P & la  droite  AB  ; car  fi  cela 
droit,  elles  feroient  égales  au  rayon  AP  ; & par  conféquent  l’arc 
PE  eft  tout  entier  à droite  de  la  ligne  PH,  De  même  fi  l’on  mene 
de  l’autre  centre  B des  lignes  droites  BR,  BR,  &c.  lur  tous  les 
points  de  PH,  toutes  ces  lignes  feront  plus  courtes  que  le  rayon, 
& n’iront  pas  aboutir  fur  l’arc  PN,  lequel,  par  conléquent  fera 
tout  entier  à gauche  de  la  droite  PH , c’eft  pourquoi  les  deux 
arcs  PE,  PN  des  demi  circonférences  EPL  , NPS  ne  fe  cou- 

Ïent  point  ailleurs  qu’en  P,  puifqu’ils  font  féparés  par  la  droite 

1 1 , 

Je  prolonge  la  droite  PH  en  X du  côté  de  P,  & du  centre  A 
je  mene  fur  tous  les  points  du  prolongement  PX  des  droites 
AZ,  AZ,  ôcc.  toutes  ces  lignes  font  des  obliques  plus  longues 
que  le  rayon  AP  qui  eft  plus  proche  qu’elles  de  la  perpendicu- 
laire; ainfi  elles  coupent  l’arc  PL  avant  de  couper  la  droite  PX, 
ôc  par  conféquent  l’arc  PL  eft  tout  entier  à gauche  de  PX.  De 
même  fi  de  l’autre  centre  B on  mene  des  droites  BZ,  BZ,  ôcc. 
fur  PX , ces  droites  couperont  l’arc  PS  avant  de  couper  PX  , 
ôc  partant  cet  arc  fera  tout  entier  à droite  de  PX  ; donc  les  arcs 
PL,  PS  des  demi  circonférences  EPL,  NPS  ne  fe  couperont 
point  ailleurs  qu’en  P,  puifqu’ils  font  féparés  par  la  droite  PZ  : or, 
nous  venons  de  voir  que  les  autres  deux  arcs  PE  , PN  ne  fe 
coupent  qu’en  P»  donc  les  demi  citconférences  EPL  , NPS, 
compofées  de  ces  arcs  ne  fe  coupent  aufti  qu’en  P , ôc  on  prou- 
vera la  même  chofe  des  autres  demi  circonférences  EQL , 
NQS,  ôc  partant  les  deux  circonférences  entières  ne  fe  cou- 
pent qu’en  deux  points , l’un  au  delTus , ôc  l’autre  au  deffous  de  la 
droite  AB. 

ôo.  Lemme.  Une  circonférence  de  cercle  ne  peut  couper  une  ligne 
qu'en  deux  poinu. 

Si  la  ligne  AB(F»g.  îi.)qui  coupe  la  circonférence  aux  points 
A,  B pafte  pat  le  centre  O du  cercle  : la  propofition  eft  évidente; 
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AB  eft  compofée  de  deux  rayons  AO , OB  , ainfi  la  circonfé- 
rence pourroit  couper  le  diamètre  en  quelque  point  pris  entre 
fes  extrémités  A , B : par  exemple  en  P , la  droite  OP  compris 
entre  le  centre  & ce  point  P , feroit  un  rayon , 6c  partant  nous 
aurions  deux  rayons  inégaux  OP,  OB  dans  un  même  cercle; 
ce  qui  eft  impoflTible.  De  même  fi  la  circonférence  coupoit  les 
prolongemens  de  AB  en  un  point  quelconque  Q ; la  droite  OQ 
feroit  un  rayon , & nous  aurions  encore  deux  rayons  inégaux 
,OQ , OB  ; ce  qui  eft  impolfible. 

Mais  fi  la  droite  CD  qui  coupe  la  circonférence  en  deux 
points  C,  D ne  palTe  par  le  centre  O ; je  mene  du  centre  O aux 
extrémités  C,  D cfe  cette  ligne,  les  deux  rayons  OC, OD  lefqucls 
étant  égaux  feront  pat  conféquent  deux  obliques  égales  menées 
du  point  extérieur  O fur  la  droite  CD,  (N.  J4.)  6c  la  perpendi- 
culaire du  point  O fur  CD  coupera  cette  ligne  en  un  point  D 
également  éloigné  de  C ôc  D ; or , toutes  les  lignes  OR,  OR , ôcc. 
menées  du  point  O fur  tous  les  points  de  la  droite  CD  pris  entre 
les  deux  rayons  OC , OD  feront  plus  courtes  que  ces  rayons , 
puifqu’elles  feront  plus  proches  delà  perpendiculaire,  (M  yj») 
& n’iront  pas  aboutir  à la  circonférence  ; donc  la  circonférence 
ne  làuroit  couper  cette  ligne  dans  aucun  de  ces  points  ; de 
même  toutes  les  lignes  OS , OS , menées  du  point  O fur  les 
prolongemens  de  la  droite  CD  , feront  plus  longuet  que  les 
rayons , puifqu’elles  feront  'plus  éloignées  de  la  perpendiculai- 
re ; donc  la  circonférence  ne  pafiera  pas  par  leur  extrémité  S , 
S , ôcc.  partant  elle  ne  coupe  la  ligne  CD  qu’aux  deux  points 
C,  D.  ’ 

61.  Lorfque  d’un  point  B (F/>.  27.)  pris  fur  une  droite  CD,' 
'on  mene  une  droite  BA  perpendiculaire  fur  CD  ; cela  s’appelle 
élever  une  perpendiculaire , ôc  lorfque  d’un  point  A pris  hors  d’une 
ligne  droite  CD  ôc  qui  n'eft  pas  dans  fon  prolongement , on 
mene  une  perperpendiculaire  CD  ; cela  s’appelle  abaijjer  une 
perpendiculaire. 

62.  PROBLEME.  D'un  point  "B  (Fïg.  ^2.)  pris  fur_une  droite  CD 
élever  une  perpendiculaire  fur  cette  ligne. 

Je  prens  une  ouvetture  de  compas  à diferétion  que  je  porte 
lût  la  ligne  CD , de  B en  M ôc  de  B en  N pour  avoir  les  deux- 
points  M , N également  éloignés  du  point  B 5 des  points  M , N 
ôc  avec  une  ouvertute  de  compas  , mais  plus  grande  que  la  pré- 
cédente; c’eft-à-dire  plus  grande  que  MB  ou  BN  ; je  décris  deux 
Tome  1,  * E e 
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arcs  PQ , RS  qui  fe  coupent  d’un  même  côté  de  la  ligne  CD 
en  un  point  A,  à caufe  que  les  deux  rayons  pris  enfcmble  lont  plus 
grands  que  la  droite  MN , (A',  yp.  )ôt  du  point  A où  ces  arcs 
le  coupent,  je  mene  au  point  B la  droite  AB  qui  ell  la  perpen* 
diculaire  demandée. 

Car  à caufe  que  les  arcs  ont  été  décrits  avec  des  rayons 
égaux,  les  droites  AM,  AN  font  égales,  ôcJe  point  A de  la 
ligne  AB  également  éloigné  des  points  M,  N de  la  droite  CD» 
or,  le  point  B de  cette  même  ligne  AB  eA  auAl  également  éloi- 
gné des  points  M , N ; donc  AB  eA  perpendiculaire  fut  CD 
(Aiyg.). 

6^.  Problème.  D'unpoint  A pris  hors  iunt  t/ro/re  CD  (Fig.  3}.) 
fit  nejl  pas  dans  ffs  prolongcmens , abaijfer  une  perpendicuiairt 
fkr  CD. 

Du  po  nt  A pris  pour  centre , & avec  une  ouverture  de  com- 
pas aAez  grande  pour  pouvoir  couper  la  ligne  CD  . je  décris  uo 
arc  qui  coupe  cette  ligne  en  deux  points  M,  Ni  de  ces  points 
pris  pour  centres  avec  une  même  ouverture  de  compas  plus 
grande  que  la  moitié  de  MN,  je  décris  deux  arcs  PQ,  RS  qui 
le  coupent  au  point  O,  fit  du  point  A parle  point  O,  je  mene 
la  droite  AO  que  je  prolonge  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  CD  en 
B,  ôc  la  droite  AB  eA  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  rayons  AM,  AN  de  l’arc  MN  étant  égaux,  le  point 
A eA  également  éloigné  des  points  M,  N de  la  droite  CD  ; de 
même  les  rayons  MO,  NO  des  arcs  PQ,  RS  étant  égaux,  le 
point  O^eA  encore  également  éloigné  des  mêmes  points  M , N j 
donc  la  droite  AB  qui  palTc  par  les  deux  points  AO  eA  perpcndi-^ 
culairefur  CM  (A.  y8. ). 

54.  Problème.  Couper  une  droite  CD  (Fig.  34.)  en  deux  parties 
igales. 

Des  extrémités  C fit  D de  la  droite  CD  prifes  pour  centre^ 
fit  avec  une  même  ouverture  de  compas  plus  grande  que  la 
moitié  de  CD,  je  décris  deux  arcs  de  cercle  PQ , RS  qui  fe 
coupent  en  deux  points  A , B de  patt  6c  d’autre  de  CD,  à caufe 
que  les  deux  rayons  pris  enfemble  font  plus  grands  que  CD  , 
(A.  yp.)  ôc  des  points  A , B je  mené  la  dcoice  AB,  laquelle 
cou|  e CD  en  E en  deux  parties  égales. 

Car  les  rayons  CA,  DA  étant  égaux  par  la  conAruélion , le  point 
A eA  également  éloigné  des  mêmes  extrémités  C,  D de  la  cfroite 
.CD  j & de  même  à caufe  de  l’égalité  des  rayons  CB,  D£,le 
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point  B eft  également  éloigné  des  mêmes  extrémités  C , D ; 
donc  la  droite  AB  quipaffepar  les  deux  points  A,  B eft  per- 

f)endiculaire  fur  CD,  (N.  y8.)  & palTc  par  tous  les  points  ega- 
ement  éloignés  de  C & D ; ( M y ) ainli  le  point  E ou  la  droite 
AB  coupe  CD , eft  également  éloigné  de  C 6c  D , 6c  la  droite 
CD  eft  coupée  en  deux  également  en  E. 

tfy.  Problème.  Divifer  un  angle  ARQ  (Fig.  3y.)  en  deux  par- 
ties  égale!. 

Du  fommet  B pris  pour  centre , 6c  avec  une  ouverture  de 
compas  à difcrétion,  je  décris  un  arc  ANC  entre  les  jambes  de 
l’angle  donné , des  extrémités  A , C de  cet  arc , 6c  avec  une  ou- 
verture de  compas  plus  grande  que  la  moitié  de  la  droite  AC 
menée  entre  ces  extrémités , je  décris  deux  arcs  FQ , RS  qui  fe 
coupent  en  H , ôc  du  point  H par  le  fommet  B , je  mene  la 
droite  AB  qui  coupe  l’angle  ABC  en  deux  parties  égales. 

Car  les  rayons  AB , CB  étant  égaux  pat  la  conftruâion , le 
point  B de  la  droite  HB  eft  également  éloigné  des  extrémités 
A , C de  la  droite  AC , 6c  à caufe  de  l’égalité  des  rayons  AH , 
CH,  le  point  H de  la  même  droite  HC  eft  également  éloigné  des 
extrémités  A,  C:  donc  la  ligne  HB  coupe  AC  en  deux  parties 
égales  enM,  64.)  6c lui  eft  perpendiculaire;  {N.  y8. ) ainli 
les  angles  AMB , CMB  font  droits  6c  égaux  entr’eux , 6c  les 
côtés  AM,  MB  du  premier,  font  égaux  chacun  à chacun  aux 
côtés  CM,  MB  di^fecond;  or,  les  droites  AB,  CB  joignent  les 
extrémités  de  ces  côtés , donc  l’angle  ABM  eft  égal  à l’angle 
CBM  {N.  47.)  mais  ces  deux  angles  ABM,  CBM  compofent 
enfemble  l’angle  ABC  ; donc  cet  angle  eft  divifé  en  deux  égale- 
ment p^  la  droite  HB. 

66.  Froposition  VII.  Si  une  ligne  droite  (Fig.  36.)  /e 
meut  de  façon  que  fin  extrémff  A parcoure  fuccejfrvement  tous  les 
' points  dune  droite  AC , prolongée  fi  ton  veut  à tinjini , <ir  que  pen~ 
dant  le  mouvement  la  droite  AB  fiit  toujours  perpendiculaire  fur  la 
droite  AC  / t autre  extrémité  B de  la  ligne  AB  décrira  une  ligne  BM 
ind^nie  qui  fera  une  liçme  droite. 

Puifquela  ligne  AB  eft  toujours  perpendiculaire  fur  AC,  6c 
que  fon  extrémité  A n’abandonne  jamais  cette  ligne , tous  les 
points  de  la  ligne  BM  font  à égale  diftancede  AC.  ( N.  y y.)  Ainli 
fi  nous  concevons  que  la  ligne  BM  fe  meuve  vers  la  ligne  AC , 
de  fa<;on  que  tous  fes  points  ne  falfent  pas  plus  de  chemin  l’un 
que  l’autre,  il  eft  clair  que  lorfque  l’uo  de  fes  points  fera  parvenu 
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fur  ia  ligne  AC , tous  fes  autres  points  feront  aufll  parvenus  fut 
AC,  & que  par  conicquent  BM  rombcra  toute  entière  fur  AC  , 
mais  AC  eft  droite;  donc  BM  l’eftaulTi. 

67.  Définition.  Deux  lignes  droites  AC,  BM  (Fig.  36.) 
font  dites  ParalelUs  entr  elles  lorfqu’ellcs  font  partout  à égale  dif- 
tance,  c’eft-à-dire  lorfque  les  perpendiculaires  menées  de  tous 
les  points  de  l’une  BM  lur  l’autre  AC , font  égales , ou  enfin  lorf 
que  l’une  d’entr’cllcs  BM  efi  formée  par  le  mouvement  d’une 
droite  AB,  toujours  perpendiculaire  fur  l’autre»  & dont  l’extré- 
mité A n’abandonne  jamais  AC,  comme  il  a été  dit  dans  la  Pro^ 
pofition  précédente. 

<ÎS.  Corollaires.  Donc,  1°.  Toute  perpendiculaire  B A menée 
d'un  point  quelconque  B , de  l'une  des  paralelles  BM  fur  P autre  para~ 
kUe  AC,  mejure  la  difance  des  deux  paralelles.  Tous  les  points  de 
BM  font  éloignés  de  AC  d’une  quantité  égale  à BA  ; donc  BA 
efi  la  difiance  de  la  droite  BM  à fa  paralelle  AC;  or  la  difiance 
de  la  droite  AC  à la  droite  BM  ne  peut  pas  être  différente  de  la  dif* 
tance  de  la  droite  BM  à la  droite  AC;  donc  BA  mefure  auffi  la 
difiance  de  AC  à BM. 

Donc , 2°.  Toute  ligne  B A comprife  entre  les  deux  paralelles  & 
perpendiculaire  fur  l’une  AC , ejl  aufi perpendiculaire  Jùr  Pautre  BM. 

Les  droites  BM , AC  étant  partout  à égale  diftance  ; fi  du 
point  A je  mène  une  perpendiculaire  fur  BM , cette  perpendi- 
culaire mefutera  la  difiance  de  AC  à BM.  €)r,  la  difiance  de 
AC  à BM  ne  peut  être  différente  de  la  difiance  de  BM  à AC , 
c’efi-à  dire  de  la  droite  BA  qui  a été  menée  perpendiculaire  fur 
AC  ; donc  la  perpendiculaire  menée  de  A fur  BM  doit  être 
égale  à BA  ; mais  cela  ne  fçauroit  être , fi  la  perpendiculaire  me- 
née du  point  A , tomboit  en  un  autre  point  que  B ; car  eri*ce  cas, 
AB  feroit  oblique  fur  BM , & plts  grande  que  la  perpendicu- 
laire î (N.  n-)  donc  BA  doit  être  perpendiculaire  fur  BM  de 
même  que  fur  AC. 

\ Et  delà  il  eft  aifé  de  prouver  P inver fe  y c’eft-à-dire  que  fi  une  ligne 
ABefl  perpendiculaire  fur  deux  autres  BM , AC , ces  deux  lignes  BM, 
AC  font  paralelles  entr  elles  \ car  fi  on  veut  que  BM  ne  foit  pata- 
Iclle  à AC  ; concevons  que  par  le  point  B on  faffe  paffer  une  pa- 
ralelle à AC,  la  droite  AB  étant  perpendiculaire  fur  AC,  fera 
suffi  perpendiculaire  fur  fa  paralelle;  mais  AB  efi  auffi  perpen- 
diculaire fur  BM  ; donc  il  faut  que  BM  & la  paralelle  menée  du 
point  B foient  la  même  ligne»  autrement  une  droite  AB  feroit 
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perpendiculaire  fur  deux  difFdrentes  lignes  en  un  même  point  B j 
ce  qui  eft  impolTible  ). 

Donc,  3°.  D’un  même  point  B on  ne  fauroit  mener  deux  para- 
lelles  à une  même  ligne  AC  , par  la  raifon  qu’on  vient  de  voir. 

Donc , 4°.  Deux  perpendiculaires  AB , TR  entre  deux  paralel- 
les  AC,  BM  font  paralelles  entrelles  ^ puifque  la  ligne  AC,  ou 
AT  eft  perpendiculaire  fur  l’une  & fur  l’autre. 

Donc , y”.  Les  parties  AT , BR  des  paralelles  comprifes  entre  deux 
perpendiculaires  AB , TR  font  égales  entr  elles.  Les  perpendiculaires 
AB,  TR  font  paralelles  entr  elles  comme  on  vient  de  voir , & 
les  parties  AT , BR  font  perpendiculaires  fur  elles  ; donc  les 
parties  AT,  BR  font  égales  par  la  définition  des  paralelles. 

5p.  Définition.  Si  une  lignedroite  RS  ( Fig.  37.  ) coupe  deux 
paralelles  BM,  AC,  i®.  Les  angles  BHE , CEH  qu’elle  fait  en  de- 
dans des  paralelles,  l’unBHE  en  haut  & à gauche,  & l’autre  CEH 
en  bas  & à droite  , fe  nomment  angles  alternes  ; ainfi  les  angles 
AIHE,  AEH  font  aulTi  alternes,  a°.  Les  angles  MHR  , CER> 
que  la  droite  RS  fait  du  même  côté  avec  les  paralelles,  fe  nom- 
ment angles  du  même  coté',  les  angles  AIHS , CES  font  donc  aufli 
angles  du  même  coté , de  même  que  les  angles«6HR , AER  & les 
angles  BHS , AES.  3°.  Les  angles  MHE  , CEH , que  RS  fait  en 
dedans  des  paralelles  du  même  côté , fe  nomment  aw^/ei  internes 
oppofésy  ainfi  les  angles  AEH,  BHE  font  aufti  internes  oppofes. 

70.  Proposition  VIII.  Si  une  droite  RS  (Fig.  38.)  coupe  deux 
paralelles  BM,  AC , /«  angles  alternes  BHE  ',  CEH  font  égaux. 

Du  point  E j’abaifTe  (ur  BM  la  perpendiculaire  EV , & du 
point  H fur  AC  la  perpendiculaire  HT  ; les  angles  droits  EVH, 
HTE  font  égaux,  & a caufe  que  les  perpendiculaires  EV  , HT 
font  égales.  {N.  67.)  & que  les  parties  VH , ET  des  paralelles 
comprifes  entre  ces  perpendiculaires  font  aufti  égales  {N.  58.) 
les  deux  angles  égaux  EvH  , HTE  ont  les  côtés  égaux  chacun 
à chacun;  or,  la  droite  HE  paffe  par  les  extrémités  de  ces  côtés; 
donc  l’angle  ÈHV  que  cette  droite  fait  avec  le  côté  EH  du  pre- 
mier angle  EVH  eft  égal  à l’angle  HET  qu’elle  fait  avec  le  côté 
E.T  du  fécond  angle  HTE;  (A’.  47.)  mais  les  angles  EHV, 
HET  font  les  mêmes  que  les  angles  alternes  BHE , CEH;  donc 
les  angles  alternes  font  égaux. 

71.  CoROLiAiRE  I".  Les  angles  du  même  coté  HET 

Jbnt  égaux  i l’angle  BHE  cfl  égal  à l’angle  RHM  qui  lui  eft  op- 
pofé  au  fommct , ( N.  ^p.)  & le  même  angle  BHE  eft  égal  à 
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fon  alterne  HET  > (A^.  70.)  donc  les  angles  RHM,  HET  font 

égaux. 

72.  Corollaire  II.  Les  ûngles  internes  oppo/es  M.HE,  CEH 
valent  enfemble  deux  droits  ; l’angle  RHM  & fon  angle  de  fuite 
MHE  valent  enfemble  deux  droits  : (N.  45.)  or,PangleCEH 
ell  égal  à l’angle  RHM;  {N.  71.)  donc  l’angle  CEH  6c  l’angle 
MHE  valent  aufli  enfemble  deux  droits. 

73.  Corollaire  III.  L’inverfe  de  cette  Propofition  6c  de  fcs 
Corollaires  ell  aufli  véritable , c’eft-à-dire  fi  une  ligne  droite  RS 
qui  coupe  deux  autres  lignes  droites  BM , AC , fait  les  angles  alter- 
nes égaux  ou  les  angles  du  mime  côté  égaux  , ou  les  angles  intentes 
oppops,  égaux  enfemble  à deux  droits,  les  lignes  BM , AC  font  pa-< 
ralelles.  Car  fi  l’on  veut  que  BM  nefoit  pas  paralelle  à AC,  con- 
cevons que  par  le  point  H on  mene  une  paralelle  à la  droite 
AC , la  ligne  RS  qui  coupera  les  deux  paralelles  fera  donc  avec 
elles  les  angles  alternes  égaux  , 6cc.  6c  par  conféquent  l’angle 
que  la  paralelle  menée  du  point  H fera  avec  la  ligne  RS  du  côté 
de  S,  lera  égal  à l’angle  TEH  ; mais  l’angle  que  la  ligne  BH  fait 
avec  RS  du  côté  de  S,  eft  aulTi  égal  à l’angle  TEH;  donç  la  ligne 
BH  fera  néccffaireiaent  la  même  que  la  paralelle  menée  du  point 
H , 6c  pat  conféquent  les  droites  BH  ou  BM  6c  AC  font  para- 
lelle. 

74.  Corollaire  IV.  Si  deux  lignes  droitesUE,  SR  (Fig.  3 p.  40.) 
font  également  inclinées  fur  F une  des  paralelles  AC , elles  font  aujfi 
également  inclinés  fur  F autre  BM. 

Les  deux  lignes  HE , SR  peuvent  être  également  inclinées 
fur  AC  ou  d’un  même  côté  ou  d’un  fens  différent  ,j  fi  elles  font 
également  inclinées  d’un  même  côté , ( Fig.  3p.  ) les  angles 
HEC,  SRC  font  donc  égaux,*  (M  71.  ) ôc  partant  les  angles 
EHB,  RSB  qui  font  égaux  a leurs  alternes  HEC,  SRC,  font  aulfi 
égaux , 6c  les  droites  HE , SR  font  également  inclinées  fur  BM  ; 
6c  fi  les  droites  HE,  SR  font  également  inclinées  fur  AC  d’un 
fens  différent  (Fig.  40.)  les  angles  HER , SRE  feront  donc 
égaux  , 6c  partant  leurs  alternes  EHB  , RSM  le  feront  aulfi , 6c 
les  deux  droites  HE,  RS  feront  également  inclinées  fur  BM  dans 
an  fens  différent. 

7 J.  Proposition.  IX.  Les  droites  EH,  RS  (Fig.  5p.)  égale- 
ment inclinées  dun  même  cité  entre  deux  paralelles  AC , BM  font 
paralelles  enn  elles  û"  égales. 

La  ligne  AC  qui  coupe  les  droites  EH,  RS  fait  les  angles 
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HEC,  SRC  du  même  côté  égaux , à caufe  que  les  lignes  font 
également  inclinées  du  même  côté  ; donc  EH , RS  font  parar 
lelles(A^.  7j.)  ce  qu’il  falloit , 1°.  démontrer.  - 

Des  points  H,  S,  j’abailTe  fur  AC  les  perpendiculaires  HT, 
SV  ; ainfi  les  angles  BHT , BSV  font  droits  ( N.  68.)  & égaux  ; 
c’ed  pourquoi  retranchant  de  ces  angles , les  angles  égaux  BHE  , 
BSR  ( N.  74.  ) les  angles  rcilans  FlIT , RSV  font  égaux  j or  , 
les  angles  droits  HTE , SV  R font  égaux;  mettant  donc  la  fîgure 
R VS  fur  la  figure  ETH,  en  forte  que  la  perpendiculaire  SV  tombe 
fur  fon  égale  HT,  l’angle  droit  R VS  tombera  fur  fon  égal  ETH, 
fit  l’angle  RSV  fur  fon  égal  EHT  ; donc  les  deux  lignes  SR , RV 
tomberont  fur  les  deux  HE , ET  & leur  feront  égales  chacune  à 
chacune  ; donc  les  inclinées  EH , SR  font  égales , ce  qu’il  falloit 
a®,  démontrer. 

Et  cette  fécondé  partie  de  la  Propofition  eft  encore  vraye  J 
quand  les  également  inclinées  entre  les  paralelles  font  inclinées 
dans  un  fens  différent  {Fig.  40.  ) ce  qu’on  démontrera  de  la  même 
&ÇOH. 

7<J.  Corollaire  I“.  Les  parties  SH , ER  ( Fig.  ? p-  ) det 
paralelles  comprifes  entre  les  également  inclinées  dun  même  coté, 
font  égales.  Nous  venons  de  voir  que  les  droites  ET,  RV  font 
égales.  Ajoutant  donc  à chacune  de  ces  lignes  droites  TR,  nous 
aurions  ER  = TV;  mais  à caufe  des  perpendiculaires  HT,  SV, 
nous  avons  TV =HS;  donc  HS  = ER. 

77.  CorollaIRb  II.  Si  deux  lignes  HE,  SR  (Fig.  jp.)  font 
paralelles  entre  deux  paralelles  BM , AC  elles  fint  également  iruH^, 
nées  entre  ces  paralelles , & égales. 

Les  deux  lignes  HE,  SR  étant  paralelles  entr’elles  , la  ligne 
droite  AC  qui  les  coupe  fait  les  angles  HEC  , SRC  du  même 
côté  égaux;  ( A^. 71.  ) donc  ces  lignes  font  égalemem  inclinée» 
du  même  côté,  & puifqu’elles  font  également  inclinées  , elles 
font  égales  ( V.  yy.) 

78.  Proposition  X.  Si  deux  points  H,  S,  (Fig.  îp.)  d'une 
droite  BM  , prolongée  , Jifonveut , à P infini , font  également  éloignés 
d'une  drotte  AC  f auffi  prolongée  à C infini , tfui  efid'un  même  coté  par 
rapport  à ces  points  ; la  droite  BM  efl  paraielle  à AC  , & cette  droite 
"RiApaJfe  par  tous  les  points  qui  font  autant  éloignés  de  AC  du  meme 
cdté  que  les  points  H , S. 

Polfque  les  points  H,  S font  à égale  diftance  de  AC  , les 
perpendiculaires  HT  , menées  de  ces  points  fur  AC, font  égalesï 
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(N.  y y.)  concevons  donc  que  la  perpendiculaire  HT,  fe  meuve 
de  façon  que  fon  extrémité  T|parcoure  tous  les  points  de  la  droite 
AC  , & que  pendant  ce  mouvement  la  droite  HT  foit  toujours 
perpendiculaire  fur  AC,  il  cft  clair  que  lorfquele  point  T tom- 
bera fur  le  point  V , la  perpendiculaire  HT  tombera  fur  la  per- 
pendiculaire SV  qui  lui  eft  égale , car  autrement  d’un  même 
point  V on  pourroit  élever  deux  perpendiculaires  fur  AC;  ce  qui 
eft  impoffible  ; { A^.  y i . ) or , pendant  ce  mouvement , l’autre  ex- 
trémité H de  la  perpendiculaire  HT  décrira  une  ligne  HS  qui 
fera  droite,  (N.  66.)  ôc  cette  droite  prolongée  à l’infini,  fera 
paralelle  à AC  ; (Ai  6"j.)  donc  la  droite  BM  qui  pafle  par  les 
deux  points  H , S de  la  droite  HS , & qui  par  conféquent  n’eft 
pas  dififérente  de  la  droite  HS  prolongée  à l’infini,  {N.  34.)  eft 
aufli  paralelle  à AC;  ce  qu’il  falloir , 1°.  démontrer. 

Maintenant  puifque  BM  efl  paralelle  à AC,  il  ell  clair  que  tous 
fes  points  font  autant  éloignés  de  AC  que  les  points  H,  S;  mais 
n l’on  veut  que  malgré  cela  il  fe  trouve  du  meme  côté  quelque 
point  tel  que  P,  qui  foit  autant  éloigné  de  AC  que  les  points  H , 
S,  & qui  cependant  ne  foit  pas  fur  BM  ; je  mene  du  poinr  H au 
point  P,  la  droite  HP  , laquelle  fera  paralelle  à AC  à caufe 
de  fes  deux  points  H , P également  éloignés  de  AC , & partant 
d’un  même  point  H,  on  pourra  mener  deux  paralelles  HP,  HM 
à une  même  droite  AC  ; ce  qui  eft  impqlTible  ( A.  58.). 

7p.  Problème.  D’un  point  donné  H.  {Fig.  3p.)  pris  hors  dt  une 
'droite  AC  & qui  neft  pas  dans  Jon  prolongement , mener  une  paralelle 
à la  droite  AC. 

Du  point  H j’abailTe  une  perpendiculaire  HT  fur  AC  ; d’un 
autre  point  V pris  fur  AC  , j’éléve  fur  AC  une  perpendiculaire 
ySqueje  fais  égale  à HT,  la  ligne  droite  HS  menée  par  les 
extrémités  H,  S des  perpendiculaires , eftla  paralelle  demandée; 
car  les  deux  points  H , S par  lefquels  elle  palTe , font  également 
éloignés  de  la  droite  AC  ; ce  qui  la  rend  paralelle  (A.  78.) 

Ou  bien  du  point  donné  H , (F/>.  41.)  je  mene  fur  AC  une 
oblique  HR , & faifant  en  H un  angle  RHP  égal  à l’angle  HRA, 
le  côté  HP  de  l’angle  RHP  eft  la  paralelle  demandée  à caufe  des 
angfes’alternes  égaux  RHP , HRA. 

80.  Remarque.  On  ajoute  ordinairement  à la  définition  des 
paralelles  quelles  ne  fe  rencontreront  jamais  quand  même  on  les  pro- 
longeroit  â l’infini  ; mais  il  m’a  paru  qu’il  fumfoit  de  dire  qu’elles 
étoient  toujours  â égale  défiance  3 car  U eft  vilible  que  fi  elles  font 

toujours 
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toujours  à égaie  diilance , elles  ne  peuvent  jamais  fe  rencontrer. 

8 1.  Proposition  XI.  Si  une  droite¥(^{¥ig.^2.^^.)  eft  paraUiU 
à tune  des  deux  paralelles  BM>  AC , elle  eft  aujjiparatelle  à f autre. 

II  peut  fe  faire  que  la  droite  PQ  paralelle  à BM  foit  entre  les 
paralelles  BM , AC  ( Fig.  42.  ) ou  au-delà  de  AC  ( Fig.  43.  ) ou  au- 
delà  de  BM  ( Fig.  44.  ). 

Si  PQ  palTe  entre  les  paralelles  BM , AC , je  mene  entre  ces 
paralelles  la  perpendiculaire  HT  qui  coupe  PQ  en  £,  ôc  à caufe 
que  PQ  & BM  font  paralelles  par  fuppoGtion  > la  droite  H£  per- 

{lendiculaire  fur  BM  eft  auflî  perpendiculaire  fur  PQ  ; (N.  68.)  or, 
e prolongement  ET  de  la  droite  HB  eft  encore  perpendiculaire 
fur  PQ  {N.  ; i.)  fie  ce  même  prolongement  ET  eft  aufti perpen- 
diculaire fur  AC , puifque  la  ligne  HET  eft  perpendiculaire  fur 
AC  ; donc  les  droites  PQ,  AC  font  paralelles  (N.  68.). 

Si  PQ  paralelle  à BM  eft  au-delà  de  AC , je  mene  entre  ces 
deux  lignes  la  perpendiculaire  HE , fie  la  partie  HT  de  cette  per- 
pendiculaire, fera  perpendiculaire  fur  AC , à caufe  que  BM , AC 
font  paralelles  :(A^.  ji.)  or,  le  prolongement  TE  de  HT  eft 
encore  perpendiculaire  fur  AC  , {N.  ft.)  fie  le  même  prolon- 
gement eft  perpendiculaire  fur  PQ , puifque  la  ligne  entière  HE 
eft  perpendiculaire  fur  PQ  ; donc  les  lignes  AC , PQ  font  pa- 
ralelles , ( IV.  68.)  enfin  ft  PQ  paralelle  a BM  eft  au-delà  de  BM 
( 44')  je  mene  entre  ces  deux  lignes  la  perpendiculaire  HE, 

fie  par  conléquent  le  prolongement  HT  de  cette  perpendiculaire 
étant  encore  peroenoiculaire  fur  BM  (IV.  ; 1.)  fera  aufti  perpen- 
diculaire fur  AC  paralelle  à BM  (IV.  68.  ) donc  la  ligne  droite 
EHT  fera  perpendiculaire  fur  PQ  fie  AC , fie  ces  deux  droites 
feront  paralelles  (N.  68.). 

82.  Corollaire.  Donc  fi  deux  droites  BM , AC  font  paralel- 
les  à une  troifiéme  PQ,  elles  font  paralelles  entr  elles.  Car,  1°.  Si  la 
droite  PQ  eft  entre  les  deux  BM , AC , (Fig.  42.)  je  prens  fur 
PQ  un  point  E , duquel  j’éleve  de  part  fie  d’autre  des  perpendi- 
culaires fur  PQ  qui  aillent  couper  les  droites  BM,  AC;  ainft, 
à caufe  quê  BM  fie  PQ  font  paralelles , la  perpendiculaire  EH 
fera  aufti  perpendiculaire  fur  BM  (N.  68.  ) fie  à caufe  que  AC 
fie  PQ  font  aufti  paralelles , la  perpendiculaire  ET  fera  aufti  per- 
pendiculaire fur  AC  : (N.  68.)  or,  les  deux  perpendiculaires 
EH , ET  fur  PQ  ne  font  qu’une  même  ligne  droite  HE  ; (N.  y i <) 
donc,  à caufe  que  cette  droite  HE  eft  perpendiculaire  fur  les 
deux  BM,  AC,  ces  deux  lignes  font  paralelles , (N.  68.)  2°. 
Tome  I»  F f 
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Si  la  droite  PQ  eft  au-delà  des  deux  BM,  AC  : par  exemple  • 
au-delà  de  AC , ( Fir.  4J.)  je  mene  entre  PQ  6c  la  paralcUe  BM 
la  perpendiculaire  EH , & à caufe  que  AC  e(l  aulli  pacalelie  à 
PQ,  la  partie  ET  de  la  perpendiculaire  EH  fera  aulli  perpen- 
diculaire fur  AC;  {N.  68.)  donc  le  prolongement  TH  de  la 

f»artie  ET  tâtant  encore  perpendiculaire  fur  AC  de  même  qu’il 
’eft  fur  BM , les  droites  BM  6c  AC  feront  paralelles , (N.  68.) 
6c  on  démontreroit  la  même  chofe  fi  PQ  êtoit  au-delà  de  BM. 

8 J.  Proposition  XII.  Si  d’un  point  quelconque 
pri'  hors  d'une  droite  BM  prolongée  meme  à [infini,  on  mene  une per^ 
pendiculaire  fur  cette  droite,  & plufieurs  inclinées , AB,  AD , AH, 
6c  c.  la  perpendiculaire  fera  toujours  du  côté  des  moindres  yfngles  que 
les  obliques  font  avec  la  droite  BM , & Us  obliques  Us  plus  longues 
feront  les  plu»  inclinées. 

Du  point  H où  l’oblique  AH  coupe  la  droite  BM,  j’éleve  la 
perpendiculaire  HL  laquelle  lailTera  le  point  A fur  là  gauche  oa 
fur  fa  droite  ; car  fi  elle  pafibit  par  A , elle  auroit  les  deux  points 
H,  A communs  avec  la  droite  AH,  6c  pat  conféquent  elle 
feroit  la  même  que  l’oblique  AH  ( A^.  34.)  ôc  ne  feroit  pas  per- 
pendiculaire fur  BM;  fuppofons  donc  que  le  point  A foit  à gau- 
che de  HL , les  angles  LHB , LHM  que  la  perpendiculaire 
fait  fur  BM  font  droits,  {N.  ji.)  pat  conféquent  ils  valent  en- 
femble  deux  droits , de  même  que  les  angles  de  fuite  AHB , 
AHM  que  l’oblique  AH  fait  avec  la  même  droite  BM  : {N.  4p.) 
or,  à caufe  que  le  côté  AH  de  l’angle  AHB  efl  à gauche  de  la 
perpendiculaire  , l’angle  AHB  efi  moindre  que  l’angle  droit 
LHB;  donc  l'autre  angle  AHM. eft  plus  grand  que  l’autre  angle 
droit  LHM;  ainfi  l’angle  AHB  eft  le  plus  petit  des  deux  angles 
que  l’inclinée  AH  fait  fur  BM  ; maintenant  fi  la  perpendiculaire 
abaifiée  du  point  A fur  BM  coupoit  cette  droite  du  côté  du 
plus  grand  angle  AHM,  il  faudroit  quelle  coupât  auparavant  la 
perpendiculaire  HL  en  quelque  point  S , 6c  partant,  il  s’enfui- 
vroit  que  d’un  même  point  S pris  hors  d’une  droite  BM  , on 
pourroit  mener  deux  perpendiculaires  SH,  SM  ; ce*qui  eft  im- 
poftibie  ; (N.  ^2.)  donc  il  faut  que  la  perpendiculaire  menée 
du  point  A coupe  BM  en  quelque  point  E du  côté  du  moindre 
angle  AHB  que  l’oblique  AH  fait  avec  BM,  6c  ainfi  des  autres  ; 
ce  qu’il  falloir  t®.  démontrer. 

Soient  les  deux  obliques  AB,  AD  du  même  côté  de  la  perpendi- 
culaire AB  j du  point  fi  où  la  plus  éloignée  coupe  la  ligne  BM , je 
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mene  une  droite  BR  paralelle  à l’autre  oblique  AD  ; ainlî  à caufe 
que  BM  coupe  les  paralelles  BR , DA , les  angles  du  même  côté 
RBM , ADM  font  égaux;  (M  71.)  or,  à caufe  que  l’oblique 
BA  coupe  ces  deux  paralelles  , l’angle  ABM  eft  moindre  que 
l’angle  RBM  ; donc  ileft  auffi  plus  petit  que  l’angle  ADM , ôc  par- 
tant l’oblique  A B plus  longue  que  l’oblique  AD,  eft  auBiplus 
inclinée  fur  BM  que  AD. 

Si  l’oblique  la  plus  longue  AB  eft  du  côté  de  B par  rapport  à la 
peroendiculaire  AE  , & que  l’autre  oblique  plus  courte  AH  foit^ 
de  fautre  côté , ;e]prends  de  ce  même  côté  une  oblique  AM  égale 
à l’oblique  AB  ; ainfi  les  diftances  £B , EM  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire AE  aux  points  B , M des  obliques  font  égales^ 
(M  J4..  ) & les  angles  égaux  AEB , AEM  ont  les  côtés  AE 
ËB  égaux  chacun  a chacun  aux  côtés  AE,  EM  : donc  l’angle 
ABM  fait  avec  le  côté  BE  parla  ligne  AB  qui  joint  les  extré- 
mités des  côtés  du  premier  angle  AEB,  eft  égal  à l’angle  AME 
fait  avec  le  côté  MÈ  par  la  ligne  AM  qui  joint  les  extrémités  des 
côtés  du  fécond  angle  AEM  : {N.  47.  ) or , à caufe  que  l’obli- 
que AM  eft  plus  grande  que  l’oblique  AH  qui  eft  du  même  côté» 
elle  eft  aulli  plas  inclinée  fur  BM  que  AH,  comme  nous  venons 
de  le  prouver  ; donc  l’oblique  AB  qui  eft  autant  inclinée  que 
l’oblique  AM , eft  aufli  plus  inclinée  que  AH  qui  eft  plus  courte 
qu’elle , ce  qu’il  falloir , 2°.  démontrer. 

84.  Corollaire.  Donc  Us  obliques  èg<ües*font  également  in- 
clinées fur  BM,  & font  avec  elles  des  angles  égaux  ,*  ce  qu’on  dé- 
montrera , comme  nous  avons  fait  à l’égard  des  obliques  égales 
AB,  AM.  . . . 

8y.  Remarque.  On  a toujours  reproché  à Euclide  d’avoir  pris 
pour  axiome  que  deux  lignes  qui  ne  font  pas  pcaaUlks , étant  prolon- 
gées départ  ir  Vautre  doivent  fe  couper , 8c  la  raifon  en  eft,  a-t-on 
dit,  parce  qu’il  y a dans  la  Géométrie  des  lignes  qui  s’approchent 
déplus  en  plus,  fie  qui  cependmt  ne  fe  coupent  jamais,  fie  que 
d’ailleurs  Euclide  pouvoir  démontrer  cet  axiome  : or , fi  ce 
reproche  étoit  légitime  , on  poutroit  le  faire  auffi  à quiconque 
avanceroit  fans  preuve  que  deux  lignes  droites  qui  fe  coupent,  s’éloi- 
gnent de  plus  en  plus  entr  elles , à mefure  quelles  s’éloignent  du  point  oà 
elles  fe  coupent  & qui  deux  lignes  qui  font  plus  proches  d’un  coté  que  d’un 
autre , s’éloignent  de  plus  en  plus , en  allant  de  la  moindre  dtftance  à la 
plus  grande,  & Rapprochent  de  plus  en  plus,  en  allant  de  la  plus  gran- 
de dijiance  à la  moindre.  Car  ces  deux  propofitions  peuveiu  fe 
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démontrer;  & d’ailleurs  il  y a dans  la  Géométrie  des  lignes  qui 

n’ont  pas  ces  propriétés;  afin  donc  qu’on  ne  m’accufe  pas  d’ufet 

de  fuppofitions,  6c  pour  faire  voir  qu’on  peut  fort  bien  prouver 

ce  qu’on  avance,  fans  avoir  recours  à la  méthode,  fans  ordre , 

dont  Euclide  s'efi  fervi  i voici  comment  je  démontre  ces  trois 

propofitiens. 

85.  Proposition.  XIII.  Si  deux  lignes  droites  fe  coupent,  elles 
f éloignent  entr' elles  de  plus  en  plus , à me/ure  quelles  s’éloignent  du 
point  où  elles  fe  coupent. 

Les  deux  droites  AB , AC  ( Tig.  45.  ) fe  coupent  en  A ; fi  l’on 
veut  que  ces  droites  ne  s’éloignent  pas  de  plus  en  plus,  à mefure 
qu’elles  s’éloignent  du  point  A,  il  faudra  donc  qu’il  Ce  trouve  fur 
AB  des  points  tels  que  D ôc  E qui  foient  également  éloignés  de 
la  droite  AC,  ou  dont  le  plus  éloigné  E du  point  A fe  trouve 
plus  proche  de  la  droite  AC  que  le  moins  éloigné  D. 

Si  l’on  veut  donc  que  les  points  D , E foient  à égaie  difiance 
de  AC,  la  droite  DE  qui  pafiera  par  ces  deux  points  fera  para- 
Icile  à AC , (M  78.)  or,  cette  droite  DE  efi  partie  de  la  droite 
AB  qui  coupe  AC  ; donc  il  s’enfuivroit  qu’une  droite  AB  au- 
roit  une  partie  DE  paralelie  à une  droite  AC,  6c  yne  autre  par-, 
tie  DA  qui  couperoit  cette  même  droite  ; ce  qui  efi  impofiitle, 
puifque  deux  paralelles  prolongées  à l’infini,  font  toujours  à égale 
diflance. 

Si  l’on  veut  qut  le  point  E de  la  droite  AB  , lequel  eft  plus 
éloigné  du  point  A que  le  point  D foit  cependant  plus  proche  de 
la  droite  AC  que  le  point  D , je  mene  du  point  D une  droite 
DM  paralelie  à AC , 6c  par  conféquent  tous  les  points  de  cette 
paralelie  feront  autant  difians  de  la  droite  AC  que  le  point  D ; 6c 
comme  on  fuppofe  que  le  point  E eft  plus  proche  de  AC  que 
le  point  D , il  faudroit  ftécelfairement  que  le  point  £ fut  entre 
les  paralelles  DM,  AC  comme  en  P;  oc  la  droite  AB  coupe  la 
paralelie  DM  en  D,6t  par  çonféfuent cette  droite  éramjpatvenuë 
en  D,  paflTe  au  delàde  la  paialelleiden^. afin  quelle  paflupar  P, 
il  faudroit  qu’elle  coupât  la  par^lie  DM  en  un  autre  point;  mais 
une  droite  ne  peut  pas  couper  un  autre  droite  en  deux  points  ; 
(Al.  jf.}  donc  il  n’eft  pas  poftible  que  le  point  E foit  plus  proche 
de  AC  que  le  point  D ; ainfi  il  faut  néceftairemenc  que  tous  les 
points  de  AB  s’éloignent  de  plus  en  plus  de  AC , à mefure  qu’ils 
s’éloignent  du  point  A. 

87.  Proposition  XIV.  Si  deuxdroites  AB,  CD  C^ig.  47.) 
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, TU  font  pas  partout  à égale  diftance , ces  droites  prolongées  à t infini  , 
^éloignent  de  plus  en  plus,  en  allant  de  la  petite  difiance  vers  lagran~ 
de , cy  s’approchent  de  plus  en  plus  en  allant  du  fins  contraire. 

Le  point  A de  la  ligne  AB  eft  plus  proche  de  la  ligne  CD  que 
l’autre  point  B ; je  mene  du  point  A la  droite  AM  paralelle  à 
CD , fie  dont  par  conféquent  tous  les  points  font  autant  éloignés 
de  CD  que  le  point  A : aind  le  point  B de  la  ligne  AB,  étant 
plus  éloigné  de  CD  que  le  point  A,  la  ligne  AB  ed  en  deçà 
de  la  ligne  AM  par  rapport  à CD.  Or,  AB  coupe  la  ligne 
AM;  donc  par  la  propofition  précédente,  tous  Tes  points  en  allant 
de  A en  B fie  au-delà  de  B,  s’éloignent  de  plus  en  plus  de  CD, 
paralelle  à AM. 

* Malmenant,  fi  je  prolonge  BA  au-delà  du  point  A en  S , fie 
AM  auflTi  au-delà  de  A en  R , le  prolongement  AS  , de  BA 
paHera  de  l’autre  côté  de  la  paralelle  MR  qu’elle  coupe,  fit  par 
conféquent  le  prolongement  fera  entte  les  deux  paralelles  RM  , 
CD  , fie  comme  AS  s’éloignera  de  plus  en  plus  de  AR , à me- 
fure  qu’elle  s’éloignera  du  point  A par  la  propofition  précédente, 
il  s’enfuit  que  AS  s’approchera  de  plus  en  plus  de  CD  prolongée  ; 
donc , ficc. 

88.  Proposition  XV.  Si  deux  droites  AB,  CD  (Fig.  48.) 
ne  font  pas  partout  à égale  diftance,  ces  deux  droites  prolongées  du 
eSté  de  leurs  moindres  di fiances  doivent  fe  couper. 

Des  points  A , B de  la  droite  A B , j’abaiflé  fur  la  droite  CD 
prolongée,  s’il  le  faut,  les  perpendiculaires  AR  > BD  , fie  trou- 
vant que  AR  e(i  plus  courte  que  BD  , je  vois  que  le  point  A de  la 
ligne  AB  cft  plus  proche  de  CD  que  l’autre  point  B.  Du  point 
le  plus  proche  A,  j’abailTe  fur  BD  la  perpendiculaire  AM  ; ainlt 
la  ligne  BD  étant  perpendiculaire  fur  les  deux  AM,  CD,  ces 
deux  lignes  font  paralelles,  (N.  68.)  fit  par  conféquent  le  point 
M de  la  ligne  AM  étant  à même  diftance  de  la  ligne  CD  que  le 
point  A , doit  être  moins  éloigné  de  CD  que  le  point  B de  la 
droite  AB;  c’eft  à-dire  que  la  perpendiculaire  AM  coupe  fur  BD 
une  partie  BM.  Je  porte  la  partie  BM  fur  BD  piufieurs  fois  jùfqu’à 
ce  que  je  paftfe  au-delà  du  point  D ; par  exemple,  ici  de  M en  N 
fit  de  N en  P qui  eft  au  delà  de  D;  ce  que  je  puis  toujours  faire, 
àcaufe  que  la  ligne  BD  n’étant  pas  infinie,  puifqu’elle  pourroit  en- 
core être  prolongée  au-delà  des  points  B fit  D , ne  fauroir  conte- 
nir fa  partie  BM  une  infinité  de  fois  i des  points  de  divifion  N,  P, 
j’dléve  des  perpendiculaires  indéfinies  NS,  PV  fur  BP , lefqu^es 
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feront  paralelles  aux  droites  AM , CD , à caufe  que  BD  eft  per*t 
pendiculaire  fur  toutes  ces  lignes , (M  d8.)  cela  pofé. 

Les  droites  ARL  , BDP  étant  perpendiculaires  fur  DC  font 
paralelles  entr’elles  (M  58.  ) & perpendiculaires  fur  les  droites 
AM , NS , PV  paralelles  à CD  ; ( N.  58.  ) ainfi  leurs  parties 
AQ,  MN  comprifes  entre  les  paralelles  AM  , NS  font  égales , 
{N.  77.)  6c  comme  MN  eft  égal  à BM  par  la  conftruâion  , 
AQ  eft  aufïï  égal  à BM  ; prenant  donc  fur  NS  la  partie  QS 
égale  à MA,  les  angles  BMA,  AQS  font  égaux  6c  ont  les  côtés 
égaux  chacun  à chacun  ; c’eft  pourquoi  menant  la  ligne  SA  qui 
joint  les  extrémités  des  côtés  de  l’angle  AQS , cette  ligne  fera 
avec  le  côté  AQ  de  cet  angle  AQS  un  angle  SAQ  égal  à l’an- 
gle , ABM  fait  avec  le  côté  BM  de  l’autre  angle  BMA  par  ta 
droite  AB;  {N.  47.)  or,  la  ligne  BA  étant  entre  les  deux  pa- 
ralelles BD , AR , cette  ligne  prolongée  du  côté  de  A feroit  en 
A avec  la  paralelle  AQ  un  angle  égal  à l’angle  du  même  côté 
ABM , {N.  7 1 .)  6c  par  conféquent  égal  à l’angle  SAQ  ; donc  le 
prolongement  de  BA  ne  peut  pas  être  différent  de  la  ligne  AS  , 
6c  la  ligne  BA  prolongée  doit  couper  la  droite  SN. 

Je  mene  du  point  S la  droite  ST  perpendiculaire  fur  CD  pro- 
longée, 6c  cette  droite  ST  étant  prolongée  en  X,  eft  auffi  perpcn* 
diculaire  fur  PV  paralelle  à DT  ; (A?  58.)  de  plus,  la  même 
droite  ST  fera  paralelle  à BP  qui  eft  auffi  perpendiculaire  fur 
DT  ; (N.  58.  ) ainfi  les  droites  SX  , NP  perpendiculaires  entre 
les  paralelles  SN,  TD  font  égales,  (JV.  57.)  6c  à caufe  de 
NP=BM  nous  aurons  SX=BMj  prenant  donc  fur  P V la 
partie  XV  égale  à AM,  6c  menant  la  droite  VS  , les  angles 
BMA  SXV  font  égaux,  6c  ont  les  côtés  égaux  chacun  à cha- 
cun ; c’eft  poutquoi  je  prouverai  comme  ci-deffus , que  l’angle 
ABM  eft  égal  à l’angle  VSX  ; mais  fi  la  droite  B A déjà  prolon- 
gée en  S,  étoit  encore  prolongée  au-delà  de  S,  elle  feroit  en  S 
avec  la  droite  SX  paralelle  à BP  un  angle  égal  à l’angle  ABP , 
(A^.  71.)  6c  par  conféquent  égal  à l’angle  VSX;  donc  le  fécond 
prolongement  SV  de  la  droite  AB  ne  doit  pas  être  différent  de  la 
droite  SV , 6c  partant  AB  prolongée  en  S puis  au-delà  de  S doit 
couper  la  droite  PV;  donc,  à plus  forte  raifon,  la  droite  AB 
prolongée  coupera  en  quelque  point  E la  droite  CD  prolongée , 
puifque  celle-ci  étant  toujours  entre  fes  deux  paralelles  SN,  PV, 
la  droite  AB  ne  peut  couper  SN  6c  PV  fans  couper  DE. 
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CHAPITRE  III. 

Des  Triangles  <b‘  des  Figures  de  plujieurs  côtés  conftdérés  par 
rapport  à leur  côtés  & à leurs  Angles. 

Sp.  T\  EFisiTioss.  Tout  efpace  plan  renfermé  par  plufieurs  li- 
gnes,  fe  nomme  Figure,  files  lignes  qui  renferment  cet 
efpace  font  droites , la  figure  fe  nomme  Figure  reâilignei  fi  ces  li- 
gnes font  courbes,  la  figure  eft  dite  curviligne , & files  unes  font 
droites  & les  autres  courbes , la  figure  fe  nomme  mixtiiigne.  Nous 
ne  parlerons  ici  que  des  reéUlignes. 

5>o,  La  plus  fimple  déroutes  les  figures  reâilignes,  eft  celle 
qui  eft  comprife  fous  trois  lignes  droites  ôc  qu’on  nomme  Trian- 
gle; car  il  eft  clair  qu’il  faut  au  moins  trois  lignes  droites  pour 
renfermer  un  efpace. 

P I . Le  triangle  confidéré  par  rapport  à fes  côtés  eft  Equi- 
latéral lorfque  fes  trois  côtés  font  égaux;  Ifocele  lorfqu’il  n’y 
en  a que  deux  égaux  , & Scalem  lorfque  fes  trois  côtes  font  iné- 
gaux. 

5>2.  Le  triangle  confidéré  par  rapport  à fes  angles , fe  nomme 
lorfque  l’un  de  fes  angles  eft  droit,  /ImbligoneoM  Obtus- 
ang/f  lorfqu’il  y a un  angle  obtus  ; Oxigone  ou  Acutangle , lorfque 
fes  trois  angles  font  aigus. 

P J.  La  bafe  d’un  triangle  eft  le  côté  fur  lequel  on  conçoit 
qu’il  s’appuye , & il  eft  indifférent  de  prendre  pour  bafe  lequel 
on  voudra  de  fes  côtés  ; mais  ordinairement  dans  le  triangle  rec- 
tangle , on  prend  pour  bafe  le  côté  oppofé  à l’angle  droit , 6c 
cette  bafe  fe  nomme  Hypothénufe , 6c  dans  un  triangle  ifocele  , 
on  prend  pour  bafe  le  côté  qui  eft  inégal  aux  autres. 

P4.  La  hauteur  d’un  triangle  ABC  {Fig.  4p.  yo.)  eft  la  per- 
pendiculaire BD  abaiffee  fur  la  bafe  AC  de  l’angle  oppofé  B , 
qu’on  nomme  alors  le  fommet  du  triangle  , 6c  il  n’importe  pas 
que  cette  perpendiculaire  tombe  fur  la  bafe  en  dedans  du  trian- 
gle, ( Fig.  4p.)  ou  fur  la  bafe  prolongée  en  dehors  ; ( Fig.  yo.  ) 
car,  par  le  mot  de  hauteur,  on  entend  la  diftance  du  fommet  a 
la  bafe  , laquelle  doit  fe  mefurer  par  le  chemin  le  plus  court , 
c’eft-à-dire  parla  perpendiculaire. 

Lorfqu’on  prolonge  l’un  des  côtés  AC  {Fig.  50.)  d’un 
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triangle  ) l’angle  BCD  fait  par  fon  prolongement  CD , avec  fon 
côté  voifin  BC , fe  nomme  Ægle  externe , ôc  les  trois  angles  du 
triangle  fe  nomment  Angles  internes. 

•py.  Proposition  XVI.  Dans  tout  triangle  ABC  (Fig.  49. ) 
deux  cStés  quelconque  pris  enfemble  ,/ont  plus  grands  que  le  troifiéme. 

Le  côte  AB  eft  droit  entre  fes  extrémités  A , B , donc  il  eft  plus 
court  que  les  deux  autres  BC , AC , qui  pris  enfemble  fe  termi- 
nent aux  mêmes  extrémités , & ainfi  des  autres. 

ç6.  PROBLEME.  Avec  trois  lignes  droites  données  conjlruire  un 
triangle. 

Si  les  trois  lignes  données  ne  font  pas  telles  qu’en  les  prenant 
deux  à deux , elles  foient  toujours  plus  grande  que  la  troifiéme  y 
le  Problème  ed  impoffible , car  c’eil  une  condition  néceflâire  dans 
tout  triangle  (N.pj.  ) mais  fi  cette  condition  ed  remplie  y je  prens 
l’une  des  droites  données  AC  ( Fig.  y i . ) pour  bafe  ; de  l’extrémité 
A prife  pour  centre , & avec  une  ouverture  de  compas  égale  à 
la  fécondé  des  lignes  données , je  décris  un  arc  PQ  ; de  l’autre 
extrémité  C prife  pour  centre  y je  décris  un  autre  arc  RS  du  mê-  i 
me  côté  que  Tare  PQ;  & comme  les  deux  rayons  pris  enfemble 
font  plus  grand  que  la  bafe  AC,  les  deux  arcs  PQ , RS  fe  cou- 
pent en  un  feul  point  B hors  de  la  ligne  AC  ( M yp.  ).  C’eft  pour- 
quoi menant  du  point  B les  droites  BA,  BC  le  triangle  ABC  eft 
le  triangle  demandé  ; car  le  rayon  BA  de  l’arc  PQ  eft  égale  à la 
fécondé  des  lignes  données , le  rayon  BC  de  l'arc  RS  eft  égal  à 
la  troiliéme , & la  baie  AC  eft  égale  à la  première. 

P7.  Proposition  XVII.  Dans  tout  triangle  ( Fig.  ya.)  f angle 
externe  BCD  vaut  les  deux  internes  oppofis  CBA , BAC , & les  trois 
angles  du  triangle  pris  enfemble  valent  deux  angles  droits. 

De  l’angle  B oppofé  au  côté  polongé  AC , je  mene  MN  paral- 
lalle  à ce  côté  AC  ; l’angle  BCD  eft  donc  égal  à fon  alterne  MBC 
( M 70  ) ; or  l’angle  MBC  vaut  les  deux  angles  MBA , ABC , 6c  , 
l’angle  MBA  eft  égal  à fon  alterne  BAC , donc  l’angle  externe 
BCD  égal  à l’angle  MBC , eft  égal  aux  deux  internes  oppofés 
BAC,  ABC  ce  qu’il  falloir  i®.  démontrer  : 

L’angle  BCA  eft  égal  à fon  alterne  CBN  ôc  l’angle  BAC  eft 
égal  à fon  alterne  MBA , donc  les  trois  angles  M B A , ABC , CBN 
valent  enfemble  les  trois  angles  du  triangle;  décrivant  donc  du 
fommet  commun  B pris  pour  centre  ôc  avec  un  rayon  quelcon- 
que une  circonférence  de  cercle , les  trois  arcs  MR , RS  , SN 
compris  entre  ces  angles  ôc  qui  font  leur  mefure,  compofent  en- 
femble 
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femble  une  demi-circonfeience  MRSN , à caufe  que  la  droite 
MN  qui  paiïe  par  le  centre  eft  un  diamètre , ainfi  les  trois  angles 
pris  enfemble  vaudront  la  demi  circonférence  ou  deux  angles 
droits,  & par  confequent  les  trois  angles  d’un  triangle  valent  en» 
' femble  deux  angles  droits  ; ce  qu’il  »lloit  2°.  démontrer. 

p8.  Corollaires.  Donc  i°.deux  angles  dun  triangle  font  tou- 
jours moindres  que  deux  droits,  puifque  les  trois  enfemble  n’en 
valent  pas  davantage,  a®.  Si  dans  un  triangle  tun  des  angles  ejl  droit 
ou  obtus  y les  deux  autres  font  chacun  aigus , car  s’il  s’en  trouvoit  un 
autre  qui  fut  droit  ou  obtus  , les  trois  enfemble  vaudroient  plus 
de  deux  droits.  3°.  Si  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux  à deux 
angles  ou  la  femme  de  deux  angles  égale  à la  femme  des  deux  angles  , 
le  troifiéme  angle  fera  égal  au  troiftéme  ; car  autrement  la  fomme  to- 
tale des  trois  angles  d^e  l’un  des  triangles  ne  feroit  pas  égale  à la 
ibmme  des  trois  angles  de  l’autre  ; & panant  l’une  ou  l’autre  de 
ces  fommes  vaudroit  plus  ou  moins  de  deux  droits. 

pp.  Définition.  Je  dirai  que  deux  triangles  font  parfaite- 
ment égaux  y lorfqu’eiV  les  mettant  l’un  fur  l’autre , les  côtés  tom- 
bent uir  les  côtés  & les  angles  fur  les  angles , 6c  ce  qui  me  fait 
ajouter  le  terme  àe parfaitement  celui  à'égauxyc’eü.  qu’il  y a des 
triangles , qui  fans  pouvoir  s’ajuAer  les  uns  fur  les  autres,  Ibnt  ce- 
pendant égaux  , c’eft-à-dire , que  les  efpaces  que  leurs  lignes  ren- 
ferment font  égaux  entr’eux , comme  on  verra  dans  la  fuite.^ 

ICO.  Proposition  XVllI.  On  peut  toujours  conclure  que  deux 
triangles  ABC , abc  Jont  parfaitement  égaux , fi  ton  fait  que  les  trois 
eStés  de  tun  font  égaux  aux  trois  cotés  de  P autre  chacun  à chacun;  ou 
que  deux  côtés  AB , BC  font  égaux  à deux  côtés  ab , bc  > chacun  à cha- 
.cun  y & P angle  compris  A BC  égal  à t angle  compris  abc  , ou  enfin  que 
P un  des  cotés  AC  efl  égal  à tun  des  côtés  ac , cü'  les  angles  faits  aux 
extrémités  A , C égaux  aux  angles  faits  aux  extrémités  a,  c.  , 

Si  les  trois  côtés  font  égaux  , des  extrémités  A , C de  la  bafe 
AC  prifes  pour  centres,  6c  avec  des  rayons  égaux  aux  deux  au- 
tres côtés  AB,  BC  , je  décris  des  demi-circonferences  RBH  , 
SBM  du  même  côté  de  la  bafe  AC  prolongée  de  part  ôc  d’autre, 
je  fais  la  même  chofe  à l’égard  de  l’autre  triangle  abc  ; ainfl  met- 
tant la  bafe  AC  fur  fon  égale  acy  les  centres  A , C des  demi-cir- 
Gonferences  RBH,  SBM,  tomberont  fur  les  centres  <1 , r des  demi- 
circonferences  rbh  y sbm , les  rayons  AR , CS , fur  les  rayons  or,  es 
qui  leur  Tont  égaux  chacun  à chacun  ; donc  les  demi-circonfe- 
lences  RBH , SBM , tomberont  Air  les  demi-circonferences  rbh , 
Tome  I,  Çjg 
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sbm  , Sx.  le  point  6 où  les  deux  premières  fe  coupent  fur  le  point 
À où  fe  coupent  les  deux  dernieres.  Donc  les  aroites  B A , BC 
tomberont  fur  les  droites  éa , , & partant  les  deux  triangles 

ABC , abc  s’ajuHeront  fie  feront  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il 
failqit  1°.  démontrer  : 

Si  les  côtés  AB , BC  font  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés 
»b,  bc , Sx  l’angle  compris  ABC , égal  à l’angle  compris  abc,  je 
mets  l’angle  ABC  fur  fon  égal  abc , Sx  partant  les  côtes  AB,  BC 
tomberont  fur  leur  égaux  ab,  bc,Sx  la  droite  AC  fur  la  droite  âr; 
fie  les  deux  triangles  feront  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il  falloit 
3°.  démontrer. 

Si  la  bafe  AC  ell  égale  à la  bafe  ac  y Sx  les  angles  faits  en  A fie 
C égaux  chacun  à chacun  aux  angles  £iits  en  3 fie  c , je  mets  BC 
fur  fon  égaie  AC  > les  angles  A fie  C tomberont  fur  leur  égaux 
« fie  r J fit  partanr  les  droites  AB , BC , fur  les  droites  abybcy  fic 
le  point  B où  les  deux  premières  fe  coupent  fur  le  point  b où  les 
deux  autres  fe  coupent  ; ainll  les  deux  triangles  s’ajuûeront  fic 
feront  parfaitement  égaux. 

loi.  CoROLLAiKE.  Un  ne  peut  conclure  que  deux  triangles  fini 
parfaitement  égaux , quoique  ton  fâche  que  les  trois  angles  font  égaux 
aux  trois  angles  chacun  à chacun,  ou  qu'un  cêti  & un  angle  font  égaux 
à un  côté  & un  angle , ou  qu'un  côté  ù"  deux  angles  font  égaux  à un 
côté  & deux  angles , à moins  que  les  deux  angles  de  part  & d'autre  ne 
fûient  faits  aux  extrémités  des  côtés  égaux. 

; Soit  le  triangle  ABC  ( fig.  Î4)  ; je  coupe  l’un  des  côtés  AB 
en  un  point  D , fie  de  ce  point  je  mené  une  droite  DE  paralelle  à 
l’un  des  côtés  AC , fie  qui  coupe  l’autre  côté  BC  en  un  point  E ; 
ainfi  le  côté  AB  coupant  les  deux  paralelles  AC,  DE,  fait  les  an- 
gles BAC , 6DE  du  même  côte  égaux  ( A^.  7 1 ) ; de  même  le 
côté  BC  coupant  les  deux  paralelles  AC  , DE , les  angles  BCA , 
BED  du  même  côté  font  égaux.  Or  l’angle  B eft  commun  aux 
deux  triangles  ABC,  DBE,  donc  ces  deux  triangles  ont  les  trois 
angles  égaux  chacun  à chacun  ; mais  il  eil  vifible  que  ces  deux 
triangles  ne  font  pas  égaux  , donc  on  ne  peut  conclure  l’égalité 
des  triangles  de  légalité  de  leurs  angles.  Ce  qu’il  falloit  1°.  dé- 
montrer. 

Soit  le  triangle  ABC  {Fig.  yj  ) de  l’extrémité  C de  l’un  des 
côtés  , je  mène  fur  tous  les  points  du  côté  oppofé  ABprolongd 
même,  des  droites  CP,  CM , fie  ainfi  j’ai  les  triangles  APC , ABC, 
AMC , fic  qui  font  tous  inégaux , car  les  uns  font  parties  des  aui 
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très  ; cependant  tons  ces  triangles  ont  le  même  côté  AC  j fie  un 
angle  A commun  ; donc  de  l’égalité  d’un  côté  fie  d’un  angle,  on 
ne  peut  pas  conclure  l’égalité  de  deux  triangles.  Ce  qu’il  falloit 
a®,  démontrer. 

Enfin  foitle  triangle  ABC  (Fig.^6.)  dont  jefiippofeque  l’angle 
B n’efi  pas  égal  à l’angle  C ; je  fais  en  C un  angle  égal  à l’angle 
B , fie  la  jambe  CM  de  cet  angle  tombera  fur  AB  prolongé  en 
M,  fi  l’angle  B efi  plus  grand  que  l’angle  ACB  , fie  au  contraire 
la  jambe  CP  de  l’angle  ^it  en  C tombera  fur  AB  entre  A fie  B , 
fi  l’angle  B eft  plus  petir  que  l’angle  ACB.  Or  dans  l’un  fie  l’au- 
tre cas , le  triangle  ABC , ne  fera  égal  ni  au  triangle  ACM  ni  au 
triangle  ACP,  quoique  les  uns  fie  les  autres  de  ces  triangles  ayent 
un  côté  AC  commun  fie  deux  angles  égaux  ; donc  de  l’égalité 
d’un  côté  fie  de  deux  angles  quelconques  , on  ne  peut  pas  con- 
clure l’égalité  de  deux  triangles.  Ce  qu’il  falloit  3°.  démontrer. 

102.  Proposition  XVIII.  Deux  triangles  re^angUs  ACB,acb 
( Fig.  J7.  ) feront  toujours  parfaitement  égaux  entr'eux fi  fhypothenuji 
AB  & fuH  des  cotés  AC  de  Pun  font  égaux  chacun  à chacun  à l'hy~ 
pothenufe  ob  & au  côté  ac  de  P autre,  ou  fi  les  deux  côtés  AC , C6 , 
font  égaux  aux  côtés  ac , cb  de  l'autre  ; mais  fi  P hypotlsenuje  AB  & 
le  côté  AC  de  Pun  (Fig.  j8.)yôw  égaux  aux  deux  côtés  cb,  ac  de 
t autre  chacun  à chacun , tes  deux  triangles  ne  font  pas  parfaitement 
égaux. 

Si  l’Hypothenufe  AB  fie  le  côté  AC  font  égaux  chacun  à char 
cun  à l’hypothenufe  ab  fie  au  côté  ac,  je  mets  le  côté  AC  fur  fon 
égal  dc  fie  à caufe  de  l’angle  droit  ACB  égal  à l’angle  droit  acb , 
le  côté  CB  tombera  fur  la  direûion  du  côté  ci,  fie  tous  les  deux 
ièront  égaux,  car  fi  CB  étoit  plus  grand  que  rA , le  point  Btom- 
beroit  au-delà  de  b par  exemple  en  e fit  l’hypothenufe  AB  tomr 
beroitfur  ae\  fie  comme  elle  feroit  plus  éloignée  de  la  droite  ac 
perpendiculaire  fur  ce  que  Fhypothenufe  ab , elle  feroit  plus  lon- 
gue que  cette  hypothenufe  ( A^.  ^3.)  ce  qui  e(l  contre  la  fuppo- 
fition.  De  même  fi  CB  étoit  plus  courte  que  cb , fon  point  B tom- 
beroit  entre  ^ fie  c , 6c  l’hypothenufe  AB  couperoitc^  en  un  point 
plus  proche  de  la  perpendiculaire  que  l’hy pothenufe  d’où  il 

s’enfuivroit  que  AB  feroit  moindre  que  ab  (AZ-jj.)  ce  qui  eft 
encore  contre  la  fuppofition;  donc  CB  doit  tomber  fur  cb  6c  les 
deux  triangles  doivent  être  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il  falloit 
,1*.  démontrer. 

Si  les  deux  côtés  AC,  CB  font  égaux  chacun  à chacun  aux 
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deux  côtés  acycb  les  deux  tiiangies  feront  parfaitement  égaux  à 
caufe  de  l’angle  droit  compris  B égal  à l'angle  droit  compris  h 
( N.  loo.  ) Ce  qu’il  falloit  a",  démontrer. 

Si  l’Hypothenufe  AB  ( Fig.  j8.  ) & le  côté  AC  font  égaux  cha- 
cun  à chacun  aux  côtés  cb,ac\\c  côté  CB  étant  perpendiculaire 
fur  AC  eft  plus  court  que  l’hypothenufe  AB  {N.  yp.)  ainfi  dans 
l’autre  triangle  abc  y le  côté  cb  égal  à AB,  eft  plus  grand  que  le 
côté  CB  du  premier  triangle,  & comme  cb  étant  perpendiculaire 
fur  ac  eft  plus  petit  que  l’oblique  ab  y \\  s’enfuit  que  l’hypothe» 
nufe  ah  du  fécond  triangle  eft  plus  grande  que  le  côté  AC  du 
premier,  ainfi  ces  deux  triangles  n’ayant  pas  les  côtés  égaux  cha- 
cun à chacun  ne  font  pas  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il  falloit 
3°.  démontrer. 

105.  Proposition  XIX.  Dans  tout  triangle  ifofcele  les  deux 
angles  fur  la  bafe  ,ceft-à^re  fur  le  côté  inégal  font  égaux  > dans  tout 
triangle  éifuilateral  les  trois  angles  font  égaux,  dans  tout  tri  angle  fa- 
lene , les  trois  angles  font  inégaux , le  plus  grand  efl  celui  qui  eft  oppofî 
au  plus  grand  cStéy  & le  moindre  eft  celui  qui  efl  oppop  au  plus  petit  cSté. 

Si  le  triangle  ABC  {Fig.  yp.  ) eft  ifourele  6e  que* AC  foit  le 
côté  inégal , les  deux  côtés  égaux  AB , 6C  font  deux  obliques 
égales  menées  du  point  A fur  la  droite  AC  ; ( N.  y4.  ) donc  ces 
obliques  font  également  inclinées  fur  AC  (A^.  84.)»  ôc  partant  les 
angles  BAC,  BCA  fur  la  bafe  font  égaux.  Ce  qu’il  falloit  1°.  dé- 
montrer. 

Si  le  triangle  ABC  {Fig.  60,)  eft  équilatéral,  je  le  confidere 
comme  ifofcele  fur  l’un  de  fes  côtés  AC , 6c  par  conféquent  les 
angles  A , C font  égaux , je  le  confidere  aulll  comme  ifofcele  fur 
le  côté  AB , ôc  partant  les  angles  A , B , font  <%aux,  donc  les  trois 
angles  A,  C , B font  égaux.  Ce  qu’il  falloit  2“.  démontrer. 

Si  le  triangle  ABC  eft  fcalene  ( Fig.  5i.  ),  6c  que  le  côté  AC 
foit  le  plus  grand,  ôc  le  côté  AB  le  moindre.  Je  prolonge  le  côté 
moyen  en  E jufqu’à  ce  que  CE  foit  égal  à AC  ; 6c  je  tire  la  ligne 
£A.  Le  triangle  ACE  eft  donc  ifofcele  6c  les  angles  CEA,  CAE 
font  égaux.  Or  l’angle  ABC  externe  au  triangle  AEB  étant  égal 
aux  deux  internes  ojppofés  AEB,EAB  (A/.py.  ) eft  plus  grand 
que  le  feul  AEB  ou  CEA,  donc  il  eft  aufB  plus  grand  que  l’angle 
CAE,  ôc  à plus  forte  ratfon  eft-il  plus  grand  que  l’angle  CAB 
qui  n’eft  qu’une  partie  de  l’angle  CAE.  Ainfi  dans  le  triangle 
fcalene  ABC  l’angle  ABC  oppofé  au  plus  grand  côté  AB  eft  plus 
grand  que  l’angle  CAB  oppolé  au  côté  moyen  CB.  . 
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Je  prolonge  le  petit  côté  B A en  M>  jufqu  a ce  que  BM  foit  égal 
au  côté  moyen  fiC , Ac  je  mene  la  droite  MC , le  triangle  MBC 
ed  donc  ifofcele  & l’angle  BMC  ed  égal  à l’anele  fiCM  ; or 
l’angle  BAC  externe  au  triangle  AMC  étant  égal  aux  deux  in- 
ternes oppofés  BMC,  ACM  (A^.  py.)  ed  plus  grand  que  lefeul 
AMC  ou  BMC,  donc  il  ed  plus  grand  audl  que  l'angle  BCM , 
& à plus  forte  raifon  ed-il  plus  grand  que  l’angle  BCA  qui  n’ed 
qu’une  partie  de  l’angle  BCM  , ainfi  dans  le  triangle  BAC  fca- 
lene , l’angle  BAC  oppofé  au  côté  moyen  BC  ed  plus  grand  que 
l’angle  BCA  oppofé  au  plus  petit  côté  ; mais  nous  venons  de 
voir  que  l’angle  ABC  oppofé  au  plus  grand  côté  AC  ed  plus 
grand  que  l’angle  BAC  oppofé  au  moyen,  donc  à plus  forte 
raifon  l’angle  ABC  ed  plus  grand  que  l’angle  BCA  oppofé  au  pe- 
tit. Donc,  6c  ce  qu’il  falloit  3®.  démontrer. 

' 1 04.  Corollaire  I.  En  général  dans  tout  triangles  les  plus  grands 
angles  font  oppofes  aux  plus  grands  cètés.  Nous  venons  de  démon- 
trer ceci  à l’égard  du  triangle  fcalene,  nous  avons  vû  audl  que 
dans  le  triangle  équilatéral  tous  les  angles  font  égaux,  à caufe  que 
les  côtés  aufquels  ils  font  oppofés  font  égaux  i ôc  que  dans  le 
triangle  ifofcele  les  angles  oppofés  aux  côtés  égaux  iont  égaux  ; 
il  ne  rede  donc  qu’à  faire  voir  que  dans  le  triangle  ifofcele,  l’an- 
gle oppofé  à la  bafe  ed  plus  grand  que  chacun  des  deux  égaux , 
fi  la  baie  ed  plus  grande  que  chacun  des  côtés  égaux , ôc  plus 
petit  n la  badübd  plus  petite.  Ce  que  je  fais  aind  : 

Si  la  bafe  AC  ( Fig.  62.)  du  triangle  ifofcele  ABC  ed  moindre 
que  chacun  des  côtés  égaux  AB,  BC,  je  prolonge  cette  bafe  en 
D , jufqu’à  ce  que  AD  foit  égal  à AB  , ôc  je  mene  la  droite  BD  ; 
ainfi  le  triangle  BAD  ed  ifofcele  ôc  les  angles  A BD,  ADB  font 
égaux;  or  l’angle  ACB  externe  au  triangle  CBD  étant  égal  aux 
deux  internes  oppofés  CDB  ôc  CBD  ( N.  pj.  ) ed  plus  grand 
^ue  CDB  ou  ADB,  donc  l’angle  ACB  ed  audi  plus  grand  que 
1 angle  ABD,ôc  à plus  forte  raifotrplus  grand  que  l’angle  ABC 
qui  n’ed  qu’une  partie  de  l’angle  ABD  ; ainfi  dans  le  triangle 
ifofcele  ABC  l’angle  ACB  oppofé  au  côté  AB  plus  grand  que 
la  bafe  AC  ed  plus  grand  que  l’angle  ^BC  oppofé  à cette  bafe. 

Si  la  bafe  AC  ( hg.  63.  ) ed  plus'  grande  que  chacun  des  deux 
côtés  égaux  AB,  BC  ; je  prolonge  l’un  des  côtés  AB  jufqu’à  ce^ 
que  AD  foit  égal  à AC  ; ainfi  dans  le  triangle  ifofcele  DAG, 
j’ai  l’angle  ADC  égal  à l’angle  ACD,  ôc  comme  l’angle  ABC 
externe  au  triangle  CBD  ed  plus  grand  que  le  ièul  interne  CDB  , 
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puifqu’il  vaut  les  deux  internes  oppoTés  ( N.  p7.  ) ce  même  angle 
ABC  cft  plus  grand  audi  que  l’angle  ACD  égal  à CDB  ou  ADQ 
ôtTà  plus  forte  raifon  plus  grand  que  l’angle  ACB  qui  n’eft  qu’une 

[)artic  de  l’angle  ACD.  Ainfi  dans  le  triangle  ifofcele  ABC» 
'angle  ABC  oppofé  à la  bafe  AC  plus  grande  que  chacun  des 
côtés  égaux  AB , BC  ed  plus  grand  que  l’angle  ACB  oppofé  au 
côté  AB.  Donc , ôc  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

loy.  Corollaire  II.  Dans  tout  triangle  Us  plus  ^ands  eStit 
font  oppojès  aux  plus  grands  angles.  Dans  le  triangle  fcalene  ABC^ 
( Fig.  tfi.  ) l’angle  B eft  le  plus  grand,  l’angle  A eft  le  moyen  , & 
l’angle  C eft  le  moindre.  Si  le  côté  BC  oppofé  à l’angle  moyen 
étoit  égal  au  côté  AC  oppofé  au  plus  grand , le  triangle  feroit 
ifofcele  ôc  les  angles  A 6c  B feroient  égaux  ( N.  105.  ) ce  qui  eft 
contre  la  fuppodtion  ; ôc  fi  BC  étoit  plus  grand  que  AC  l’angle 
A oppofé  à BC  feroit  plus  grand  que  l’angle  B o^ofé  à AC 
( N.  1 04.  ) ce  qui  eft  encore  contre  la  ftippofition  ; Donc  il  faut 
nécclTairement  que  BC  foit  moindre  que  CA.  De  même  fi  le  côté 
AB  oppofé  au  moindre  angle  C étoit  égal  au  côté  BC  oppofé  à 
l’angle  moyen  A,  le  triangle  feroit  ifofcele,  ôc  les  angles  A,  C 
feroient  égaux  {N.  10 j.  ) ce  qui  eft  contre  la  fuppofition , ôc  H 
AB  étoit  plus  grand  que  BC  , l’angle  C oppofé  à AB  feroit  plus 
grand  que  l’angle  A oppofé  à BC  ( N.  104.)  ce  qui  eft  encore 
contre  la  fuppoûtion , donc  AB  doit  être  plus  petit  que  BC. 
Donc,  ôcc.  • 

106.  COROLAIRE  III.  Donc  Vhypothenufe  d’un  triangle  reSlangU 
ejl  plus  grande  que  chacun  des  deux  autres  cotés.  Car  elle  eft  opporee 
au  plus  grand  angle , ôc  par  la  même  raifon  dans  tout  triangle 
obtus  angle  , le  côté  oppofé  à l’angle  obtus  eft  le  plus  grand. 

107.  Proposition  XIX.  Dans  tout  triangle  ifofcele  la  perpendi- 
culaire menée  fur  la  bafe  du  fommét  de  F angle  oppofé  ^ divife  cette  baft 
en  deux  parties  égaUs  ; dans  tout  triangU  équilatéral  les  perpendiculai- 
res menées  des  fommets  des  angles  fur  les  côtés  oppofis  divifent  chacun 
en  deux  également  ; & dans  tout  triangle  fcalene , les  perpendiculaires 
menées  des  angUs  fur  les  côtés  oppofés  divifent  ces  côtés  chacun  en  deux 
parties  inégales. 

Si  le  triangle  ABC  {Fig.  çp.)  eft  ifofcele  ôc  que  le  côté  AG 
foit  la  bafe , les  deux  côtés  BA , BC , font  deux  obliques  égales 
menées  fur  AC  du  point  extérieur  B ; donc  la  perpendiculaire 
menée  du  même  point  fur  AC  doit  couper  AC  en  un  point  éga- 
lement éloigné  des  points  A , C (My4.) , ôc  par  conféquent 
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AC  doit  être  coupée  en  deux  également.  Ce  qu’il  falloir  i®. 
démontrer. 

Si  le  triangle  ABC  ( Fig.  6o.  ) eft  équilatéral , je  confidére  ce 
triangle  comme  ifofcele  fur  le  côté  AC , & par  conféquent  la  per- 
pendiculaire menée  de  l’angle  oppofé  B fur  AC  coupera  AC  en 
deox  également.Par  la  même  raifonjfi  je  le  confidére  comme  ifof- 
cele fur  le  côté  AB , le  côté  fera  coupé  en  deux  également  par  la 
perpendiculaire  menée  de  l’angle  oppofé  C ^ & de  même  de  l’au- 
tre côré  BC.  Ce  qu’il  falloir  2°.  démontrer.- 

Enfin , li  le  triangle  ABC  ( Fig.  6 1 . ) eft  fcalene , les  deux  côtés 
BA>  BC  feront  deux  obliques  inégales  menées  fur  AC  d’un  point 
extérieur  B,  donc  la  perpendiculaire  menée  du  même  point  B 
fiir  AC  ne  coupera  pas  ÀC  en  un  point  également  éloigné  des 
extrémités  A , C des  obliques,  car  autrement  ces  obliques  feroient 
égales  (M  J 4.)  donc  AC  fera  coupée  en  deux  parties  inégales,  & 
de  même  des  autres  côtés.  Ce  qu’il  falloir  j®.  démontrer. 

108.  Proposition  XX.  Si  deux  triangles  hFiC  ^ abc  (Fig.  <f4.) 
ontlescStés  AB,  BC  égaux  chacun  à chacun  aux  cotés  ab,  bc,  mais 
quel  angle  B cethpris  par  les  deux  premiers , fait  moindre  que  l’angle 
b compris  par  les  deux  autres , ta  bc^e  AC  du  premier  efi  plus  petite 
cfue  la  ba/e  ac  du  fécond , & ft  f angle  B ejl  plus  grand  que  t angle  b , 
ia  bafe  hC  ejl  plus  grande  que  la  bafe  ac. 

Je  fais  en  B avec  la  jambe  AB  un  angle  ABD  égal  à l’angle  b , 
êc  je  iàis  la  jambe  BD  égale  au  côté  bc  du  fécond  triangle  abc. 
Je  mene  les  droites  AD , DC  ; les  triangles  ABD , abc  font  par- 
£ritement  égaux  à caufe  des  côtés  AB , BD  égaux  chacun  à cha- 
cun aux  côtés  abfbcicde  l’angle  ABD  égal  à l’angle  abc  (M 1 00)  i 
donc  la  bafe  AD  eft  égale  à la  bafe  ac.  Or  le  triangle  CBD  eft 
ifofcele  à caufe  du  côté  BD  égal  ïbc , lequel  eft  égal  à BC  ; donc 
l’angle  BDC  eft  égal  à l’angle  BCD  {N.  loj.)  mais  l’angle  DCA 
eft  plus  grand  que  l’angle  BCD  qui  n’eft  qu’une  de  fes  parties  , 
donc  l’angle  DCA  eft  aufti  plus  grand  que  l’angle  BDC  & à plus 
fone  raifon  plus  grand  que  l’angle  ADC  qui  n’eft  qu’une  partie 
de  l’angle  BDC.  Ainfi  dans  le  triangle  ADC  l’angle  ACD  étant 
plus  grand  que  l’angle  CDA  , le  côté  AD  oppofé  à l’angle  ACD 
eft  plus  grand  que  le  côté  AC  oppofé  à l’angle  ADC  ( N.  104.) 
& partant  la  bafe  AC  du  premier  triangle , eft  plus  petite  que  la 
bafe  AD  ou  du  fécond. 

Que  fl  l’angle  B étoit  plus  grand  que  b , on  prouveroit  de  mê- 
me que  nous  venons  de  faire  , que  la  bafe  ac  op|iofée  au  plus 
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Des  Figures  comprifes  fous  plus  de  trois  côtés. 

1 1 1.  Toute  (îgure  de  quatre  côtés,  fe  nomme  Quadrilaterei 

112.  Si  les  quatre  côtés  font  égaux  Sx.  les  quatre  angles  droits, 
le  quadrilatère  fe  nomme  Quarré.  D’où  il  fuit  que  les  côtés  oppo- 
fés  d’un  quarré  (Fi>.  tfy.)  font  paralelles  entr’eux , car  les  côtés 
AB , DC  du  quand  ABCO  étant  perpendiculaires  fur  le  côté  AD 
à caufe  des  angles  droits  A , D font  paralelles  entr  eux  ( N.  6S.  ) 
Sx  de  même  les  côtés  oppofés  AD,  BC  étant  perpendiculaires 
fur  le  côté  CD  à caufe  des  angles  droits  D , C font  paralelles. 

1 13.  Si  les  quatre  angles  font  droits  fans  que  les  quatre  côtés 
foient  égaux,le  quadrilatère  fe  nomme  ReSlangle  •,  Sx  alors  les  côtés 
oppofés  font  égaux i car  les  côtés  oppofés  AB,  DCdureâangle 
ABCD  ( Fig.66.  ) étant  paralelles  entre  les  côtés  oppofés  AD , BC 
qui  font  audl  paralelles  à caufe  des  angles  droits , doivent  être 
égaux  ( M 77.  ) 6c  par  la  même  raifon  les  deux  côtés  oppofés  AD , 
BC  doivent  être  égaux. 

1 1 4.  Si  les  quatre  angles  ne  font  pas  droits  ni  les  quatre  côtés , 
mais  que  les  côtés  oppofés  foient  paralelles , le  quadrilatère  fe 
nomme  ParaUllogramme  (Fig.  67.)  & alors  les  côtés  oppofés  font 
égaux  par  la  raifon  que  nous  en  avons  donnée  au  fujet  du  re£lan> 
gîe(A/:ii3.) 

1 13.  Le  Rhombe  ou  Lozange  ( Fig.  58.)  eft  un  quadrilatère  qui 
n’a  pas  les  angles  droits,  mais  dont  les  quatre  côtés  font  égaux } 
Sx  dans  cette  f^ure  les  côtés  oppofés  font  paralelles , car  menant 
de  deux  angles  oppofés  B , D la  droite  BD , le  Rhombe  eA  divi- 
fé  en  deux  triangles  parfaitement  égaux  BAD  , BCD , puifqu'ils 
ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  (A^.  ico.  ) ; ôc  de  plus 
ces  deux  triangles  étant  ifofceles , ont  les  angles  fur  la  bafe  BD 
égaux  ainfi  ADB  étant  égal  à fon  alterne  CBD , les  côtés 

AD,  BC  du  Rhombe  font  paralelles  (M73.);  de  même  l’angle 
ABD  étant  égal  à fon  alterne  CDB , les  côtés  AB , CD  font  auAl 
paralelles. 

1 1 5.  Le  Trapeze  ( Fig.  5p.  ) eA  un  quadrilatère  dont  les  quatre 
angles  ne  font  pas  tous  égaux , 6c  les  côtés  oppofés  ne  font  pas 
paralelles  ; Sx  le  Trapezoïde  ( Fig.  70.  ) eA  un  quadrilatère  dont  les 
quatre  angles  ne  font  pas  tous  égaux,  ôc  dont  il  n’y  a que  deux 
côtés  qui  foient  paralelles. 

1 17.  Dans  tout  quadrilatère  (Fig.  5j.  55.  67.  68.  5p.  70.  ) la 
Tome  L H h 
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droite  BD  menée  d’un  angle  B à fon  oppofé  D,  fe  nomme  Dia- 
gonale. 

Les  figures  qui  ont  plus  de  quatre  côtés , fe  nomment  en  géné- 
, ral  Polygones , &.  en  particulier  le  polygone  fe  nomme  Pentagone, 
lorfqu’il  a cinq  côtés , Hexagone  ; lorfqu  il  en  a fix , Lptagone  ; iotf- 
qu  il  en  a fépt,  OUogone  -,  lorfqu’il  en  a huit , Lnneagom  ; loriqu’il 
en  a neuf,  ùecagone  ; lorfqu’il  en  a dix , Ondnagone  , lorlqu'il  en 
a onze  , Dodécagone , lorfqu’il  en  a douze.  Les  autres  fe  nomment 
polygones  de  i j côtés  , de  1 4 , de  1 î , de  1 6 , 6tc. 

l.orlque  les  polygones  ont  tous  les  angles  ôc  les  côtés  égaux  ^ 
ils  le  nomment  réguliers , ôc  lorlque  cela  n’eft  pas  , ils  fe  nom- 
ment irreguliers. 

1 18.  J’aoPOsiTiON.  XXL  Tous  les  quadrilatères  (Fig.  6<;  ,66ÿ 
<Î7 , 68.  ) exception  du  trapeze  & du  irapezoide,Jont  coupés  en  deux 
également  par  [une  ou  faune  de  leur  diagonale  AC , BD,  df  tes 
deux  diagonales  e coupent  en  deux  parties  égales. 

Far  la  formation  du  quarré , du  rectangle,  du  paralellogramme, 
ôc  du  lozange,  les  côtés  oppofés  font  paralelles  ôc  égaux;  donc 
li  l’on  mene  la  diagonale  BD',  les  triangles  ECD,  B AD  qu’elle 
forme  avec  les  côtés  font  parfaitement  égaux  , puifquc  le  côté 
BC  eft  égal  à fon  oppofé  AD,  le  côté  CD  à Ion  oppofé  AB  , 
ôc  que  le  troiiiéme  coté  BD  eft  commun  à l’uti  ôc  l’autre  triangle 
(A'.  100.)  ; or  ces  deux  triangles  compofent  la  figure  entière. 
Donc  la  figure  eft  coupée  en  cleux  également  par  la  diagonale. 
Ce  qu’il  falloir  i".  démontrer. 

Les  deux  diagonales  BD  , AC  étant  menées  , les  triangles 
BOC , AOD  oppofés  au  fommet  O , ont  le  côté  BC  égal  au  côté 
AD  oppofé  à BC  , l’angle  OBC  cg4  à fon  alterne  ODA , ôc  l’an- 
gle OCB  égal  à fon  alterne  OAD  ; ainfi  ces  deux  triangles  ayant 
un  côté  égal  à un  côté,  ôc  les  angles  fur  ces  côtés  égaux  chacun 
à chacun  font  parfaitement  égaux  ( A'.  100.),  donc  le  côté  BO 
du  jrremier  triangle  oppofé  à ïangle  OCB  eft  égal  au  côté  OD 

Sofé  à l’angle  OAD  égal  à l’angle  OCB,  ôc  partant  la  diago- 
: BD  eft  divifée  en  deux  également  en  O,  de  môme  le  côté 
OC  du  premier  triangle  oppofé  à l’angle  OBC,  eft  égal  au  côté 
OA  du  fécond  triangle  oppofé  à l’angle  ODA  , égal  à l’angle 
OBC , ôc  partant  la  diagonale  AC  eft  aufli  divilée  en  deux  éga- 
lement en  Oi  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

iip.  Proposition  XXII.  Tout  polygone  régulier  ou  irrégulier 
en  y comprenant  le  triangle  & le  quadrilatère  peut  être  divije  en  au-. 
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tant  de  triangles  qu'il  a de  cotés , ou  en  autant  de  triangles  moins  un 
qu'il  a de  cotés , ou  en  autant  de  triangles  moins  deux  qu’tl  a de  cotés , 
mais  le  triangle  n'ejl  pas  fufceptible  de  ce  dernier  cas. 

Soit  le  pentagone  irrégulier  ABCDE  ( Fig.  72.  ).  Je  prens  un 
point  O dans  l’crpace  que  fes  côtés  renferment,  & de  ce  point, 
je  mene  aux  angles  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD,OE,  & le 
pentagone  eft  divifé  en  autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés  , ce 
qui  eft  évident , & de  même  des  autres  polygones  réguliers  ou 
irréguliers. 

Soit  le  même  pentagone  ABCDE  (F/g. 73.).  Je  prens  un  point 
R fur  l’un  de  fes  côtés  BC,  6c  qui  nefoit  ni  l’une  ni  l’autre  des 
extrémités  B , C.  Je  mene  de  ce  point  des  droites  RA,  RE, RD 
à tous  les  angles  où  j’en  puis  mener,  ce  qui  divife  le  pentagone 
en  triangles.  Or  le  premier  triangle  RBA  , emporte  le  côté  AB 
du  pentagone  , ôc  la  patrie  BR  du  côté  BC , 6c  le  dernier  trian- 

fle  RCD  emporte  le  côté  CD  du  pentagone , 6c  la  partie  RC 
U côté  de  BC  ; ainfi  il  faut  trois  côtés  du  pentagone  pour  les 
deux  triangles  RBA , RCD , 6c  au  contraire  il  ne  faut  qu’un  côté 
du  pentagone  pour  chacun  des  autres  triangles  RAE,  RED. 
C’eft  pourquoi  comme  le  pentagone  n’a  que  cinq  côtés , il  ne 
doit  y avoir  que  quatre  triangles , c’eft-à-dire  j — 1 ou  autant  qu’ J 
y a de  côtés  moins  un  , 6c  ainfl  des  autres. 

Soit  encore  le  même  pentagone  ABCDE  ( Fig.  74.  ) ; de  l’un 
de  fes  angles  B , je  mene  des  droites  BE , BD  aux  autres  angles 
où  j’en  puis  mener , ce  qui  divife  le  pentagone  en  triangles  > or 
les  deux  triangles  extrêmes  BAE,  BCD , emportent  chacim  deux 
côtés  du  pentagone , 6c  par  conféquent  il  faut  qu’il  y ait  deux 
triangles  de  moins  qu’il  n’y  a de  côtés  , 6c  il  eft  vifible  que  le 
triangle  ou  polygone  des  trois  côtés  eft  le  feul  qui  ne  peut  pas  fe 
divifer  de  cette  troifiéme  façon. 

120.  Proposition  XXIII.  Tout  polygone  régulier  ABCDEF 
(Fig.  7 î*  ) ptttt  fe  divifer  en  autant  de  triangles  ijofceles  & parfaite- 
ment égaux  qu'il  a de  cotés,  & les  Jommets  de  ces  triangles  feront 
tous  en  an  mime  point  O également  éloignés  de  tous  les  angles  du  po- 
lygone. 

Je  divife  tous  les  angles  en  deux  également  par  les  droites 
AO  , BO,  CO,  DO  , 6cc.  ainfi  à caufe  que  tous  les  angles  du 
polygone  font  égaux  puifqu’il  eft  régulier , tous  les  angles  OAB , 
OAF  , ôcc.  que  les  lignes  AO , BO,  ôcc.  font  avec  les  côtés  du 
polygone , font  auffi  égaux.  Or  chaque  angle  BAF  , 6ic.  du  po- 
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lygone  vaut  moins  que  deux  droits  « puifque  cet  angle  & Ton 
angle  de  fuite  RAF  ne  valent  que  deux  droits  ( N,  4p.  ) ; donc 
les  angles  OA  B &c.  faits  par  les  droites  AO,  BO,  ôcc.avec  les  cô-  * 
tés  du  polygone  font  moindres  chacun  qu’un  droit  ; mais  fi  le 
côté  AB  coupoit  les  deux  droites  AO,  BO,  de  façon  que  les 
angles  internes  du  même  côté  OA  B,  OBA  fulTent  enfemble 
égaux  à deux  droits,  les  lignes  AO , BO  feroient  paralelles  (A^.7  j), 
donc  puifque  ces  deux  angles  OAB,OBA,  valent  enfemble 
moins  de  deux  droits , les  deux  lignes  AO  , BO  doivents’appro- 
cher,  & par  conféquenr  fe  couper  en  un  point  O,  & le  triangle 
AOB  doit  être  ifofcele  à caufe  des  angles  égaux  fur  la  bafe  AB. 
On  prouvera  de  même  que  les  lignes  BO , CO  doivent  fe  cou« 
per  & former  un  triangle  ifofcele  BOC,  à caufe  des  angles  égaux 
fur  la  bafe  BC.  Or  les  triangles  ifofceles  AOB,  BOC  ayant  la 
bafe  AB  égale  à la  bafe  BC  , & les  deux  angles  fur  la  bafe  AB 
égaux  chacun  à chacun  aux  deux  angles  fur  la  bafe  BC,  font  par-  ' 
faitement  égaux  ( A^.  100.  ) > donc  les  deux  côtés  égaux  AO,  BO 
du  premier  doivent  être  égaux  aux  côtés  égaux  BO,  CO  du  fé- 
cond , & par  conféquent  le  côté  BO  doit  être  commun  aux 
deux  triangles , & le  point  O doit  être  leur  fommet  commun  ; & 
on  démontrera  de  la  même  façon  que  les  autres  triangles  COD, 
&c.  font  ifofceles  & parfaitement  égaux  aux  deux  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  & que  le  fommet  O doit  être  commun  à tous; 

6c  delà  il  fuit  que  tous  les  côtés  AO,  BO  , ôcc.  de  ces  triangles 
étant  égaux , le  point  O eft  également  éloigné  de  tous  les  angles 
du  polygone. 

121.  Corollaire.  Donc  fi  du  point  O pris  pour  centre  & 
avec  un  rayon  égal  à l’une  des  droites  AO , on  décrit  une  cir- 
conférence; cette  circonférence  paffera  parles  extrémités  B,  C, 
D,ôcc.  des  autres  lignes  BO,  CO,  6tc.  6c  par  conféquent  par 
tous  les  angles  du  polygone. 

1 22.  Proposition  XXIV.  5ï  après  avoir  divi/e  un  polygone 
régulier  ABCDEF  (Fig.  7 y.)  en  autant  de  triangles  ifofceles  S" par- 
faitement égaux  qu'il  a de  cotés  y on  mene  du  fommet  O commun  à 
tous  tes  triangles  des  perpendiculaires  OS,  OT  & fur  les  cotés  y ces 
perpendiculaires  feront  égales. 

Les  triangles  AOF , FOE  font  ifofceles,  donc  les  perpendi- 
culaires menées  des  fommets  fur  les  bafes , coupent  les  bafes 
AF , FE  chacune  en  deux  également  en  S & T {N.  107.).  Or 
ces  deux  bafes  font  égales , donc  leurs  moitiés  SF , FI'  le  font 
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aufli;  ainii  les  triangles  OFS,OFT  ayant  l’angle  OFS  égal  à 
l’angle  OFT,  & les  côtés  OF,  FS,  qui  comprennent  l’angle 
OFS , égaux  chaQin  à chacun  aux  côtés  OF,  FT,  qui  compren- 
nent l’angle  OFT , font  parfaitement  égaux  ( A’.  1 00.  ) ; donc  la 
perpendiculaire  OS  ell  égalé  à la  perpendiculaire  O’T , ôc  ainlï 
des  autres. 

12?.  Définition.  Lorfqu’un  polygone  {Fig.y^.)  efl  divifé 
en  autant  de  triangles  ifofceles , & parfaitement  égSux  qu’il  a de 
côtés.  Le  point  O qui  eft  le  fommet  commun  des  triangles , fe 
nomme  centre  du  polygone,  les  angles  ABC  , ôcc.  formés  par 
les  côtés  du  polygone , fe  nomment  Angles  de  la  Figure , les  angles 
OAB , OB A de  l’un  des  triangles  fur  un  côté  AB,  fe  nomment 
angles  fur  la  bafe,  les  côtés  OA , OB,  &c.  des  triangles  fe  nom- 
ment rayons , ôc  les  perpendiculaires  OS , OT,  ôcc.  fe  nonynent 
Apothèmes  ou  rayons  droits. 

124.  Proposition  XX.V.  Tous  les  angles  dun  polygone  régu- 
lier valent  autant  de  fois  deux  angles  droits  moins  quatre  que  k poly- 
gone a de  cotés. 

Tout  polygone  régulier  peut  fe  divifer  en  autant  de'  triangles 
ifofceles  ôc  égaux  qu’il  a de  côtés»  or  les  trois  angles  dedtecun 
de  ces  triangles  valent  enfemble  deux  angles  droits  {N.  ÿj.)  ; 
donc  tous  les  angles  des-  triangles  pris  enlemble  valent  autant 
de  fois  deux  an^es  droits  que  le  polygone  a de  côtés  : or  de 
cette  fomme  il  faut  retrancher  les  angles  au  fommet  O à caufe 
que  les  angles  du  polygone  ne  comprennent  que  les  angles  des 
bafes  des  triangles , Ôc  tous  les  angles  au  fommet  valent  enfem- 
ble quatre  angles  droits , puifqu’ils  embralTeroient  la  circonferen- 
• ce  entière  qui  feroit  décrite  du  centre  O ; donc  les  angles  du 
polygone  valent  autant  de  fois  deux  angles  droits  moins  quatre 
que  le  polygone  a des  côtés. 

Par  exemple , l’exagone  étant  compofé  de  fix  triangles  , tous 
les  angles  de  ces  triangles  valent  enfemble  (ix  fois  2 angles  droits, 
c’ed-à-dire  1 2 angles  droits , defquels  letranchant  les  4 angles 
droits  qui  font  la  valeur  des  lix  angles  faits  en  O.  11  reliera  huit 
angles  droits  pour  la  valeur  de  la  fomme  des  angles  de  l’Hexa- 
gone , ôc  ainn  des  autres. 

12 y.  Proposition  XXVI.  Si  Pon  prolonge  tous  les  cStés  dun 
polygone  l¥\g.  "]<;.)  dune  feule  part  r»  R,  X,  &c.  tous  les  angles  ex- 
térieurs font  égaux  ; chacun  deux  ejl  égal  à F angle  au  centre  y ô'toui 
enfemble  valent  4 angles  droits. 

Hhiij 


elemens  , 

Tous  les  angles  du  polygone  font  égaux  entr’eux  : or  chacun 
de  ces  angles  BAF , &c.  & fon  angle  de  fuite  RAF , &e.  valent 
cnfemble  deux  droits  ( N.  Donc  tous  les  angles  extérieurs 
font  égaux. 

L’angle  BAF , & fon  angle  de  fuite  RAF  , valent  cnfemble  » 
deux  droits , & les  trois  angles  OAF,  OFA,  AOF  du  triangle 
AOF , valenr  cnfemble  aulli  deux  droits.  Donc  les  angles  BAF, 
RAF  font  ehfemble  égaux  à la  fomme  des  trois  OAF , OFA  , 
AOF,  mais  l’angle  BAF  eft  égal  à la  fomme  des  deux  OAF, 
OFA , puifque  chacun  de  ceux-ci  vaut  la  moitié  de  BAF  ; donc  ’ 
l’angle  RAF  extérieur  eft  égal  à l’angle  au  centre  AOF , & ainfi 
des  autres. 

Il  y a autant  d’angles  extérieurs , que  d’angles  au  centre  , & 
tous  lés  angles  au  centre  valent  enfemble  quatre  droits  ; donc  à 
caufe  que  chaque  extérieur  eft  égal  à chaque  angle  au  centre , la 
fomme  des  extérieurs  eft  égale  à quatre  angles  droits. 

1 %6.  Problème.  Un  polygone  ABCDÊ  ( Fig.  ) itam  don- 
né, troùner  la  valeur  de  P angle  au  centre,  de  F angle  Jur  la  bafe , &, 
de  t angle  de  la  figure. 

Silf  pofons  que  le  polygone  foit  un  pentagone  ; du  centre  O 
& avec  le  rayon  OA , je  décris  un  cercle  qui  pafte  par  tous  les 
angles  du  polygone  ( N.  1 22.  ) , 6c  qui  eft  divifée  en  cinq  par- 
ties égales  par  les  cinq  angles  égaux  du  centre  \ ainfl  chacun  de 
ces  angles  vaut  la  cinquième  partie  de  la  circonférence  ou  de 
360  degrés,  6c  partant  l’angle  au  centre  vaut  72  degrés.  Or  les 
trois  angles  du  triangle  AOB  valent  enfemble  deux  droits  {N.  97.) 
ou  180  degrés.  Retranchant  donc  de  180  la  valeur  72  de  l’angle 
au  centre  AOB,  le  refte  108  eft  la  valeur  des  deux  angles  fut 
la  bafe  pris  enfemble  ou  la  valeur  de  l’angle  BAE  de  la  figure, 
lequel  eft  égal  aux  deux  angles  O AB , OBA , puifqu’il  eft  le  dou- 
ble de  chacun  d’eux  ; donc  chacun  des  angles  O AB,  OBA 
fur  la  bafe  vaut  degrés  ; 6c  on  trouvera  de  la  même  façon  les 
angles  des  autres  polygones. 

127.  Corollaire  I.  Dans  fexagene  {Fig,  7j.)  les  angles  fur 
la  bafe  <ir  l’angle  au  centre  font  égaux  , & tous  les  triangles  qui  le 
cempofent  font  équilatéraux.  L’angle  au  centre  AOB  embraife  la 
fixiéme  partie  de  la  circonférence  , 6c  vaut  le  fixiéme  de  ^60 
degrés  , c’eft-à-dire  60.  Retranchant  donc  cette  valeur  60  , de 
la  valeur  180  des  trois  angles  du  triangle  AOB,  il  reftera  120 
pour  la  valeur  des  deux  angles  fur  la  bafe , 6c  par  conféquent 
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' chacun  d’eux  vaudra  60 , de  même  que  l’angle  au  centre.  Aimi 
les  trois  angles  du  triangle  AOB  étant  éggux , les  trois  côtés  le 
feront  aufli  ; car  s’il  y avoir  de  côtés  inégaux,  les  angles  oppofés 
à ces  côrés  feroient  aulTI  inégaux  (N.  10^.). 

128.  Corollaire  II.  Dans  h décagone  ou poly^^one  de  10  côtés, 
t angle  au  centre  ejl  la  moitié  de  [angle  fur  la  bafe.  L’angle  au  cen- 
tre embrafle  la  dixiéme  partie  de  la  circonférence  ou  de  3 5o  de- 
grés, 6c  partant  cet  angle  vaut  3 5 degrés,  ôc  cette  valeur  étant 
retranchée  de  la  valeur  1 80  du  triangle  , le  relie  144.  eft  la  valeur 
des  deux  angles  fur  la  bafe  ; ainQ  chacun  de  ces  angles  eft  72  ; 
or  3 6 eft  la  moitié  de  72  , donc  l’angle  au  centre  eft  la  moitié 
de  l’angle  fur  la  bafe. 

1 29.  Problème.  Le  coté  AB  d'un  polygone  ( Fig.  7^.  ) étant 
. donné , conjlrtiire  ce  polygone. 

Je  fais  à chacune  des  extrémités  A , B un  angle  égal  à l’angle 
fur  la  bafe  du  polygone  demandé.  Par  exemple , fi  c’eft  un  pen- 
tagone , je  fais  en  A un  angle  O AB  de  34  degrés  {N.  128.  ),  ôc 
un  autre  OBA  en  B d’un  même  nombre  de  (Jegrésî  du  point  O 
où  les  côtés  OA,  O B de  ces  angles  fe  coupent,  6c  avec  une  ou- 
verture du  compas  égale  à OA  ou  OB  ; je  décris  une  circonfé- 
rence , fur  laquelle  portant  encore  quatre  fois  le  côté  AB  de  B 
en  C , de  C en  D , ôcc.  j’ai  le  pentagone  demandé. 

Car  le  triangle  AOB  eft  ifofcele  à caufe  des  angles  égaux 
OBA  , OAB  fur  la  bafe  AB , 6c  comme  ces  deux  angles  valent 
enfemble  108  degrés  , ôc  qu’il  en  faut  180  pour  les  trois  angles 
de  ce  triangle  ( N.  97.  ) ; il  s’enfuit  que  l’angle  AOB  en  vaut  72  , 
ou  la  cinquième  partie  de  la  circonférence.  Ainfi  en  portant  fur 
la  circonférence  le  côté  AB  encore  4 fois,  la  circonférence  s’eft 
trouvée  divifée  en  fes  cinq  parties  égales  ; c’eft  pourquoi  fi  des 
points  des  divifions  C,  D , 6ic.  nous  menons  des  rayons  au  cen- 
tre , nous  trouverons  cinq  triangles  égaux  au  premier  AOB , ran- 
gés autour  du  mêm’e  fommetO,  ôc  partant  la  figure  coftipofée 
de  ces  cinq  triangles,  eft  un  pentagone  régulier  dont  le  côté  eft 
A B , tel  qu’on  Je  demandoit. 

Remarque.  On  trouve  dans  les  étuis , nommés  émis  de  Math^ 
mariques,  un  demi-cercle  gradué,  c’eft-à-cfire  divifé  en  fes  180 
degrés,  ôc  par  le  moyen  de  ce  demi-cercle  on  décrit  aifément 
un  angle  de  tel  nombre  de  degrés  que  l’on  veut. 

130.  Problème.  L’apothème  OR  ( Fig.  75.)  d’un  polygone  étant 
donné,  conjlruire  ce  polygone^ 
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Suppofons  que  le  polygone  demandé  foit  un  pentagone  ;j’éle- 
ve  fur  l’extrémité  R de  l’apotheme  OR , une  perpendiculaire 
indéHnie  A£ , & comme  l’angle  au  centre  d’un  pentagone  eft  de 
72  degrés  ; je  fais  à l’autre  extrémité  O de  l’apotheme  OR  deut( 
angles  AOR , EOR,  l’un  d’un  côté  & l’autre  de  l’autre , chacun 
de  5^  degrés,  c’e(l-à-dire  de  la  moitié  de  72  ; ainH  ces  angles 
étant  aigus  > leurs  côtés  AO , EO  font  inclinés  fur  OR , du  côté 
de  la  perpendiculaire  AE , fie  par  conféquem  ils  doivent  couper 
cette  perpendiculaire  en  des  points  A , E ; fie  comme  dans  les 
triangles  ARO,ERO,  le  côté  OR  efl  commun  > fie  que  les  an- 
gles AOR , ARO  faits  fur  ce  côté , font  égaux  chacun  à chacun 
aux  angles  ERO , EOR , faits  fur  le  même  côté , il  s’enfuit  que 
ces  deux  triangles  font  égaux  (M  100.  ) ; donc  l’angle  OAR  eil 
égal  à l’angle  OER , fie  partant  le  triangle  AOE  eft  ifofcele,  fie 
l’angle  de  fon  fommet  eft  de  72  degrés,  ou  la  cinquième  partie 
de  la  circonférence.  Aind  du  point  O pris  pour  centre , fie  avec 
le  rayon  OA  ou  OE  , décrivant  une  circonférence,  fie  portant 
encore  quatre  fois  la  bafe  AE  fur  cette  circonférence  de  E en 
D,  de  D en  C,  fiée,  oaaura  un  pentagone  régulier,  dont  l’apo- 
theme  cft  OR,  tel  qu’on  le  demandoit;  ce  qui  fe  démontre  com- 
me dans  le  Problème  précèdent. 

131.  PROBLEME.  Cor^ruire  un  quarré  fur  une  ligne  donnée  AD 
(Fig.éy.)  .... 

Aux  extrémités  A,  D de  la  ligne  AD,  j’éleve  deux  perpendi- 
culaires AB,  DC , que  je  fais  égales  chacune  à la  droite  AD. 
Des  extrémités  B , C , de  ces  perpendiculaires , je  mene  la  droite 
BC  fie  la  figure  ABCD , ell  le  quarré  demandé. 

Car  à caufe  que  la  droite  AD  efl  perpendiculaire  fur  les  droites 
AB , DC , ces  deux  lignes  font  paralelles  entr’elles  ( A^.  tf  8.  ) , fit 
à caufe  que  les  deux  points  B,  C de  la  droite  BC  font  également 
éloignés  de  la  dtoite  AD,  les  deux  lignes  BC,  AD  font  paralel- 
les ( N.  78.  ) égales  fit  également  inclinées  entre  les  paralelles 
AB,  CD  {N.  TJ.)\  mais  AD  ell  perpendiculaire  entre  les  deux 
AB,  CD  , donc  BCl’eft  aufTi,  fit  par  conféquem  tous  les  angles 
de  la  figure  étant  droits,  fit  tous  les  côtés  égaux  , cette  figure  efl 
en  quarré  ( N.  1 12.)  fait  fur  le  côté  demandé. 

132.  Problème.  Deux  des  cotés  inégaux  AD,  AB  (Fig.  66.) 
dun  re(l angle  étant  donnés,  conjlruire  ce  reôl angle. 

J’éleve  AB  perpendiculairement  fur  l’extrémité  A , du  côté 
AD,  puis  du  point  B , je  mene  une  paralelle  à la  droite  AD , fit  du 

point 
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point  D une  paralelle  à la  droite  AB,  laquelle  coupe  l’auttè  pa»' 
lelle  en  C , & la  figure  ABCD  eft  le  reâangle  demandé. 

Car  les  deux  droites  AB , DC  étant  paralelles  entre  les  para- 
lelles  AD  , BC  , font  égales  & également  inclinées  ; {N.  77.  ) 
or,  AB  eft  perpendiculaire  fur  AD  i donc  DC  l’eft  auflî , & par 
la  même  raifon , les  droites  AD , BC  font  égales  & également 
inclinées,  & la  droite  BC  eft  perpendiculaire  fur  les  deux  AB, 
DC;  donc  la  figure  a fes  quatres  angles  droits,  fie  les  côtés  oppofé  , 
paralelles;  donc  elle  eft  un  reâangle,  {N.  1 15.)  & ce  reétangle 
eft  tel  qu’on  le  demandoit. 

133.  Problème.  Deux  des  tStés  inégaux  AD  ^ AB  (Pun  para-~ 
lellogramme  (Fig.  6-j.)  étant  donnés ^ conftruire  ce paralellogramme. 

Je  fais  faire  aux  deux  côtés  donnés  un  angle  BAD  ég^al  à l’an- 
gle donné  ; de  l’éxtrémité  B je  mene  une  paradelle  à AD , ôc  de 
l’extrémité  D une  paralelle  à AB,  laquelle  coupe  l’autre  para- 
lelle en  C , & la  figure  ABCD  eft  le  paralellogramme  demandé; 
ce  qui  fe  démontre  comme  à l’égard  du  teâangle. 


, CHAPITRE  IV. 

De  la  puijjance  des  Lignes. 

[1 3413  PuiJJdnce  d’une  ligne , nous  n’entendons  ici 

J[  que  fa  fécondé  puiftance,  c’eft-à-dire  le  quarré  d’une  li- 
gne, ôêceque  nous  nous  propofons , c’eft  de  fçavoir  combien  le 
quarré  d’une  ligne  divifée  en  plufieurs  parties  égales  ou  inégales 
contient  de  quarrés*de  fes  parties^  ôc  de  produits  des  unes  par 
les  autres , ôc  aufli  quel  eft  le  rapport  de  quarrés  de  ces  parties 
à quelques  produits  des  unes  pat  les  autres,  ôcc.  ce  que  l’on  en- 
tendra mieux  par  les  Propofitions  fuivantes. 

1 3 y.  PROBLEME.  Faire  le  produit  de  deux  lignes  données  AB 
’AC(Fig.  77.)  * 

J’éleve  AB  perpendiculairement  fur  AC  ; je  mene  BD  para- 
lelle^ AC  ôc  CD  paralelle  à AB  ; ce  qui  forme  un  reâanglç 
ABDG  (N,  132.)  lequel  eft  la  même  chofe  que  le  produit  de- 
mandé ; ôc  en  voici  la  démonftration. 

Multiplier  la  ligne  AB  parla  ligne  AC,  c’eft  préndre  la  ligne 
'AB  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  la  ligne  AC.  ( Livre 
Tome  L 1 i 
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premier;  {N.  1 1.)  or,  la  ligne  AC  étant  une  fuite  de  points  , le 
point  eft  Ton  unité,  & par  conléqucnt  pour  liiultiplier  AU  par. 
AC , il  faut  prendre  AB  autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans 
AC.  Concevons  donc  que  lut  tous  les  points  de  la  ligne  AC>^ 
s’élèvent  des  perpendiculaires  égales  chacune  à AB;  ces  perpen- 
diculaires feront  paralelles  entr  elles  , (A'.  58.)  & comme  elles 
fe  toucheront  les  unes  & les  autres  dans  toute  leur  longueur , 
leur  fomme  formera  un  efpace  qui  eft  le  retlangle  ABDC  ; or> 
la  fomme  de  ces  lignes  n’efl  pas  différente  delà  première  prife» 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  AC  ou  multipliée  par 
AC  J donc  le  reftangle  ABCD , eft  égal  au  produit  de  AB  par 
AC. 


ij5.  Remarque.  On  demandera  peut  être  pourquoi  je  fais  • 
faire  un  angle  droit  aux  deux  lignes  AB,  AC  plutôt  qu’un  angle 
aigu  ou  obtus  ; & en  effet  il  patoît  d’abord  que  fi  nous  faifons 
former  aux  deux  lignes  AB,  AC  un  angle  aigu  BAC,  ( Fig.  78.) 

& que  nous  achevions  le  paralellogramme  ABCD  , comme  U 
a été  dit  ci-deffus;  (A^.  133.)  ce  paralellogramme  contiendra 
autant  de  lignes  égales  à AB  qu’il  y a de  points  dans  AB,  & que 
par  conféquentle  paralellogramme  doit  être  auffi  égal  au  produit 
des  deux  lignes;  cependant  comme  ccferoitici  une  erreur  gj:of- 
fiere , il  faut  faire  voir  en  quoi  elle  confifte,  en  montrant  qu’il  n’y 
a que  le  reftangle  qui  foit  égal  au  produit  de  ces  lignes. 

Le  point  étant  confidéré  comme  indivifible  doit  avoir  une 
longueur  & une  largeur  infiniment  petite,  ôc  partant,  nous  de- 
vons le  confidérer  comme  un  quarré  moindre  que  tout  ce  que 
nous  pouvons  imaginer  de  plus  petit,  ou  comme  un  petit  cercle 
dont  le  diamètre  eft  moindre  que  tout  ce  qu’on  pourroit  affigner 
ou  concevoir;  or,  les  lignes^  font  autre  cîiole  que  les  traces 
du  point;  c’eft  pourquoi  nous  devons  les  confidérer  comme  ayant 
toutes  une  même  largeur  infiniment  petite,  & égale  à la  largeur 
ou  à la  longueur  du  point , ou  comme  des  reôbngles  tels  qu& 
ABEH  ( Hg.  7p.  ) qui  peuvent  être  égaux  ou  inégaux  en  lon- 
gueur; mais  dont  la  largeur,  c’eft-à-dire  la  diftance  des  paralelles 
AB,  EH,  ou  la  perpendiculaire  AH  entre  ces  deux  paralelles 
«ft  toujours  la  même  6c  infiniment  petite;  cela  pofé.  • 
Suppofons  que  le  redangle  infiniment  mince  ABEH  (F/g.  7p.) 
foit  la  ligne  qu’on  veut  multiplier  par  la  ligne  AC  ; fi  nous  met- 
tons cereftan’gle  perpendiculairement  fur  la  ligne  AC,  il  eft  clair 
qu’il  ne  prendra  fur  cette  ligne  que  la  longueur  AH  d’un  points 
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c’eft  pourquoi , concevant  qu’il  y ait  une  infinité  de  re&angles 
égaux  au  reâangle  ABEH , les  uns  auprès  des  autres , le  long  de 
la  ligne  AC , & qui  lui  foient  tous  perpendiculaires  ; il  y en  aura 
cenainement  autant  que  la  ligne  AC  contient  de  points , ôc  par 
conféquent  leur  fomtne,  ou  le  premier  pris  autant  de  fois  qu’il  y 
a de  points  dans  AC,  fera  le  produit  demandé,  & ce  produit  fera 
un  redangle. 

Maintenant,  concevons  qu’une  infinité  de  reûangles  infini- 
ment minces  & égaux  chacun  au  précédent , foient  tous  égale- 
ment inclinés  fur  la  ligne  AC  ; ( Fig.  8o.  ) il  faudra  néceflaire- 
ment  que  tous  ces  reélangles  ne  s’appuyent  fur  AC  que  fur  un  an- 
gle de  leurs  bafes , ôc  qu’ils  laüTent  des  petits  triangles  reélangles 
tels  que  HTV , VXZ  qui  feront  tous  égaux  entr’eux , ( N.  i oo.  ) 
ayant  le  le  côté  TV  égal  au  côté  XZ,  l’angle  droit  HTV  égal 
à l’angle  droit  VXZ,  ôc  l’angle  T VH  égal  à l’angle  XZV,  à 
caufe  des  bafes  TV,  XZ  également  inclinées  fur  AC  ; mais  pour 
remédier  à l’inconvénient  de  ces  triangles  vuides , je  prolonge 
le -côté  RB  en  A î ce  qui  donne  encore  un  petit  triangle  reûan* 
gle  égal  à chacun  des  triangles  vuides  HTV,  ôcc.  ôc  du  point 
£,  je  mene  ES  paralelle  à AH  ; les  triangles  reâangles  ESB  , 
HAR  font  parfaitement  égaux,  {N.  102.)  à caufe  des  hypothé- 
nufes  ES,  AH  paralelles  entre  les  paralellcs  AB,  HE,  ôc  par 
conféquent  égales,  (N.  77.)  ôc  des  côtés  BE,  RH aufii égaux 
pour  la  même  raifon  ; retranchant  donc  du  reélangle  RBEH  le 
triangle  ESB , ôc  lui  donnant  en  fa  place  le  triangle  AHR . le 
paralello^ame  ASEH  fera  encore  égal  au  reélangle  RBEH  , 
ôc  faifant  la  même  chofe  à l’égard  des  autres  reélangles , nous 
aurons  le  paralellogramme  ASDC  égal  à la  fomme  des  petits 
paralellogrammes  ou  à la  fomme  des  rectangles.  Or,  les  parties 
égales  AH,  HV,  ôcc.  que  ces  paralellogrammes  prennent  fur  AC 
font  plus  grandes  que  les  épameurs  RH,  TV  ôcc.  des  redangles 
infiniment  minces  ;*donc  il  y a néceflTairement  moins  de  paralel- 
logrammes ou  de  reélangles  que  la  ligne  AC  ne  contient  de 
points,  ôc  par  conféquent  le  premier  reétangle pris  autant  de  fois 
que  la  ligne  AC  a de  points , doit  faire  une  fomme  plus  grande 
que  la  fomme  des  petits  paralellogrammes  contenus  dans  le  pa- 
ralellagramme  ASDC;  ainfi  ce  paralellogramme  n’eft  pas  le  pro- 
duit qu’on  demande , ôc  on  trouvera  toujours  qu’en  inclinant  une 
ligne  fur  l’autre , le  paralellogramme  fera  moindre  que  le  produit 
demandé. 

liij 
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137.  Remarqve  il  J’ai  dis  plus  haut  (A^.  3f.)  que  fi  deu* 
lignes  droites  fe  coupent  j elles  ne  fëizoupent  qu’en  un  point,  ôc 
dans  la  Remarque  précédente  , j’ai  fait  voir  qu’une  ligne  droite 
qui  coupe  obliquement  une  autre , prend  une  parue  plus  grande 
fur  cette  ligne  que  fi  elle  la  coupoit  perpendiculairement  ; d’oîi 
il  paroît  qu’on  peut  conclurre  que  deux  lignes  droites  peuvent  fe 
couper  en  plus  d’un  point.  Or,  de  peur  qu’on  ne  me  reproche  de 
me  contredire  moi-même  , je  vais  faire  voir  que  ces  deux  Pro- 
pofitions  n’ont  rien  d’oppofé,  pourvu  qu’on  les  entende  comme 
elles  doivent  être  entendues. 

Nous  avons  démontré  (A^.  34.  ) que  fi  deux  lignes  droites  ont 
deux  points  communs , ces  deux  lignes  ne  font  qu’une  feule  fie 
même  ligne  droite  ; fie  delà  nous  avons  conclu  que  deux  lignes 
droites  ne  peuvent  fe  couper  en  deux  points  ; c’efi-à-dire  que  fi 
deux  points  de  l’une  s’ajuilent  fur  deux  points  de  l’autre,  les  deux 
lignes  peuvent  fe  couper  : ainfi  il  ne  s’agit  que  de  faire  voir,  que 
quoique  deux  lignes  qui  fe  coupent  obliquement , fe  coupent  en 
une  partie  plus  grande  que  fi  elles  fe  coupoient  perpendiculaire- 
menr  ; cependant  il  n’y  a jamais  deux  points  de  l’une  qui  s’ajuf- 
tent  fur  deux  points  de  l’autre,  de  la  là^on  dont  nous  venons  de 
l’expliquer. 

Concevons  donc  que  deux  lignes  droites  foient  repréfentées. 
par  les  reflangles  AB,  CD  {Fig.  81.82,)  dont  les  largeurs  font 
infiniment  petites  fie  égaies,  ou  fi  l’on  veut  par  les  fuites  des  petits, 
cercles  infiniment  petits  fit  égaux  compris  dans  ces  reâangies 
fit  mettons  ces  deux  rectangles  ou  ces  deux  fuites  dfe  cercles 
perpetidiculairement  l’un  fur  l’autre , enforte  qu’ils  fe  coupent 
{Fig.  8 1 . ) le  petit  quadrilatère  dans  lequel  ces  reâangles  fe  cou- 
peront, fera  un  quarré,  puifque  les  quatre  côtés  fe  coupent  à an- 
gles droits,  fit  qu’ils  font  égaux , à caufe  qu’étant  perpendiculai- 
res entre  les  longs  côtés  des  reCtangles,  ils  en  expriment  les  lar- 
geurs qui  font  égales  par  la  fuppofirion;  ôc  comme  les  diamètres 
des  petits  cercles  égaux,  font  égaux  chacun  à la  largeur  des  rec- 
tangles, il  eft  clair  que  le  petit  quarré  ne  peut  contenir  que  l’un 
de  ces  cercles  E;  ainfi,  fi  nous  regardons  les  reôangles  comme 
repréfentant  des  lignes  qui  le  coupent  perpendiculairement,  ces. 
lignes  nefe  couperont  qu’en  un  point  qui  fera  le  petit  quarré; 
ôc  fi  nous  regaraons  les  fuites  de  cercles,  comme  repréientans 
ces  lignes , elles  ne  fe  couperont  aulli  qu’en  un  point  qui  fera  le 
petit  cercle  E;  ôc  par  conféquent  les  deux  lignes  n’auront  de. 
commun  que  le  point  £,. 


Digitized  bv  Gf  o^k 


DES  MATHEMATIQUES. 

Maintenant,  concevons  que  les  deux  obliques  AB,  CD  foient 
obliques  l’une  (ur  l’autre,  {Fig.  82.)  ou,  (ce  qui  revient  au  même) 
que  la  ligne  CD  tourne  autour  du  point  fixe  £ ; enforte  que  l’aa> 
gle  DEB  devienne  oblique,  les  points  H,  S de  la  ligne  CD, 
voifins  du  point  E,  pourront  bien  anticiper  un  peu  furies  points 
R , T de  la  droite  AB,  voifins  du  point  E ; mais  les  deux  pre- 
miers ne  tomberont  abfolument  fur  les  deux  féconds  , que  lorf- 
que  la  ligne  CD  tombera  fur  la  ligne  AB,  de  par  conséquent, 
t|nt  que  cela  ne  fera  pas , la  droite  HS  menée  entre  les  deux 
points  H,  S de  la  ligne  CD,  ne  tombera  pas  fur  la  droite  RT 
menée  entre  les  deux  points  R,  T de  la  droite  AD;  ainfi,  ni 
les  points  H , S , ni  les  points  R , T ne  pourront  être  dits  com- 
muns aux  deux  lignes,  puifque  leurs direâions  font  difFérentes , 
& il  n’y  aura  que  le  point  £ qui  fera  abfolument  commun,  & à 
l’un  & à l’autre  ; donc  ces  deux  lignes  ne  fe-  couperont  qu’en 
un  point  commun,  quoique  la  partie  dans  laquelle  ils  fe  cou- 
pent, foit  plus  grande  que  fi  elles  fe  coupoient  perpendiculai- 
Tement 

A la  vérité  il  peut  fouvent  arriver  que  les  lignes  AB , CD 
( Fig.  82.  ) fe  coupent  obliquement,  & que  néanmoins  les  points 
H , R n’anticipent  pas  l’un  fur  l’autre , non  plus  que  les  points 
T,  S,  & alors  il  femble  qu’on  puiffe  dite  que  les  deux  obliques 
AB,  CD  ne  fe  coupent  pas  en  une  partie  plus  grande  que  fi  elles 
étoient  perpendiculaires  cntr’elles.  Mais  il  faut  obferver  que  le 
point  H étant  tout  entier  hors  du  point  £ , le  point  E ne  peut 
. pafTer  de  la  pofition  £ à la  pofition  H , à moins  que  pendant  ce 
mouvement,  fon  centre  ne  parcourre  futîteflivementla  diftance 
qui  efi  entre  lui  & le  centre  du  point  H ; ainfi  le  point  £ paffant  en 
H,  prend  plufieurs  pofltions  intermédiaires  entre  la  pofition  E ôc 
la  pofition  H ; par  la  même  raifon  , le  même  point  £ paflknt  de 
la  pofîtion  £ à la  pofition  R , prend  plufieurs  pofitions  intermé- 
diaires entre  la  pofition  £ fie  la  pofition  R;  c’cÂ  pourquoi  les  po- 
lirions intermédiaires  entre  E & H , ou  du  moins  quelques  unes 
d’entt’elles  anticipent  fur  les  pofitions  intermédiaires  de  E en  R,^ 
ou  fur  quelques  unes  d’entr’elles , 6c  ces  anticipations  font  que 
deux  obliques  AB,  CD  fe  coupent  en  une  partie  plus  grande  que 
forfqu’ellcs  font  perpendiculaires;  car  quoiqu’alors  il  y ait  aufll 
des  anticipations,  telles  que  nous  venons  de  dire,  cependant 
elles  ne  font  pas  que  la  partie  coupée  foit  plus  grande  que  le  point 
E,  (Fig.  81,)  QU  que  le  petit  quarté  dans  lequel  le  point  E fa 


Dioi'i-^::!  by  Google 


E L E M E N s 

trouve,  & dans  lequel  toutes  les  anticipations  qu'on  peur  imagi- 
ner font  toujours  renfermées , foit  plus  grand.  La  fcille  infpec- 
tion  des  Figures  fait  voir  ceci  clairement. 

Il  feroit  impoflible  de  rendre  raifon  de  tout  ce  que  nous  avons 
dit  dans  le  Problème  précédent  ôc  dans  ces  deux  remarques  , R 
on  s’avifoit  de  dire  avec  Euclide  que  le  point  n’a  point  de  parties 
& la  ligne  point  de  largeur,  ôc  ce  font  cesmauvaifes  définitions 
qui  ont  donné  lieu  à bien  des  gens  d'accufer  les  Géomètres  de 
tomber  dans  des  abfurdités.  Nous  en  donnerons  encore  unexei^- 
pie  lorfque  nous  parlerons  du  cercle. 

158.  Définition.  Dans  tout  reâangle  ABDC,  (Fig.  77.) 
le  côté  AC  fur  lequel  on  conçoit  qu’il  s’appuye,  fe  nomme  iajëf 
& le  côté  AB  ou  fon  égal  CD  perpendiculaire  fur  la  bafe , fc 
nomme  hauteur.  On  déligne  un  reéiangle  par  les  quatre  lettres 
mifes  aux  quatre  angles , en  difant  le  reâangle  ABCD , ou  fim- 
plement  par  les  deux  lettres  mifes  à deux  angles  oppofés  A , D 
en  difant  le  reâangle  AD. 

13p.  Proposition  XXVII.  SJ  deux  reâlangles  ont  les  bafes 
égales  & les  hauteurs  aujfiy  ils  font  égaux. 

Chaque  reâangle  efl  le  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ; or  ; 
la  bafe  de  l’un  efl  égale  à la  bafe  de  l’autre , ôc  la  hauteur  eft  égale 
à la  hautegr  par  la  fuppofition , donc  les  deux  produits  ou  les  deux 
reélangles  ne  fauroient  être  différents. 

140.  Proposition  XXVIII.  Si  une  ligne  droite 
{Fig.  8 J.  84.)  efl  divijee  en  deux  ou  plufteurs parties  égales  ou  iné- 
gales, le  quarré  de  cette  ligne  contient  le  quarré  de  la  première  partie  ; 
plus  deux  reélangles  de  la  première  par  la  fécondé  ; plus  le  quarré 
de  la  féconde  i plus,  deux  reâlangles  •des  deux  premières  par  la  troifté- 
me  ; plus  le  quarré  de  la  troiftéme  ; plus  deux  reâlangles  des  trois 
premières  pair  la  quatrième  ; plus  le  quarré  de  la  quatrième , & ainft  de 
fuite , s'il  y a un  plus  grand  nombre  de  parties. 

Soit  la  ligne  AB  ( Fig.  83.)  divifée  en  deux  parties  AC , CD, 
je  fais  fon  quarré  AMNB;  {N.  133.)  je  prens  fur  le  côté  AM 
perpendiculaire  fur  AB  la  partie  AE  égale  a la  partie  AC , ôc  pat 
conféqucnt  la  partie  EMeft  égale  à la  partie  reftante  CB  à caufe 
de  AÉ=AC;  au  point  C j’éléve  CS  perpendiculaire  fur  AB  , 
ôc  au  point  E j’éleve  ET  perpendiculaire  fur  AM.  Les  droites 
AM , CS , BN  étant  perpendiculaires  fut  AB  font  paralelles  en- 
tPelles,  {N.  6S.)  ôc  parla  même  raifon,  les  droites  AB,  ET, 
MN  feront  auffi  paralelles  ; de  plus,  les  droites  AM,  CS , BN , 
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TCrpcndiçulaires  fur  AB,  fontauiri  perpendiculaires  furies  droites 
ET , MN  paralelles  à AB  ; ( N.  6i.  ) ainfi  toutes  ces  lignes  fe 
coupent  perpendiculairement  ôc  leurs  parties  aulfi  ; cela  pofé. 

Le  petit^quadrilatere  AEOC  ayant  fes  quatre  angles  droits  & les 
• côtés  AC,  AE  égaux  entr’eux  par  la  conflruâion,&  égaux  à leurs 
paralelles  EO , OC,  eft  par  conféq(fcnt  le  quané  de  la  partie  AC, 
de  même  le  quadrilatère  SOTN  dlle  quarré  de  l’autre  partie  CB  i 
car  fes  côtés  OT , SN  font  égaux  chacun  à la  partie  CB , puif- 
qu’ils  font  perpendiculaires  entre  les  paralelles  CS,  BN  ; ôc  par 
la  même  raifon,  les  deux  autres  côtés  OS,  TN  font  auHi  égaux 
chacun  à EM  = CB  ; enfin  les  deux  reftangles  EMSO,  OCBT, 
ayant  le  côtéOC  = OE,  & le  côté  EM  égal  au  côté  CB-font 
égaux  entr’eux,  ôc  égaux  chacun  au  produit  de  la  partie  AC  parla 
partie  CB;  donc  le  quarréAMNBde  la  droite  AB  divifée  en  deux 
parties  AC,  ,CB  contient  le  quarré  AEOC  de  la  première  partie 
AC  plus , deux  reftangles  EMSO , COTB  de  la  première  partie 
par  la  fécondé  ; plus  le  quarré  OSNT  de  la  fécondé. 

De  même  , foit  la  ligne  AB  ( Fi^.  84.  ) divifée  en  trois  parties 
'AC,  CD,  DB;  je  fais  fon  quarré  AMNB,  6c  des  points  de 
divifion  C , D,  J’éleve  fur  DB  les  perpendiculaires  CS , DT  ; je 
prens  fur  le  côté  AM  la  partie  AE  égale  à la  partie  AC  ; la  partie 
EH  égale  à la  partie  CD  , ôc  par  conféquent  la  troifiéme  partie 
HM  eft  égale  à la  troifiéme  partie  DB  ; enfin,  des  points  E,  H, 
j’éleve  fur  AM  les  perpendiculaires  EZ,  HX;  ainli  ces  perpen- 
diculaires coupent  pevpendiculairement  les  perpendiculaires  me- 
nées fur  AC,  par  les  raifons  que  nous  atons  déjà  dites,  ôc  toutes 
ces  perpendiculaires  forment  entr’elles  des»reûangles. 

Or,  le  reôlangle  AEOC  eft  le  quarté  de  la  première  partie 
AC  à caufe  de  AE  = AC;  les  deux  reftanglesEHVO,  CORD 
font  égaux  entr’eux , ôc  valent  chacun  le  produit  de  la  partie  AC 
par  la  partie  CD , à caufe  du  côté  EO  égal  au  côté  CO  ou  AC , 
ôc  du  côté  EH  égal  au  côté  CD;  le  reSangleVORP  eft  le  quarré 
de  CD  à caufe  du  côté  OR*=CD  ôc  du  côtéOV  = EH  = CD; 
les  deux  reâangles  HMSV,  DRZB  font  égaux  chacun  au  pro- 
duit de  la  partie  AC  par  la  partie  DB , à caufe  des  côtés  égaux 
HM,  DB,  ôc  des  côtés  HV , DR  égaux  chacun  au  côté*\C 
ou  AE;  les  reêlangles  VSTP,  RPXZ  font  auflî  égaux  enrr’eux 
ôc  au  produit  de  la  partie  CD  par  la  partie  DB , à caufe  du  côté 
VP  ou  CD  égal  au  côté  PR  = HE  = CD  ôc  du  côté  SV  ou  MH 
égal  au  côté  RZ  ou  DB  , enfin  le  rectangle  FTNX  eft  le  quarré 
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de  DB , à caufe  du  côté  PX  ou  DB  égal  au  côté  PT  ou  HM  > 

donc  le  quarré  de  la  droite  AB  divifée  en  trois  parties  AC,  CD  , 

DB  contient  le  quarré  AEOC  de  la  première  partie  ; plus  deux 

f>roduits  HEOV,  CORD  de  la  première  par  la  fécondé;  plus  > 
e quarré  OVPR  de  la  fécondé  ; plus , deux  reûangles  HMSV  , • 

DRZB  de  la  première  par  la^roifiéme  joints  à deux  reâangles 
VSTP,  RPXZ  de  la  fécondé  par  la  troifiéme  ; ce  qui  fait  en- 
lèmble  deux  reâangles  des  deux  premiers  par  la  troifiéme  ; plus 
le  quarré  PTNX  de  la  troifiéme , 6c  ainfi  des  autres. 

14*1.  Corollaire.  Lorfquune  ligne  Alà  efidivijee  en  deux  ou 
plufteurs  parties  (Fig.  8 j.  84.  ) la  diagonale  de  fin  quarré  AMNB 
coupe  en  deux  également  tous  les  quarrés  des  parties  de  cette  ligne. 

La  diagonale  AN  {Fig.  83.)  coupe  le  Quarré  AMNB  en  deux 
triangles  parfaitement  égaux;  {N,  iip.)  or,  ces  triangles  étant 
reâangles  & ifofceles  , les  deux  angles  fur  la  bafe  de  chacun 
d’eux , doivent  valoir  enfemble  un  droit , puifque  les  trois  angles 
de  tout  triangle^  valent  enfemble  deux  droits;  (A',  py.)  donc 
chaque  angle  fur  la  bafe  doit  valoir  enfemble  un  demi  droit , ôc 
par  conféquent  la  diagonale  AN  doit  couper  l’angle  droit  MAC 
du  quarré  AMNB  en  deux  également.  Or , la  diagonale  AO  du 
quarré  EACO  coupe  aulli  le  même  angle  droit  EAD  en  deux 
également , par  la  même  raifon  ; donc  la  diagonale  AN  tombe 
lûr  la  diagonale  AO , ôc  paffe  par  le  point  O ; d’où  il  fuit  qu’elle 
coupe  auifi  le  quarré  EACO  en  deux  également.  Maintenant  les 
angles  égaux  EOA  , AOC  font  égaux  auipangles  SON , TON 
qui  leur  font  oppofés  ai/  fommet  ; ( 4p  ) donc  la  ligne  AN 
coupe  audi  en  deux  4gRlcmement  l’angle  droit  SOT  du  quarré 
SOTN  y ôc  par  conféquent  cette  diagonale  AN  tombe  fur  la 
diagonale  ON  du  quarré  SOTN  ôc  le  divife  en  deux  également  > 
ainfi  des  autres. 

142.  Corollaire.  Si  une  ligne  AB  ejl  divifie  (Fig.  8 y.)  en 
plufteurs  parties  égales , fin  quarré  contient  autant  de  fois  le  quarré 
de  P une  de  fis  parties,  qu'il  y a (P  unités  dans  le  quarré  dunornbre  de 
parties.  ^ 

Suppofons  que  la  ligne  AB  ait  3 parties,  Je  fais  fon  quarré  ; des 
points  de  divifion  j’éleve  des  perpen?liculaires  fur  AB;  je  divife 
AM  en  un  même  nombre  de  parties , ôc  des  points  de  divifion 
je  mene  des  perpendiculaires  fur  AM.  Il  e(l  vilible  par  cette  conf< 
truûion  que  j’aurai  p quarrés  égaux  au  quarré  AO  de  la  première 
partie  AC  : or , p e(l  le  quarré  du  nombre  3 des  parties.  Donc  , 

ôcc. 
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écc.  & ainfi  des  autres,  & la  raifon  en  edque  le  quarré  AMNB 
n’eft  autre  chofe  que  le  produit  de  la  ligne  AB =5  par  la  ligne 
AM=  3 , lequel  produit  eft  9. 

14;.  Corollaire.  Delà,  U fuit  que  le  quarté  d’une  ligne 
coupée  en  deux  égslement  eft  quadruple  du  quarté  de  fa  moitié, 
que  le  quarté  d’une  ligne  coupée  en  trois  également  eft  noncu-" 
pie  du  quarré  de  Ibn  tiers , &c. 

' 144.  Proposition  XXIX.  Si  une  ligne  droite  AB  (Tig.  Stf.) 

divifie  en  plufieurs  parties  égales  eu  inégales  AC  , CD  , DB,  le 
produit  ou  re6iangle  de  la  ligne  AB  par  une  autre  ligne  AM , eft  égal 
d la  fomme  des  produits  ou  reÜangles  de  chaque  partie  par  la  ligne 

AM. 


Sur  tous  les  points  de  dividon  de  la  ligne  AB,  féleve  les  per- 
pendiculaires CS , DT,  & le  reâangle  AMNB  eft  divifé  en  trois 
autres  reâangles  AMSC , CSTD , DTNB  dont  le  premier  eft 
Je  produit  ou  le  leétangle  de  la  partie  AC  par  la  droite  AM  le 
fécond  eft  le  produit  ou  le  reâangle  de  la  fécondé  partie  CD 

Ear  CS  = AM,  & le  troifiéme  eft  le  produit  ou  le  reélangle  de 
i troiliéme  partie  DB  pat  DT = AM  ; or  ces  trois  reâangles 
compofent  le  reâangle  total  ; donc,  &c. 

143.  Proposition  XXX.  Si  une  ligne  AB  ( Fig.  87.  ) eft  di- 
viffe  en  deux  parties  inég^s  AC , CB , le  reSlangle  de  la  ligne  AB 
far  Puru  de  fis  parties  AC  eft  égal  au  re£l angle  des  deux  parties  y plus 
U quarré  de  cette  partie  AC. 

J’éleve  en  A la  perpendiculaire  AD  égal  à AC  ; /’acheve  le 
reôai^le  ADEB , & du  point  C j’éleve  la  perpendiculaire  CR 
fur  AB.  Le  reôangle  ADEB  eft  donc  le  reâangle  de  la  droite 
AB  pat  fa  partie  AC  ou  AD  ; le  reâangle  ADRC  eft  le  quand 
de  la  partie  AC , & le  reétangle  CREB  eft  celui  des  deux  par- 
ties BC , CA  ou  CR  ; or,  il  eft  vilible  que  le  reâangle  ADEB 
eft  égal  au  quarré  ADRC , plus  le  reâangle  CREB. 

145.  Proposition  XXXI.  Si  une  ligne  droite  AB  (Fig.  88.) 
eft  drvifie  en  deux  parties  égales  AC,  CB,  & en  deux  inégales  AD, 
DB  y le  reSlangle  des  deux  inégales  AD , J)B  eft  égal  au  quarré  delà 
moitié  AC  de  la  ligne  t moins  le  quarré  de  la  partie  DC  interceptée 
entre  les  points  de  divifion  D , C. 

Je  Jais  d’une  part  le  quarré  AMNC  de  la  moitié  AC , & j’en 
retranche  le  quarré  DHRC  de  la  partie  DC  ; ce  qui  me  donne  un 
refte  AMNRHD  qui  eft  une  efpece  d’équerre , qu’on  nomme 
ordinairement  un  Gnomon,  De  l’autre  côté  j’éleve  en  D la  droite 
Tome  I.  Kk 
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DE  pemendiculaire  fur  AB  & égal  à AD  , & achevant  le  rec- 
tangle DEFB;  le  rectangle  eft  le  même  que  celui  des  parties 
inégales  AD,  BD;  ainli  il  s’agit  de  faire  voir  que  le  gnomon 
AiMNKHD  cft  égal  au  redangle  DEFB , & pour  cela  : 

Je  prolonge  RH  en  S , ce  qui  divife  le  gfTomon  en  deux  rec- 
tangle SN  , SD  ; je  prolonge  aulTi  NC  en  P , ce  qui  divife  le 
redangle  DEFB  aufli  en  deux  re£langles  DP , PB  : or  les  rec- 
tangle SN  , PB  font  égaux  ; car  à caufe  de  CN  = CA  , 6c  de 
CR  = CD,  nous  aurons  NR=AD  = DE  = CP  ; c’eft-à-dire 
les  deux  côtés  NR,  CP  font  égaux,  de  même  que  les  deux 
autres  côtés  MN,  CB,  à caufe  de  MN  = AC=CB,  ôc  les 
deuxreûangles  SD , DP  fontaudî  égaux,  à caufe  de  AD  = DE  , 
& de  DC=DH  ; donc  , le  gnomon  eft  égal  au  reétangle 
DEFB. 

147.  Corollaire.  Donc  le  rectangle  des  parties  inégales  ; plus  le 
quarréde  la  partie  interceptée  DC,  eft  égal  au  quarréde  la  moitié  de  la 

ligne.  Par  laPropofition  précédé  me,  nous  avons  AD  xDB  = AG 

i — CD;  donc  en  ajoutant  CD  de  part  6c  d’autre,  nous  aurons 

ADxDB-+-'CD=Âa 

148.  Proposition  XXXII.  Si  à une  ligne  droite  AB  (Fig.  8p.) 
divijee  en  deux  parties  égales  AC , CB,  on  ajoûte  une  autre  ligne 
droite  AD,  /f  reâlangle  de  toute  la  ligne  DB  par  F ajoûtée  AD , eft 
égale  au  quarré  de  la  ligne  DC  compofée  de  la  moitié  AC  Ô"  de  fa- 
joûtée  AL) , moins  le  quarré  de  la  moitié  AC  de  la  ligne  AB. 

• Je  fais  d’une  part  le  quarré  DMNC  de  la  ligne  DC  , 6c  j’en 
retranche  le  quarré  AHRC  de  la  ligne  AC,  ce  qui  donne  un 
refte  ou  gnomon  DMNRHA.  De  l’autre  part,  j’éleveen  D une 
droite  DE  perpendiculaire  fur  DB  6c  égale  à DA,  6c  achevant  le 
reélangle  DEFB  ce  reôtangle  eft  le  même  que  celui  de  DB 
par  DA  ; ainfi  il  eft  queftion  de  faire  voir  que  le  gnomon 
DMNRHA  eft  égal  au  reftangle  DEFB,  6c  pour  cela: 

Je  prolonge  RH  en  S , ce  qui  divife  le  gnomon  en  deux  rec- 
tangles SN  , SA;  je  prolonge  aulTi  NC  en  P;  ce  qui  divife 
le  reélangle  DEFB  en  deux  autres  DP , PB  : or  à caufe  de 
DC=CN,  ôc  de  AC=  CR  nous  avons  NR  = DA  = DE,  6c 
à caufe  du  quarré  DMNC,  nous  avons  MN=NC;  donc  les 
deux  reétangles  SN , DP  qui  ont  les  côtés  NR , MN  égaux  cha- 
cun à chacun  aux  côtés  DC,  DE  font  égaux.  De  même  nous 
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avons  DA  = UE  = CP,  & AH=AC  = CB  ; donc  les  deux 
reâangles  SA,  PB  qui  ont  les  côtés  DA,  AH  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  CP , CB  font  égaux , £c  pat  conféqucnt  le 
gnomon  eft  égal  au  reûangle  DEFB. 

Remarque,  Les  deux  Propofitions  préjj^dentes  reviennent 
fouvent  dans  la  Géométrie , fie  l’on  fera  fort  bieit  de  fe  les  rendre 
familières. 

14p.  Proposition  XXXIII.  Si  d’un  point  O pris  fur  la  diago- 
nale AC  d un  rt£l  angle  oudun  paralellogramme  ABCD,  (Fig.  p o.  p i .) 
on  mene  des  droites  RS , TV  paralelles  aux  cotés  AD , DC  ; lespara- 
tellogrammes  RDVO,  TOSB  par  lefquels  la  diagonale  ne  pajfe  pas  ^ 
font  égaux. 

La  diagonale  divife  le  reflangle  ou  le  paralello^amme  en  deux 
triangles  ADC,  ABC  parfaitement  égaux,  (M  118.)  6c  les 
droites  RS,  TV  divifent  chacun  de  ces  triangles  en  deux  autres 
triangles , ôc  un  reftangle  ou  paralellogramme  : or , le  reâangl^ 
ou  paralellogramme  AROT  étant  aulfi  divifé  en  deux  triangles 
égaux  par  fa  diagonale  AO , le  triangle  ARO  eil  égal  au  triangle 
ATO,  fie  par  la  même  raifon,  dans  le  reêtangle  ou  paralello- 
gramme OVeS  , le  triangle  OVC  eft  égal  au  triangle  OSC; 
donc  fl  nous  retranchons  du  triangle  ADC  les  deux  triai^les 
ARO,  OVC;  ôc  du  triangle  ABC  les  deux  triangles  ATO, 
OSC;  le  reâangle  ou  paralellogramme  RDVO  qui  reftera  d’une 
part,  fera  égal  au  reâangle  ou  paralellogramme  TOSB  qui  ref- 
tera de  l’autre. 


CHAPITRE  V. 

Des  Raiforts  > Proportions  & ProgreJJîons  Géométriques  des 

Lignes. 

,yo.rpOut  efpace  compris  entre  deux  paralelles  qui  ne  font 
X point  bornées  pat  des  perpendiculaires  ou  des  obliques  , 
fe  nomme  Efpace  paralelle.  ^ 

Les  efpaces  paralelles  étant  indéfinis  ôc  non  terminés  de  part  6c 
d’autre , le  plus  ou  moins  de  longueur  des  paralelles  n’augmente 
ni  ne  diminue  leur  grandeur,  ôc  l’on  peut  confiderer  ces  paralel- 
les comme  infiniment  prolongées. 

Kki; 
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IJI.  PROPotiTlON  XXXIV.  Si  les  perpendiculaires  , rp 
(Fig.  pz.)  ou  les  egalement  inclinées  TS  , ts  eomprifes  entre  deux 
espaces  paralelles  ABCD,  abcd  font  égales,  les  ejpaces paralelles font 
égaux , er  fi  les  ejpaces  paralelle!  font  égaux , les  perpendiculaires  ou 
les  également  itulméff  font  égales. 

Je  porte  l'efpace  AfiCD  fuTÏefpaiceaècd,  en  mettantla  droite 
indéfinie  CD  fur  l’indéfinie  cd,  de  façon  que  le  point?  de  la 
perpendiculaire  RP  tombe  fur  le  point  p de  la  perpendiculaire  rp  ; 
ces  deux  perpendiculaires  étant  égalés,  tomberont  l’une  fut  l’au- 
tre ; car  d’un  ménYe  point  p,  on  ne  peut  élever  deux  perpend^ 
culaires  fur  une  même  ligne;  (N.  $i.)  ainfi  la  droite  indéfinie 
AB  tombera  fur  la  droite  indéfînieo^  à caufe  que  par  un  même 

f)oint  R on  ne  peut  mener  deux  différentes  paralelles  à une  même 
igné,  ( ) & parconféquent  les  deux  efpaces  paralelles  fe- 

ront parfaitement  égaux  : on  prouvera  de  la  même  façon  que  fi 
*deux  également  inclinées  TS , ts  font  égales , les  efpaces  para- 
ielles  font  égaux.  Ce  qu’il  falloir , i**.  démontrer. 

Si  l’on  prétend  que  les  deux  efpaces  étant  égaux , les  perpenr 
diculairesRP,  rp  ou  les  inclinées  TS,  ts  foient  inégales,  je  mets 
l’indéfinie  CD  fur  l’indéfinie  ed  ,*  enforte  que  le  point  P de  la 
perpendiculaire  RP , tombe  fur  le  point  p de  la  perpendiculaire 
rp-,  ces  deux  perpendiculaires  tomberont  l’une  mrl autre;  mais 
comme  on  les  fuppofe  inéjrales , le  point  R tombera  au-delà  de 
r : par  exemple,  en  Q,  fi  RP  eft  plus  grande  que  rp,  qm  endeçà 
du  point  r : par  exemple,  en^,  fi  RP  eft  moindre  quer/>;  6c 
dans  l’un  & l’autre  de  ces  cas , la  paralelle  AB  ne  tombera  point 
fur  la  paralelle  AB,  puifqu’elle  paüera  ou  par  Q ou  par  ^ , & les 
deux  efpaces  parelelies  ne  feront  pas  égaux  ; ce  qui  eft  contre  la 
fuppofition.  Donc,  fi  les  efpaces  paralelles  font  égaux , les  perpen- 
diculaires font  néceffairement  égales  ; & on  prouvera  de  même 
que  les  efpaces  étant  égaux , les  également  inclinées  font  égales  ; 
ce  qu’il  failoit , a°.  démontrer. 

I y 2.  Corollaire.  Ce  que  nous  venons  de  dire  feroit  encore 
vrai , fi  les  également  inclinées  LH , ts  étoient  inclinées  en  dif- 
férent fens  ; car  il  n’y  auroit  qu’à  renverfer  l’efpace  ABCD  fur 
l’efpace  abcd-,  c’eft-à-dire,  mettre  l’indéfinie  AB  fur  l’indéfinie 
cd,  de  façon  que  la  paralelle  CD  tombât  du  côté  de  la  paralelle 
ab,  & que  le  point  L de  l’inclinéeLH  tombâtfur  le  point  s de  l’in- 
clinée rr;  car  alors  ces  deux  inclinées  fe  trou  veroient  inclinées  du 
même  fens,  ôc  l’on  démontreioit  les  mêmes  chofes que  ci-dcflus. 
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1J3.  Proposition  XXXV.  Si  après  avoir  mené  dans  un 
tfpace  paralelle  ABCD  ( Fig.  P3.  P4.)  une  perpendiculaire  EH,  & 
tant  a autres  lignes  inégalement  inclinées  eju  on  voudra , LM,  NQ, 
TV  , ficc.  on  divife  la  perpendiculaire,  ou  telle  inclinée  quon  vou- 
dra, en  deux  ou  plufteurs  parties  égales  ou  inégales,  & que  des  points 
de  dtvifion  de  cette  ligne , en  mene  des  paralelles  aux  paralelles  AB , 
CD  ; je  dis  que  les  autres  lignes  menées  entre  ces  deux  paralelles 
AB , CD  feront  divifles  par  les  parcelles  menées  entre  deux  , en  même 
raifon  que  la  ligne  qui  aura  été  premièrement  divifêe. 

Su^ofons  que  l’inclinée  LM  ait  été  divilée  en  deux  parties 
LP,  PM(f/>.  P3.  ) qui  foient  entr’elles  en  tel  rapport  qu’on  vou- 
dra, & que  du  point  dedivilion  P on  ait  mené  la  droite  XPZ  pa- 
ralelle aux  paralelles  AB,  CD.  Je  conçois  que  de  tous  les  points 
de  la  ligne  LM,  foient  menées  des  paralelles  à AB  ou  à CD, 
toutes  ces  paralelles  diviferont  l’efpace  paralelle  ABCD , en  au- 
tant d’autres  efpaces  paralelles  que  la  ligne  LM  contiendra  de 
perites  parties  égalés  ; & comme  la  ligne  LM  ell  également  in- 
clinée fur  toutes  ces  paralelles , puifque  les  angles  du  même  côté 
font  tous  égaux , 6c  que  par  conféquenr  routes  fes  parties  égales 
font  également  inclinées  dans  leurs  petits  efpaces  paralelles , il 
s’enfuit  que  tous  ces  petits  efpaces  font  égaux  entr’eux  ; {N.  131.) 
or,  la  perpendiculaire  EH  ôc  les  autres  inclinées  NQ , ôcc.  font 
divifées  par  les  petits  efpaces  paralelles  égaux  chacun  en  un  même 
nombre  de  parties  que  la  ligne  LM,  6c  à caufe  que  chacune  de 
ces  lignes  n’eft  pas  plus  inclinée  dans  un  petit  efpace  que  dans 
un  autre , toutes  les  parties  de  chacune  d’elles  font  égales  entte- 
elles  ; (N,  131.)  ainli , comme  il  n’y  a pas  plus  de  petits  efpaces 
de  L en  P que  de  E en  0, 6c  de  P en  M que  de  O en  H ; il  s’en- 
fuit que  le  nombre  de  parties  égales  de  LM  comprifes  dans  fa 
partie  LP , eft  au  nombre  des  parties  égales  comprifes  dans  fa 
partie  PM , comme  le  nombre  de  panies  égales  de  la  perpendi- 
culaire EH  comprifes  dans  fa  partie  EO , eft  au  nombre  de  par- 
ties égales  comprifes  dans  OH  ; c’eft-à-dire  LP.  PM  : : EO.  OH, 
6c  parrant  la  perpendiculaire  EH  eft  divitée  en  O , en  même  rai- 
fon que  l’inclinée  LM  en  P. 

Et  on  prouvera  de  même  que  les  autres  inclinées  NQ,  TV, 
ôcc.  font  divifées  par  XZ , en  même  raifon  que  la  droite  LM  , 
6c  ce  feroit  encore  la  même  chofe  ft  la  ligne  LP  avoit  été 
divifée  en  un  plus  grand  nombre  de  parties  LP , PS , SM , 

Kk  11) 
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ij^.  Corollaire  I".  U fuit  delà  que  Us  ejpaces  paralelles  iné- 
gaux y font  entr'eux  comme  les  perpendiculaires  ou  comme  les  égale- 
ment inclinées  entre  ces  paralelUs , cir  que  les  perpendiculaires  ou  Us 
également  inclinées  entre  Us  ejpaces  paraUlles  inégaux , font  entr’elUs 
comme  Us  ejpaces. 

Car  le  nombre  des  petits  efpaces  égaux  contenus  dans  l’efpace 
paralelle  ABXZ,  {Hg.  P5«)  cft  au  nombre  des  petits  efpaces 
égaux  contenus  dans  l’efpace  XZCD , comme  le  nombre  de  par- 
ties égales  contenues  dans  la  parte!  EO  de  la  perpendiculaire  ÈH, 
cft  au  nombre  des  parties  égales  contenues  dans  la  partie  OH  ; & 
partant  l’efpace  paralelle  ABXZ,  eft  à l’efpace  XZCD , comme  la 
partie  EO  de  la  perpendiculaire  cft  à la  partie  OH , ou  comme  la 
partie  LP  de  l’oblique  LM , eft  à la  partie  PM  de  cette  même 
oblique  ; c’eft-à-dire  que  ces  deux  efpaces  ABXZ  XZCD  font 
entr’eux  comme  leurs  perpendiculaires  LO , OH  ou  comme  leur 
également  inclinées  LP , PM. 

De  même , puifque  la  perpendiculaire  EO  contient  autant  de 
parties  égales  que  Pefpace  paralelle  ABXZ  contient  de  petits 
efpaces  paralclles  égaux,  & que' la  perpendiculaire  OH  contient 
autant  de  ces  mêmes  parties  égaies  que  l’efpace  XZCD , con- 
tient de  mêmes  petits  efpaces  égaux  ; il  s’enfuit  que  la  perpen- 
diculaite  EO  eft  a la  perpendiculaire  OH,  comme  l’elbace  pa- 
ralelle ABXZ  eft  à l’efpace  XZCD  ; & la  même  choie  doit  fe 
dire  des  également  inclinées  LP.  PM. 

tyf.  CoROLAiRE  II.  De- ce  que  nous  avons  trouve  {N.  lyj-) 
LP.  PM::EO.  OH  nous  pouvons  dire  en  compofant  LP-t-PM. 
PM  : ; EO  OH.  OH  ou  LM.  PM  : : EH.  OH.  Car  il  eft  clair 
que  le  nombre  de  parties  égales  contenues  dans  LM  eft  au  nom- 
bre de  parties  égales  contenues  dans  fa  partie  PM,  comme  le 
nombre  de  parties  égales  contenu  dans  EH  eft  au  nombre  de  par- 
ties égales  contenues  dans  OH , puifque  le  nombre  de  parties 
contenues  dans  LM , eft  égal  au  nombre  de  parties  contenuës 
dans  EH  ; de  même  que  le  nombre  de  parties  contenuës  dans 
MP , eft  égal  au  nombre  de  parties  contenuës  dans  HO  : & on 
prouvera  de  la  même  façon  que  LM.  PL  : : EH.  OE.  D’où  l’on 
tire  cette  régie  générale  ; que  fi  deux  ou  plufieurs  lignes  LM , EH 
font  divifies  chacune  en  d^x parties  qui  foient  en  proportion;  chaque 
partie  de  F une  ejl  à toute  fa  ligne , comme  la  partie  JemblabU  de  Fau- 
tre  ejl  àtoutefa  ligne , ôc  cette  réglé  s’étend  aufli  à deux  ou  plufieurs 
lignes  LM , EH  ( lig.'ÿ^.  ) qui  feroient  divifées  en  un  plus  grand 
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nombre  de  parties  proportionnelles  entr’elles  ; ce  qui  fe  ddmcn- 
tre  toujours  de  la  même  façon. 

IJ 5.  Corollaire  III.  Par  un  raifonnement  femblable  à ce- 
lui que  nous  venons  de  faire  dans  le  Corollaire  précédent , on 
prouvera  aifément  que  fi  deux  lignes  LM , EH  (f%.  pj.)  font 
divifées  en  deux  parties  proportionnelles , en  forte  qu’on  ait  LP , 
PM  ; : EO , OH , on  peut  faire  fur  ces  quatre  termes  tous  les 
changemens  dont  nous  avons  parlé  dans  le  premier  Livre  tou- 
chant les  proportions  {N.  275,  280,  &c.)  j & il  y aura  toujours 
proportion  ; ainfi  on  a le  plaifir  de  voir  que  les  vérités  Mathéma- 
tiques fe  prouvent  par  dinérens  principes  dont  les  uns  ajoutent  de 
la  clarté  aux  autres. 

. 1 J7.  Corollaire  IV.  Siplufteurs  lignes  droites  LM , 

( Fig.  9 J.  94.  ) comprifes  entre  deux  paralelles  AB,  CD , font  coupées 
en  deux  ou  plufieurs  parties  proportionnelles  enir  elles , les  lignes  droi- 
tes menées  par  les  points  de  divijion  de  ces  lignes  font  paralelles  aux 
paralelles  AB  , CD. 

Les  droites  LM,  EH  93.)  font  divifées  proportionnel- 
lement aux  points  P,  O,  fi  l’on  veut  que  la  droite  menée  du 
point  O au  point  P , ne  foit  pas  paralelle  aux  droites  AB,  CD , la 
paralelle  menée  du  point  O coupera  donc  LM,  ou  en  delfous 
de  P comme  en  R , ou  en  deflus  comme  en  S , fuppofons  que 
cette  paralelle  coupe  en  R j donc  à caufe  de  OR  paralelle  aux 
paralelles  AB,  CD,  nous  aurons  EO,  OH::LR,  RM  [N.  i J3.)|; 
■or  par  la  fuppofition  , nous  avons  aufii  EO  , OH  : : LP , PM  ; 
ainfi  les  deux  raifons  LR , RM , & LP , PM , étant  chacune  éga- 
le à la  raifon,  EO,  OH , feront  égales  entr’elles;  donc  nous  au- 
rons LR,  RM  : : LP  , PM , ce  qui  eft  im*poffible , car  l’antécé- 
dent LR,  eft  plus  grand  par  rapport  à fon  conféquent  RM  , que 
l’antécédent  LP , par  rapport  à fon  conféquent  PM. 

• De  même  fi  la  paralelle  menée  du  point  O coupoit  LM  en  S , 
nous  aurions  EO,  OH  : : LS,  SM  ( A^.  1 JJ.  ) , & par  la  fuppo- 
lition  nous  aurions  aufii  EO , OH  : : LP , MP  ; donc  LS , SM  : ; 
LM,  MP , ce  qui  eft  encore  impofiible,  puifque  LS  eft  moindre 
par  rapport  à fon  conféquent  SM  que  LP  , par  rapport  à fon 
conféquent  MP  ; donc  il  faut  nécefiairement  que  la  paralelle  me- 
née du  point  O pafie  par  le  point  M. 

Et  on  prouvera  de  même  que  fi  les  droites  LM  , EH  (Dg.94.) 
font  divifées  en  plus  de  deux  parties  proportionnelles  entr’elles, 
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les  droites  OP , RS  qui  joignent  leurs  points  de  divifion  font 
paralelles  aux  paralelles  AB  j CD. 

ij8.  Proposition  XXXVI.  5i/ifr  BA,  BC(  Fig.  py.) 
i un  triangle  ABC , fsnt  coupés  par  une  ou plufteurs  lignes  MN , ficc. 
paralelles  à la  bafe , ces  cotés  font  coupés  proportionnellement , û"  files 
cStés  font  coupés  proportionnellement , les  Ugnes  qui  les  coupent  font  pa- 
ralelles à la  bafe,  f*. 

Pat  le  fommet  B , je  mene  la  droite  RS  paralelle  à ia  bafe  ; 
ce  qui  me  donne  un  efpace  paralelle  RSAC , dans  lequel  les 
côtés  AB  y BC  font  des  inclinées.  Or  fi  les  lignes  MN  , &c.  qui 
coupent  ces  inclinées  font  paralelles  à la  bafe  AC  ou  RS , on 
démontrera  comme  ci-deflus  {N.  i y 3.),  que  les  inclinées  AB  , 
BC  font  coupées  en  même  raifon  « 5c  fi  les  inclinées  AB  , BC 
font  coupées  en  même  raifon,  on  prouvera  aulfi  comme  ci-def- 
fus  (A'i  lyy.),  que  les  droites  MN,  5cc.  qui  pafTent  par  leur 
points  de  divifion  font  paralelles  à AC  ou  RS. 

lyp.  Proposition  XXXVII.  Si  deux  triangles  ABC , abc 
(Fig.ptf.  ) ont  les  trois  angles  A,  B , C égaux  aux  trois  angles  a,  b , 
c,  chacun  à chacun  y les  cStés  oppofis  aux  mimes  angles  font  propos-^ 
tionnels. 

Je  mene  des  angles  B , ^ les  droites  MN,  mn,  paralelles  aux 
côtés  oppofés  AC , ce  qui  me  donne  deux  efpaces  paralelles 
MNAC,  mnac,  dans  lefquels  les  côtés  AB , ab  font  également 
inclinés  à caufe  de  l’angle  A égal  à l’angle  a , de  même  que  les 
côtés  BC  ybcy'3.  caufe  de  l’angle  B , égal  à l’angle  b ; ainfi  le 
côté  AB  eft  au  côté  ab  y comme  l’efpace  MNAC , eft  à l’efpace 
mnac  {N.  i y 4. ) » & le  côté  BC , eft  au  côté  bc , comme  le  mê- 
me efpace  paralelle  MNAC,  eft  à l’efpace  paralelle  mnac.  Donc 
la  raifon  des  côtés  AB,  ab  eft  égale  à la  raifon  des  côtés  BC,  bci 
puifquc  l’une  5c  l’autre  eft  égale  a la  raifon  des  efpaces , 5c  partant 
ABy  abx.BC  y bc. 

Je  mene  de  même  du  fommet  des  angles  égaux  C , e,  les  droi- 
tes RS , rx  paralelles  aux  côtés  oppofés  AB , ab  y te  à caufe  des 
angles  A , B égaux  aux  angles  ayb  chacun  à chacun , les  côtés 
AC,  ac  ; BC  y bc  y font  également  Inclinés  dans  les  efpaces  para- 
lelles ABRS , abrs , ainfi  nous  avons  AC , ac::  ABRS  abrs y 6c 
BC  ybc::  ABRS , abrs  ( N.  i y-j.  ) , 6c  p ortant  AC , ar  : : BC , bcy 
mais  nousavons  trouvé  AB,  a^::BC,  bc  ; àonc  AC , ac  ::  AB  , ab  y 
ceft-a-dire,  les  côtés  du  triangle  ABC,  font  proportionnels  à 
ceux  du  triangle  abc. 

160I 
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• 1 5o.  Corollaire.  Si  deux  triangles  AQC.  , zhc  (Fig.p(f.)ow 
ks  cStés  profortionnels,  les  angles  oppofis  aux  côtés  proportionnels  font 
égaux. 

Je  fais  en  A avec  le  côté  AC , un  angle  CAX , égal  à l'angle 
d,  & en  C,  un  angle  ACX  égal  à l’angle  r , 8c  par  conféquenc  le 
troiliéme  angle  AXC  du  triangle  AXC  eft  égal  au  troifiéme  an- 
gle b du  triangle  abc{N.<fj.) , 6c  ces  deux  triangles  AXC,  abc 
ont  les  côtés  proportionnels ( M i ^p.  ) ; nous  avons  donc  ac,ab:: 
AC.  AX,  mais  par  la  fimpofltion, nous  avonsaufTidCjd^:;  AC, 
AB  ; donc  AC , AX  : : AC , AB,  ou  en  alternant  AC , AC  : : AX , 
AB,  6c  par  conféquent  à caufede  AC==  AC,  nous  avons  le 
côté  AX  du  triangle  AXC  égal  au  côté  AB  du  triangle  ACB. 
De  nrêmc  dans  les  triangles  abc , AXC , nous  avons  ac,cb::  AC, 
ex,  6c  par  la  ruppofition  nous  avons  aufll  ac,cb  ::  AC,  CB; 
donc  AC , ex  : : AC , CB , 6c  partant  à caufe  de  AC  = AC , 
le  côté  ex  du  triangle  ACX  eft  égal  au  côté  CB  du  triangle 
ABC;  ainfi  les  deux  triangles  AXC , ABC  ayant  k côté  AC  com- 
mun, 6c  les  deux  autres  côtés  égaux  aux  deux  aüflR  côtés  chacun 
à chacun  font  parfaitement  égaux  (M  100.),  6c  les  crois  angles 
de  l’un  font  égaux  chacun  à chacun  aux  trois  angles  de  l’autre  ; 
mais  les  trois  angles  du  triangle  AXC  ont  été  faits  égaux  aux 
trois  angles  du  triangle  abc,  donc  les  trois  angles  du  triangle 
font  égaux  aux  trois  angles  du  triangle  ABC. 

1 6 1 .Proposition  XXXVIII.Sï  deux  côtés  AB,  BC  dtun  triangle 
ABC  (Fig.  P J.)  font  proportionnels  aux  côtés  ab , bc  côun  autre  trian- 

fle  abc  , eî''  que  { angle  B compris  par  les  deux  premiers  fois  égal  à 
angle  b compris  par  les  deux  autres , les  trois  côtes  du  triangle  ABC, 
font  proportionnels  aux  trois  côtés  du  triangle  abc. 

Je  prens  fur  le  côté  ab  du  plus  grand  triangle  abc,  une  partie 
bm  égale  au  côté  AB  de  l’autre  triangle;  6c  du  point  m , je  mene 
mn  paralclle  à la  bafe  ac  ; les  deux  triangles  abc , mbn  ont  les  trois 
angles  égaux,  car  l’angle  b e(l  commun,  6c  à caufe  des  paralelles 
ae,  mn , les  angles  du  même  côté  , bn  n font  égaux  ( A/i  7 t.) , 
de  même  que  les  angles  bca,  bnm  ; donc  ces  triangles  ont  les 
côtés  proportionnels  ( M i yp.  ) , 6c  nous  tivons  ab , bc  bm , bn , 
mais  par  la  fuppofition  nous  avons  aulTi  ab  ,bc:i  AB , BC , donc 
bm,bn\\  AB , BC , ou  en  alternant  bm , AB  :\bn,  BC  ; mais  brh 
eft  égal  à AB  par  la  conftruéUon;  donc^n  = BC,  6c  les  deux 
triangles  , ABC  font  parfaitement  égaux  (M  100.)  à caufe 
de  l’angle  B , égal  à l’angle  6c  des  côtés  qui  comprennent  l’an- 
Tome  7.  L 1 
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gic  B , égaux  aux  côtés  qui  comprennent  l’angle  ^ ; aind  puifque  ^ 
les  triangles  mbrty  abc  y onr  les  trois  angles  égaux  chacun  à cha- 
cun , les  triangles  ABC , abc , auront  aulTi  les  trois  angles  égaux 
chacun  à chacun , Ac  partant  leur  côtés  fetont  proportionnels 
(//.  typ.)- 

1 62,  Defisitios.  Deux  ou  plufieurs  figutes  font  dites  Sem~ 
i/ables , lorfqu’elles  ont  les  angles  égaux  chacun  à chacun , ôc  que 
les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels. 

itfj.  Remarque.  Dans  les  triangles^  il  futht  de  connoître  que 
les  trois  angles  (ont  égaux  aux  trois  angles  chacun  a chacun , ou 
que  les  côtés  font  proportionnels  pour  pouvoir  dire  qu’ils  font  fein- 
blables  , car  l’une  de  ces  conditions  entraîne  nécelTairement  l’au- 
tre avec  elle  {N.  i yp , 1 60.)  ; & il  faut  dire  la  même  ehofe  de  tous 
les  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés  , & qui  par 
conféquent  font  compofés  d’un  même  nombre  de  triangles  fem- 
blables.  Mais  à l’égard  des  autres  figures , ce  n’ed  pas  la  même 
chofe.  Tous  1^ rectangles  ont  les  quatre  angles  droits,  de  par 
conféquent  égSe , âc  cependant  tous  les  reâangles  n’ont  pas  les 
côtés  proponionneis  : fuppofons  par  exemple,  que  les  deux  rec- 
tangles ABCD  y abcd  ayent  les  côtés  proportionnels , c’e(l-à-dirc 
qu’on  ait  AB,  AD:  : aby  ad.  Je  n’ai  qu’à  diminuer  ou  augmen- 
ter le  coté  ai  du  reélangle  & dès-lors  les  côtés  ne  feront 

Î)lus  proportionnels;  car  fi  je  prolonge  ai  en  r,  ce  qui  donnera 
e reûangle  aefd,  nous  n’aurons  plus  AB , AD  : ; ar , ad , puifqu’il 
s’enfuivroit  ai,  ad::  ae y ady  Si  que  par  conféquent  ai  feroit égal 
à af , à caufe  de  ad=:  ad,  ce  qui  cft  impofiible.  De  même  les 
côtés  d’un  paralellogramme  peuvent  être  proportionnels  aux  cô- 
tés d’un  redangle , & cependant  les  angles  du  paralellogramme 
ne  feront  pas  égaux  aux  angles  du  reêlangle , &c.  c’eft  pourquoi 
afin  de  ne  pas  équivoquer  fur  le  terme  de  figures  femblables , il 
faut  toujours  dire  que  les  angles  doivent  être  égaux  chacun  à cha- 
cun,fic  que  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels. 

1^4.  Proposition.  XXXIX.  Les  Fissures  femblab/es  peunènt 
toujours  fe  dsvi/er  en  un  même  nombre  de  trian^/es  (emblables. 

Soient  les  deux  pentagones  irréguliers  ABCDÉ,  aifd<r  (Fig.ÿp.) 
femblables entr’eux,  des  angles  égaux  B,  i,  je  menedes  droites 
à tous  les  angles  où  j’en  puis  mener , ce  qui  divife  chacun  de  ces 
polygones  en  trois  triangles.  Or  les  deux  triangles  BAE  , bae 
ayant  l’angle  A égal  à l’angle  a y & les  côtés  AB , AE  proportion- 
nels aux  côtés  <ii,  ae,  parla  fuppofition,  font  fciïiblablcs entr’eux 
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{N.  i6ï.)-,  donc  l'angle  AEB  eft  égal  à l’angle  aeb,  & comme 
l’angle  AED  e(l  égal  à l’angle  aed , par  la  ruppoficion  l’angle 
BED  eilauin  égal  à l’angle  bed\  or  dans  les  triangles  femblables 
ABEj  abcy  les  droites  BE,^r  font  proportionnelles  aux  côtés 
AE , ae,  Sx.  ceux-ci  font  proportionnels  aux  côtés  ED  j ed\  donc 
les  droites  B£  , bt  font  auûî  proportionnelles  aux  côtés  ED  , ed, 
& par  conféquent  à caufe  de  l’angle  BED  compris  par  les  droits 
BE,  ED  égal  à l’angle  bcdy  compris  parles  droits  be,ed,  les 
triangles  BED , bed  font  aulTi  femblables , & continuant  le  même 
taifonnement , on  prouvera  que  les  deux  autres  triangles  BCD , 
bed  font  femblables.  Donc  y &c. 

»<îj.  Proposition  XL.  Les  contours  des  figures  fenfitlables 
font  entr^eux  comme  leurs  eStés  homologues , ou  comme  leurs  rayons , 
ou  comme  leurs  Afothêmts  ; fi  ces  figures  ont  des  rayons  & des  Apothè- 
mes, ou  comme  les  lignes  femblablement  pojees , cefi-â-  dire  qui  font 
menées  ou  des  angles  égaux , ou  par  des  points  qui  coupent  les  côtés  ho- 
mologMes  en  mime  rafon , & qui  font  des  angles  égaux  tournés  du  mi- 
me coté. 

Soient  les  deux  Hexagones  réguliers  ABCDEF,  abcdef{  Fig. 
100.) , divifezl’lm  & l’autre  en  leurs  fix  triangles  égaux  ôc  fcnl- 
biables  à caufe  de  l’égalité  des  angles  ; les  fix  côtés  du  premier 
étant  égaux  entr’eux  , de  même  que  les  fix  côtés  du  fécond;  il  cft 
clair  que  la  raifon  du  côté  AB  au  côté  ab , e(l  la  même  que  celle 
du  côté  BC  au  côté  bc,  6c  ainfi  de  fuite;  donc  les  fix  côtés  du 
premier  pris  enfemble,  c’eft-à-dire  5AB , contiendront  autant  de 
fois  les  fix  côtés  du  fécond  pris  enfemble  ou  6ab  que  AB  contient 
ab  i.  or  les  fix  côtés  du  premier  forment  fon  contour  , 6c  les  fix 
côtés  du  fécond  forment  le  contour  du  fécond;  donc  le  contour 
du  premier  efi  au  contour  du  fécond  , comme  le  côté  homolo- 
gue AB , efi  au  côté  homologue  ab.  , 

Mais  dans  les  triangles  femblables  *AOB , aob , nous  avons 
AB,  ab  : AO , ao  ; donc  puifque  les  contours  font  entr’eux  conv- 
me  les  côtés  AB , aby  ils  font  aufii  comme  les  rayons  AO , ao.  . 

Je  mene  les  apothèmes  OR , or , qui  coupent  les  bafes  BA , ba 
des  triangles  ifofceles  AOB , aob  en  deux  également  ( N.  107.  ) , 
& à caufe  que  les  bafes  B A,  ba  font  proportionnelles  aux  rayons 
OA,  OA,  leurs  moitiés  RA,  ra  font  aulfi  proportionnelles  aux. 
mêmes  rayons,  6c  partant  à caufe  de  l’angle  compris  R AO  égal 
à l'angle  compris  rao  , les  triangles  RAO  , rao  ont  tous  leurs  cô- 
tés proportiomicls  {N.  t6i.)i  donc  AO  ,ao  : : OR , or  ; mais  les 
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contours  font  entr’eux  comme  les  rayons  AO , aoi  donc  Us  font 

aufll  comme  les  apothèmes  OR , or. 

Je  prens  fur  les  côtés  AF,  af,  les  parties  AH , ah  égales  , pat 
exemple,  chacune  au  tiers  de  ces  lignes  , & des  points  H,  A;  je 
mene  des  droites  HS , Ar , qui  font  des  angles  égaux  avec  les 
lignes  AF  , & du  même  côté , ces  lignes  HS , hs  font  donc 

femblablemcnt  pofées  i or  les  triangles  HSF , hsf,  ayant  les  deux 
angles  fur  HF , égaux  chacun  à chacun  aux  deux  angles  fur  hf  y 
le  troiftéme  eh  par  conféquent  égal  au  troiiléme  ( N.  97.)  y Sx.  les 
deux  triangles  fontfemblables  , donc  HF , hf\  : HS,  hs  ; mais  les 
droites  HF , hf  étant  les  deux  tiers  des  côtés  AF  , a/,  font  pro- 
portionnelles à ces  côtés , donc  les  côtés  AF , af  font  emaj^ux 
comme  les  femblablement  pofées  HS  ,hsySx  par  conféquent  les 
contours  étant  entr’eux  comme  les  côtés  AF , font  aulTi  com- 
me les  femblablement  pofées  HS,  hs. 

Puifque  les  triangles  HSF , Ar/'font  femblables  , nous  avons 
SF,j/::  HF,^,or  HF,A/::  AF,  af,ècA.F,af:\  OF  ,of,  donc 
OF,  of::SF,  sf,  ou  en  alternant  OF  , SF  : ; of,  sf.  Donc  en  dl- 
vifant,  nous  aurons  OF — SF,  OF ‘.-.of — fsyof,  c’eft-à-dire. 
Os,  OF  •.‘.os,  of  y on  OS  ,es  : : OF,  Maintenant  fi  je  pro- 
longe les  droites  HS,  Ar  en  T,  »,  les  angles  OST,  ost , feront 
égaux  à caufe  que  leurs  oppolés  au  fommet  font  égaux , ôc  com- 
me les  angles  SOT,  sot  (ont  aufii  égaux,  le  troifiéme  ÔTS  fera 
égal  au  troifiéme  ots , & les  deux  triangles  OST,  ost , feront  fem- 
blables, ce  qui  donne  ST,  st  : : SO,  r#j  or  SO,  so  : : OF,  of,  & 
les  contours  font  entr’eux  comme  les  rayons  OF,  of,  donc  ils 
font  aufii  comme  les  femblablement  pofées  ST , st. 

Et  on  prouvera  par  des  femblables  raifonnemens  que  les  droi- 
tes ST,  st  étant  prolongées  en  V ôt  «,  les  contours  feront  entr’- 
eux , comme  les  femblablement  pofées  TV ,tu,  Sx  comme  les 
trois  lignes  HS , ST , TV , font  à chacune  des  trois  lignes  hs,st, 
tm , dans  la  raifon  des  contours  ; on  prouvera  aufii  que  les  trois 
enfemble  HS , ST,  TV , c’cft-à-dire  la  ligne  HV , font  aux  trois 
enfemble  hs , st,  tu,  c’efi-à-direà  la  ligne hu,  femblablement  po- 
fée  dans  la  raifon  des  contours. 

Et  les  mêmes  chofes  fe  démontreront  dans  les  F^res  fem- 
blables irrégulières  {Fig.  95».  ) , puifqu’on  peut  toujours  les  divifèr 
en  un  même  nombre  de  triangles  femblables  {N.  x6^.). 

166.  Defisition.  Les  contours  ou  les  circuits  des  Figures 
femblables  régulières,  ou  irrégulières  , fe  nomment  Périmètres.  , 
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1 67-  Proposition  XLI.  Si  t on  divtjf^t  en  deux  également 
tun  des  angles  B ^un  triangle  ABC  ( Fig.  101.),  par  une  droite  BE 
qui  coupe  le  cêté  oppofi  AC , tes  fegmens  AE , EC  du  coté  AC  ,Jont 
entreux  comme  les  cotés  AB,  BC.  * 

Des  angles  A , C , je  mène  des  droites  RS , MN , paralelies  à 
BE,ce  qui  me  donne  deux  efpaces  paralelies  RSEB,MN£Bi 
or  par  la  conftruâion  les  angles  ABE,  CBE  étant  égaux,  les  cô- 
tés  AB,  BC  font  également  inclinés  entre  ces  deux  efpaces,  ôc 
par  conféquent  ces  deux  côtés  font  entr  eux  comme  leurs  cfpa- 
ces } de  même  à caufe  de  Tan^e  CEX  , égal  à fon  oppofé  au 
* fommet  AEB , les  fegmens  AE  , £C  font  également  inclinés 
dans  leurs  efpaces , & font  entr’eux  comme  ces  mêmes  efpaces  ; 
donc  la  raifon  des  côtés  AB,  BC,  eft  la  même  que  celle  des 
fegmens  AE , BC , l’une  & l’autre  étant  la  même  que  la  raifon 
des  efpaces , ôc  partant  AE,  EC  : : AB , BC. 

i58.  PaoPOsmON  XLIi.  Si  du  fommet  de  tangle  droit  ABC 
(Fig.  102.)  iun  triangle  reSlangle  ABC,  on  ahaijfe  fur  thypotenufe 
AC , une  perpendi  cuivre  BR  , le  triangle  fera  divifé  en  deux  autres 
tridngles  reSlangles  ABR , RBC , fernhlables  entr  eux  & au  trian- 
gle ABC. 

Les  triangles  ABC , ABR  ont  l’angle  droit  ABC , égal  â l’an- 
gle droit  ARB,  ôc  l’angle  aigu  A eft  commun  à tous  les  deux, 
donc  le  troifiéme  eft  égal  au  troifiéme  ( Mp8.),  6t  les  deux  trian- 
gles font  femblables  ( N,  1 62.  ).  Par  la  même  raifon  les  triangles 
ABC,  BRC,  qui  ont  l’angle  C commun,  ôc  l’angle  droit  égal 
à l’angle  droit , font  femblables  entr’eux  , d’où  il  (bit  que  les  deux 
triantes  ARB,  BRC,  font  femblables  , puifqu’ils  ne  peuvent 
être  femblables  au  triangle  ABC , fans  avoir  chacun  les  trois  an- 
gles égaux  aux  trois  angles  de  ce  triangle  , ôc  partant  égaux  en- 
tt’eux. 

i5p.  Corollaire  I".  La  perpendiculaire  BR,  abaijféedufom- 
met  de  tangle  droit  fur  thypotenufe  AC  , ejl  moyenne  proportionnelle 
entre  les  fegmens  AR , RC  de  thypotenufe. 

Les  triangles  ABR , BRC  font  femblables  ( A^.  1 58.  ) , ôc  par- 
tant les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels  ; or 
à caufe  que  les  triangles  ABR , ABC  font  aufli  femblables  ( N. 
ii58.  ),  & que  l’angle  aigu  A eft  commun  à tous  les  deux , l’autre 
angle  aigu  ABR  du  triangle  ABR , doit  être  égal  à l’autre  angle 
aigu  ACB;  ôc  comme  cet  angle  ÂCB,  appartient  au  triangle 
xeâangle  BRC,  femblable  au  triangle  ABR,  il  s’enfuit  que  l’an^ 
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gle  aigu  A du  triangle  ABR  eft  égal  à l’angle  aigu  CBR  du  trian- 
gle CBR.  Nous  avons  donc  dans  ces  deux  triangles  ABR , BRC,' 
le  côté  AR  du  triangle  ABR  oppofé  à l’angle  ABR , eft  au  côté 
RB  du  môme  triangle  oppofé  à l’angle  A,  comme  le  côté  RB- 
du  triangle  RBC  oppofé  à l’angle  C qui  eft  égal  à Tangle  ABR, 
eft  au  côté  RC  de  ce  môme  triangle  oppofé  à l’angle  RBC,  égal 
à l’angle  A.  Ainft  AR , RB  : : RB , RC , & par  conféquent  RB 
eft  moyenne  propoÿionnelle  entre  les  fegmens  AR , RC  de  l’hy- 
potenufe. 

170.  Corollaire  IL  La  perpendiculaire  BR  étant  menée  du 
fommet  de  F angle  droit  Jur  f hypetenufe  , chaque  coté  AB  , BC  du  • 
triangle  reélangle  ABC , ejl  moyen  proportionnel  entre  fhypotenufe  Ù". 

le  fegment  de  Chypotenufe  qui  fe  trouve  de  fon  côté. 

Les  triangles  ABR , ABC  font  femblables  {N.  1 é8.  ) , & nous 
venons  de  voir  que  l’angle  ABR  eft  égal  à l’angle  C.  Donc  les 
côtés  AR  , AB  au  triangle  ARB , font  proportionnels  aux  côtés 
AB,  AC  du  triangle  ABC,  car  il  eft  aifé  de  voir  que  ces  côtés 
font  oppofés  à des  angles  égaux.  Ainfi  nous  avons  AR , AB  : : 

AB , AC , c’eft-à-dire  le  côté  AB , eft  moyen  proponionnel  entre 
le  fegment  AR  de  l’hypothenufe  qui  fe  trouve  de  fon  côté,  fic 
l’hypothenufe  entière  AC. 

De  même  les  triangles' BRC , ABC  font  femblables  (A^.  i(î8.)  J 
ôc  l’angle  RBC  eft  égal  à l’angle  A ; donc  les  côtés  RC , BC  du 
triangle  RBC , font  proportioncls  aux  côtés  BC , AC  du  triangle 
ABC  ; ainfi  RC , BC  : ; BC , AC  ; le  côté  BC  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  le  fegment  RC , & l’hypothenufe  AC. 

171.  Corollaire  III.  Dans  tout  triangle  reÛangle 

103.)  le  qnarrè  de  Fhypothenufe  eJl  égal  aux  quarrés  des  deux  autres 
côtés  pris  enfemhle.  Du  fommet  B de  l’angle  droit,  j’abaiffe  la  per- 
pendiculaire BR  fur  l’hypothenufe , 6c  par  le  Corollaire  précé- 
dent, j’ai  AR,  AB  ::  AB  , AC,  6c  fàifant  le  produit  des  extrê- 

% • 

mes  , 6c  le  quarré  de  la  moyenne;  j’ai  ARx  AC=  AB;  ainfi éle-‘ 
vant  en  A une  perpendiculaire  AP  = AC,  6c  achevant  le  rec- 
tangle APQR,  ce  redangle  eft  égal  au  quarré  BMNA  du  côté 
AB.  Or , par  le  môme  Corollaire  précédent , j’ai  RC,  CB  ; : CB, 

AC  ; donc  RCx  AC=CB  ; c’eft  pourquoi  élevant  en  C la  per- 
pendiculaire CS=AC,  6c  achevant  le  rcdangle  CSQRsce  rec- 
tangle eft  égal  au  quarré  CBTV  du  côté  CB  ; donc  les  deux 
tcêlangles  APQR  , CSQR  pris  enfemble  font  égaux  aux  deux 
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quarrés  BMNA,  CBTV  ; mais  les  deux  reûangles  pris  enfem- 
blc  forment  le  quarré  APSC  de  l’hypothenufe  AC , puifque  les 
côtés  AR,  RC  pris  enfemble  font  l’hypothcnufe  AC,  & que 
AP  eft  égal  à AC  par  la  conftruôHon  ; donc  le  quarré  de  l’hypo- 
thenufe  eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés  pris  enfemble. 

172.  Problème.  Les  trois  cotés  AB,  BC , AC  a un  triangle  rec- 
tangle étant  connus  (Fig.  103.),  connaître  la  fperpendiculaire  BR, 
abaijjce  de  t angle  droit  fur  î hypothenufe  ^ & les  /igmens  AR,  RC. 

I ■■  » 

Nous  avons  AR  x AC  = AB  ( N.  1 70.  ) ; divifant  donc  de  part 

— 1 

& d’autre  par  AC , nous  aurons  AR  = ^^j  c’eft-à-dire,  fiTon 

fait  le  quarré  de  la  valeur  du  côté  AB  , & qu’on  la  divife  par  la 
valeur  de  l’hypothenufe  , le  quotient  fera  le  fegment  AR  , ôc  rer 
tranchant  la  valeur  de  ce  iegment  de  la  valeur  de  l’hypothenufe  ^ 
le  refte  fera  l’autre  fegment  RC.  ’ 

Maintenant,  puifque  le  triangle  ARB  eft  rectangle,  & que  le 

côté  AB  eft  fon  hypothenufe;  nous  aurons  AB  = AR-4-RB  , 
donc  en  retranchant  AR  de  part  & d’autre , nous  aurons  AB 

AR=  RB;  c’eft-à-dire  que  fi  du  quarré  du  côté  connu  AB, 
on  retranche  le  quarté  du  fegment  AR , qu’on  peut  connoître , 
comme  on  vient  de  voir , le  refte  fera  le  quarré  de  la  perpendi- 
culaire , & la  racine  quarrée  de  ce  refte  fera  la  valeur  de  la  per- 
pendiculaire. 

173.  Proposition  XLIII.  Dans  tout  triangle  ABC  ( Fig.  104.  ) 
te  quarré  du  côté  AC  oppojè  à un  angle  aigu  B , efl  égal  à la  fomme 
des  quarrés  des  autres  cStés  AB,  BC  ^ moins  deux  rellangles  faits  de 
t un  des  côtés  BC , par fa  partie  BO , coupée  du  côté  de  B , par  la  per- 
pendiculaire AO , menée  de  f angle  oppofé  A. 

Je  fais  le  quarré  A DEC  du  côté  AC,  le  quarré  ABRS  de  AB, 
le  quarré  CBTV  de  CB,  ôt  le  quarré  COZX  de  CO.  Je  pro- 
longe OZ  en  L,  ôc  XZ  en  F ; ainfi  comme  le  quarré  de  BC  , 
contient  le  quarré  de  fa  partie  OC , plus  le  quarré  de  fa  partie 
BO , plus  deux  rcûangles  égaux  des  deux  parties  ( A^.  1 40.  ) > ces 
deux  re£tangles  égaux  font  OBFZ , ZLVX  , ôc  ajoutant  au  pre- 
mier le  quarré  FTLZ  de  la  partie  BO  , ôc  au  fécond  un  quarré 
HIVX,égal  au  même  quarré  de  BO,  les  deux  rectangles  BOTL, 
ZLIH  feront  égaux,  ôc  feront  deux  produits  de  BO  par  BT  ou 
BC.  Cela  pofé. 
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Dans  le  triangle  re Sangle  AOG,  nous  avons  AC  = AO-t-CO  ; 

or  le  quarré  du  côté  BC  furpafle  le  quarré  CO , de  tout  le  gnomon 
BTVa-ZO,  ôt  comme  dans  le  triangle  reSangle  ABO,  le  quarré 
du  côté  AB  qui  eft  l’hypothenufe  de  ce  triangle  reSangle,  eÂ  égal 

— — % ■ i -a 

au  quarré  AO , plus  le  quarré  BO , & que  par  conféquent  le  quar- 
ré AB  furpafle  le  quarré  AO  de  la  valeur  de  BO,  c’eft-à-dire  du 
petit  quarré  XVIH,  il  s’enfuit  que  les  quartés  de  BC,  AB  fur- 

palTent  les  quartés  AO-+-CO,  c’eft-à-dite  le  quarré  AC  delà 
valeur  du  gnomon  BTVXZO,  plus  celle  du  petit  quarté  VIHX, 
& par  conféquent'de  la  valeur  des  deux  reSangles  OBTL,  ZLIH 

ou  de  deux  produits  de  la  partie  BO  par  BT  ou  BC.  Donc  AC 
siï'ÂbVbC  — 2BO  X BC. 

1 74.  Problème.  ComoiJJant  les  trois  cStis  eTun  triangle  (Fig.  1 04.) , 
dans  lequel  la  perpendiculaire  AO  menée  de  t un  des  angles  A fur  le 
cSti  oppofè  BC,  tombe  en  dedans  du  triangle  , connottre  la  perpendi- 
culaire , & les  fegmens  BO , OC  du  cité  BC. 

Puifque  la  perpendiculaire  AO  tombe  au-dedans  du  triangle, 
les  angles  ABO , ACO , que  les  côtés  AB , AC  font  avec  le  côté 
BC  font  aigus , car  la  perpendiculaire  tombe  toujours  du  côté 
des  moindres  angles  que  font  les  obliques  {N.8}.)-,  ainfi  le  côté 

AC  étant  oppofé  à un  angle  aigu  B , nous  aurons  AC  = AB 
*4-BC  — aBOxBCî-fic  ajoutant  de  part  fie  d’autre  aBOxBC, 
puis  retranchant  AC,  nous  aurons  aBOxBC=AB-i-BC — AC  , 

, • — S — a —a 

fie  divifant  tout  par  BC,  nous  aurons  2BO=^^~^|^~'^^,c*efl- 

ii-dire , que  fi  de  la  fomme  des  quartés  des  côtés  AB , BC , on 
retranche  le  quarré  du  côté  AC  , fie  qu’on  divife  le  refte  par  le 
côté  BC , le  quotient  fera  le  double  du  fegment  BO , fie  la  moitié 
du  quotient  fera  le  fegment  BO  ; c’eft  pourquoi , fi  du  côté  BC  ^ 
on  retranche  le  fegment  BO , le  refie  fera  la  valeur  de  l’autre  feg- 
ment OC, 

Et  comme  dans  le  triangle  reQangle  ABO  , nous  avons  AB 

= AO-t-BO  (A^.  172.),  fie  qu’en  retranchant  BO  de  part  fie 

d’autre , nous  avons  AB — BO  = AO , il  s’enfuit  que  fi  du  quarré 

du 
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du  côté  connu  AB,  on  retranche  le  quarrc  du  fegmentBO, 
qu’on  peut  connnoître , comme  on  vient  de  voir , le  refte  fera  le 
quarré  de  la  perpendiculaire  AO  ; 6c  la  racine  de  ce  relie  fera  la 
valeur  de  AO. . 

17  J.  PoPOsiTiON  XLIV.  Danr  tout  triangle  obtus-angle  ABC 
( Fig.  loy,  ) le  quarré  du  cSté  AC  oppofi  à f angle  obtus  ABC  eft  égal 
aux  quarrès  des  côtés  AB , BC , plus  deux  reélangles  du  côté  BC,  fur 
lequel  tombe  la  perpendiculaire  menée  de  F angle  oppofé  A par  le  pro- 
longemennt  BO  de  ce  côxéjufqùà  la  perpendiculaire. 

Je  fais  le  quarré  ADEC  , le  quarré  AORS  de  la  perpendicu- 
laire AO,  le  quarré  COZX  de  OC , 6c  le  quarré  CBTV  de  CB. 
Je  prolonge  les  droites  BT , VT  en  L , F , ôc  comme  le  quarré 
de  OC  contient  le  quarré  de  fa  partie  BC,  plus  le  quarré  de  l’au- 
tre partie  OB , plus  deux  reûangles  égaux  des  deux  parties 
( N.  1 40.  ) , ces  deux  reélangles  égaux  font  BOFT,  TLX V , 6c 
chacun  d’eux  eft  le  produit  de  OB  par  BC.  Cela  pofé.  , 

Le  triangle  AOC  étant  reÛangle,  nous  avons  AC  = OC-f-OA , 
oc  le  quarré  de  OC  vaut  le  quarré  du  côté  BC , plus  tout  le  gno- 
mon BOZXVT , 6c  comme  dans  le  triangle  reâangle  AOB , 

— - t ■■  ■ » ■ ■ % 

dont  AB  eft  l’hypothenufe , nous  avons  AB  = AO  •+•  OB  , 6c 

qu’en  retranchant  AO  de  part  6c  d’autre,  nous  avons  AB — OB 

= AO , il  s’enfuit  que  le  quarré  AC , ou  les  deux  quarrés  enfcm- 

ble  OC  -+-  OA , valent  le  quarré  BC,  plus  le  gnomon  BOZXVT, 

plus  le  quarré  AB,  moins  le  quarré  OB  , c’eft-à-dire  moins  le 
quarré  TFZL,  mais  le  gnomon  BOZXVT,  moins  le  quarré 
’TFZL  n’eft  autre  chofe  que  les  deux  reûangles  BOFT,  TLXV 

qui  valent  aOBxBC;  donc  AC  = CB-+- AB-+-aOBxBC. 

175.  Problème.  Les  trois  cotés  éFun  triangle  obtus~angles  ABC 
(Fig.  loy.  ) étant  connus , cormottre  la  perpendiculaire  menée  de  t un 
des  angles  aigus  A , fur  le  côté  oppofé  BC , & lé  prolongement  de  ce 
coté  fur  la  perpendiculaire.  , 

Nous  avons  AC  = CB-t-AB-4-20BxBC  (N’.  17;.)  retran» 
chant  donc  de  part  6c  d’autre  les  quarrés  CB , AB,  nous  aurons 
AC  — CB  — AB  = aOB  X BC,  ôc  divifant  de  part  6c  d’autre 

par  CB,  nous  aurons  *=  aOB , c’eft-à-dire  que  fi 
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de  la  valeur  du  quarré  AC , on  retranche  les  valeurs  des  quarrds 

CB,  AB  , & qu’on  divife  le  relie  par  la  valeur  du  côté  BC , le 
quotient  fera  le  double  du  prolongement  OB  j ainû  la  moitié  de 
ce  quotient  fera  la  valeur  du  prolongement. 

Et  comme  dans  le  triangle  redlangle  ABO , nous  avons  AB 
— * — ■ ■ % 

= AO-t-OB,  fi  on  retranche  de  part  ôc  d’autre  OB,  on  aura 

AB — OB  = AO , ainfi  retranchant  de  la  valeur  du  quarré  AB, 
le  quarré  du  prolongement  OB , qu’on  peut  connoître , comme 
y vient  d’être  dit , le  relie  fera  le  quarré  de  la  perpendiculaire 
AO,  &c  la  racine  de  ce  relie  fera  la  valeur  delà  perpendiculaire. 

177.  PROBLEME.  Une  droite  AB  (Fig.  lotf.  107.)  étant  divi/ee 
en  tant  de  parties  quon  voudra , égales  ou  inégales , divifer  une  autre 
ligne  donnée  AD  en  même  raifon  que  la  ligne  AB. 

* Je  fais  à l’extrémité  A de  la  droite  AB  un  angle  à volonté 
DAB , dont  je  fais  le  côté  AD  égal  à l’autre  ligne  donnée  AD  ; 
je  joints  les  extrémités  des  côtés  AB , AD  , par  la  droite  BD , 
ôc  des  points  dn  divifion , je  mene  des  paralelles  à BD  , lefquel- 
les  coupent  la  droite  AD  en  même  raifon  que  AB;  car  menant 
pat  A une  droite  RS  paralelle  à BD  , les  droites  AB,  AD  com- 
prifes  dans  l'efpace  paralelle  RSBD  , font  coupées  en  même 
raifon  par  les  droites  MC,  ficc.  paralelles  aux  paralelles  RS  , BD* 
(A^.  in.) 

178.  Corollaire.  Si  une  ligne  AD  (Fig.  loé.  107.)  ejl  coupée 
en  parties  proportionnelles  aux  parties  tTune  autre  ligne  AB  , cette 
ligne  AD  ne  peut  pas  être  coupée  du  même  côté  en  d’autres  parties  qui 
foiem  en  même  raifon. 

Suppofons  que  AD  ( Ftg.  10 5.)  foit  coupée  en  C,  en  deux  par- 
ties proportionnelles  aux  deux  parties  AM, MB  de  la  droite  AB. 
Si  on  veut  que  cette  ligne  AD  puifie  être  coupée  du  mêmex:ôté 
en  deux  autres  patries  qui  foient  encore  dans  la  même  raifon , le 
point  de  divifion  fera  ou  entre  A ôc  C , comme  le  point  H ou 
en  delà  de  C,  comme  le  point  T.  Or,  dans  le  premier  cas,  il  eft 
vifible  que  la  partie  AH  plus  petite  que  AC,  fera  plus  petite  par 
rapport  à la  partie  reliante  HD  plus  grande  que  CD  que  la  par~ 
tie  AC , par  rapport  à la  partie  reliante  CD , ôc  que  par  confé- 
quent  il  ne  fera  pas  vrai  de  dire:  AH , HD  : : AC,  CD,  de  mê- 
me dans  le  fécond  cas , la  partie  AT  plus  grande  que  AC  ferai 
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plus  grande  par  rapport  à la  partie  TD  moindre  que  CD  , que 
AC  n’eft  grand  par  rapport  à CD  , & il  ne  fera  pas  vrai  non  plus 
de  dire  AT,  Tü  : : AC , CD.  Donc  AD  ne  peut  pas  être  coupé 
du  même  côté  en  deux  autres  parties  qui  foient  dans  la  raifon  des 
parties  AC,  CD. 

Mais  on  pourroit  fort  bien  divifer  AD  de  l’autre  côté  en  deux 
parties  qui  feroient  dans  la  raifon  des  parties  AC  , CD , qgr  je 
n’ai  qu’à  prendre  une  partie  DV  égale  a AC , ôc  dès-lors  l’autre 
partie  AV  fera  égale  à CD  , ôc  nous  aurons  DV , VA  : ; AC , 
CD. 

Et  on  prouvera  les  mêmes  chofes  fi  la  ligne  AD  étoit  divifée 
en  un  plus  grand  nombre  de  parties. 

ijÿ.  Problème.  Trouver  une  troiftéme  proportionnelle  à deux  lignet 
données  AC , AB  ( Fig.  1 08.  ). 

Je  fais  un  angle  à volonté  D AE  ; je  porte  fur  le  côté  AE  la  pr&- 
miere  des  lignes  données  de  A en  G ; je  porte  la  fécondé  fur 
l’autre  côté  de  A en  B , ôc  je  joints  les  points  C , B par  la  droite 
CB  ; je  porte  aulli  fur  le  premier  côté  ÂE  la  fécondé  ligne  don- 
née de  A en  E,  ôc  du  point  E,  menant  la  droite  ED  paralelle  à 
CB,  ôc  qui  coupe  le  côté  AD  en  D,  la  droite  AD  efi  la  troifiéme 
proportionnelle. 

Car  les  triangles  ACB , AED  ayant  l’angle  A commun , les 
angles  ACB , AED  égaux  à caufe  qu’ils  font  faits  du  même  côté 
par  les  paralelles  BC> DE  ( M 71.),  ôc  les  angles  ABC,  ADE 
égaux  aufli  par  la  même  raifon  , font  femblables.  Donc  AC , 
AB  : : AE , AD  ; mais  AB  = AE  par  la  confiruélion  ; donc  AC , 
AB  : : AB , AD , ôc  par  conféquent  AD  efi  la  troifiéme  propor- 
tionnelle. 


180.  PROBLEME.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois 
lignes  données  AB , AC , AD  ( Fig.  top.). 

Je  fais  un  angle  quelconque  DAE  , je  porte  fur  le  premier 
côté  DA  la  première  des  lignes  données  AB , de  A en  B , ôc  fur 
le  fécond  EA,  la  fécondé  ligne  AC  de  A en  C.Je  joints  les  points 
B , C par  la  droite  BC , ôc  portant  la  troifiéme  ligne  donnée  AD 
fur  le  premier  côté  DA , de  A en  D ; je  mene  pat  le  point  D 
la  droite  DE  paralelle  à BC  , ôc  qui  coupe  l’autre  côté  en  E ; 
la  droite  AE  efi  la  quatrième  prtmortionnelle. 

Car  les  triangles  ABC  ,'ADÉ.étant  fémblables  à caufe  des 
paralelles  CB , DE , nous  avons  AB , AC  : : AD , AE. 

181.  PROBLEME.  Les  deux  premières  lignes  dé uruprogrefton  Géo- 

Mm  ij 
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métrique  de  lignes  étant  données,  continuer  cette  progrejfton  tant  qu'on 

voudra. 

Nommons  les  deux  lignes  données  a,  b.  Je  cherche  une  troi- 
fiéme  proportionnelle  à ces  deux  lignes , & je  la  nomme  c ; ainfi 
c cft  le  troifiéme  terme  de  la  progrelïion  ; je  cherche  une  troifié- 
me  propouionnelle  aux  deux  lignes  b,c,  ficla  nommant  d,  elle 
fera  ^e  quatrième  terme  de  la  progrelTion , car  par  conflruétion 
nous  aurons  a , b i:b,c  &i  b,c::c,d  ■,  donc  a,b  ::b,c::e,do\s 
::a,  b , c ,d , Sx.  continuant  de  la  même  fac^on  , on  t(ouvera  tant 
de  termes  de  la  progrelTion  qu’on  voudra. 

Quant  à la  maniéré  de  trouver  la  fomme  d’une  progreflîon 
Géométrique  de  lignes  , elle  ell  la  même  que  celle  que  nous 
avons  cnfeignée  dans  le  premier  Livre , en  parlant  des  progrcf- 
üohs  Géométriques. 

. 182.  PROBLEME.  Trouver  une  moyenne  prjoportionnelle  entre  deux 
lignes  données  AB,BC(Fig.ilo.) 

Je  mets  la  petite  fur  la  grande  de  B en  C ; je  prolonge  la  gran- 
de du  côté  de  B J en  failànt  BH  égal  à AC  ; du  point  A pris  pour 
centre , 6c  d’un  rayon  égal  à AB  ; je  décris  un  arc  PR , du  point 
H pris  pour  centre , & d’un  rayon  égal  à HC  ; je  décris  un  arc 
SI  qui  coupe  l’arc  PR  en  O,  d’où  je  mene  aux  points  C , B les 
droites  OC,  OB,  & chacune  de  ces  droites  eft  la  moyenne  pro- 
portionnelle demandée , ce  que  je  prouve  ainll  : 

Par  la  conRruâion,  nous  avons  AC  = HB  , ajoutant  donc  de 
part  ôc  d’autre  la  partie  CB  , nous  aurons  AB  = HC  ; ainfi  les 
arcs  PR,  TS  ayant  été.  décrits  avec  les  rayons  égaux  AB,  HC  , 
qui  pris  enfèmble  font  plus  grands  que  AH , ces  deux  rayons  fe 
couperont  hors  de  la  ligne  AH  en  un  fcul  point  O du  côté  de 
O ( A^.  yp.  ) , & ce  point  fera  également  éloigné  des  extrémités 
A , H de  la  ligne  AH  ; c’eft  jjourquoi  fi  du  point  O on  abaiflbit 
une  perpendiculaire  fur  AH,  cette  perpendiculaire  couperoît 
AH  en  deux  parties  égales  à caufe  des  obliques  égales  on  rayons 
OA  , OH  f A'i  y4-  ) , c’eft- à- dire , fur  le  milieu  Q de  la  partie 
CB , à caufe  de  AC  = BH,  ce  qui  fiiit  que  AC  -t-  ■-  CB  t=  BH 
-+-|  CB  1 ainfi  les  points  C,  B des  obliques  OC,  OB  étant  éga- 
lement éloignés  du  point  Q de  la  perpendiculaire,  ces  deux  obli- 
ques font  égales  ( /v.  yy.),  ôc  le  triangle  OCB  eft  ilbfœle;  or^ 
ABO  eftaulfi  ifofcele',  puifque  AB  eft  égal  à AO,  ôc  Tun  des 
angles  ABO  fur  la  bafe  BO,  eft^al  à l’un  des  angles  OBC, 
for  la  bafe  CB  du  uiangle  ifofcele  OCB , donc  le  fécond  angle 
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fur  la  bafe  du  triangle  ABO  eft  égal  su  fécond  angle  fur  la  bafe 
du  triangle  OBC , 6c  par  conféquent  le  troifîéme  angle  eA  égal 
autroifiéme  (A'.  97.),  ôc  les  deux  triangles  ABO',  OBC,  font 
femblables  ; comparant  donc  les  cotés  oppofés  aux  memes  an- 
gles, nous  trouverons  que  les  deux  côtés  AB,  BO  du  triangle 
ABO  font  proportionnels  aux  deux  côtés  OB , BC  du  triangle 
OBC , c’eft-à-dire  AB , BO  : : BO , BC , ôc  par  conféquent  BO 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  oonnées  AB,  BC. 

, On  trouvera  dans  le  Chapitre  qui  traite  du  cercle  , une  autre 
maniéré  de  chercher  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes  données. 

183.  Depisition.  On  dit  que  deux  lignes  a,i  font  réciproques 
à deux  lignes  c,  d,  lorfque  l’une  des  deux  premières  eA  à l’une 
des  deux  dernieres  c,  réciproquement  comme  l’autre  des  deux 
dernieres  d,  eA  à l’autre  des  deux  premières  h,  ou  ce  qui  revient 
au  même , lorfque'le  produit  des  deux  premières  eA  égal  au  pro- 
duit des  deux  dernieres,  puifque  fi  nous  avons  a,  c ::d,b,  on 
aura  auAl  ab  = cd , en  failànt  le  produU  des  extrêmes  & des 
moyens. 

On  dit  auAi  qu’une  ligne  eA  coupée  en  deux  parties  récipro- 
ques aux  parties  d’une  autre  ligne , lorfque  le  produit  des  parties 
de  la  première  ligne  eA  égal  au  produit  des  parties  de  l’autre  , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorfque  l’une  des  parties  de  la  pre- 
mière Kgne  eA  à l’une  des  parties  de  la  fécondé  ligne  récipro- 
quement , comme  l’autre  partie  de  la  fécondé  ligne  eA  à l’autre 
panie  de  la  première. 

184.  Proposition  XLV.  Si  deux  reüangles  ABCD,  abcd 
(Fig.  111.)  font  égaux fans  avoir  ni  les  bafes  AB,  ab  égales  ni  les  hau- 
teurs ad,  les  hauteurs  AD,  ad  font  réciproques  aux  bafes  AB , ab. 

Le  reilangle  ABCD , eA  égal  au  produit  AD  x AB  de  fa  bafe 
par  fa  hauteur,  ôc  le  rectangle  abedeü.  égal  au  produit  ad  xab , 
donc  à caufe  de  l’égalité  des  redangles  , nous  avons  AD  x AB 
= adx  ab\  6c  tirant  de  là  une  proportion  comme  il  a été  dit  dans 
le  premier  Livre  au  fujet  des  proportions  Géométriques  , nous 
aurons  AD,  ad-.-.ab,  AD , c’eA-à-dire,  les  hauteurs  AD,  ad  font 
réciproques  aux  bafes  ad,  ab, 

i8y.  Corollaire.  On  peut  dire  aujji  que  dans  deux  reÛangles 
égaux , la  hauteur  Mi  & la  bafe  AB  du  premier  Jont  réciproques  à 
la  hauteur  oÂ,  & à la  bafe  ab  du  fécond , puifquon  a AD  x AB 
3=  ad  X ab , comme  il  efi  requit  (N.  1 83 

M m iij 
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iS6.  Proposition  XLVI.  Le  pim  grand  reâlangte  qu'on 
pnijfe  faire  de  deux  parties  qui  compofent  une  ligne , ejl  celui  que  F on 
fait  lorfque  ces  deux  parties  font  égales  entr  elles. , 

Soit  la  ligne  CD  ( Lig.  1 1 2.  ) divifëe  en  deux  également  en  O 
le  redanglc  de  la  partie  DO  par  la  partie  OC  efl  égal  au  quarré 
♦ de  la  moitié  DO  ; or , fi  l’on  coupe  la  même  ligne  en  deux  iné- 
galement en  E ; le  redangle  des  parties  inégales  DE , EC  eft 
égal  au  quarré  de  la  moitié  DO , moins  le  quarré  de  la  partie  in- 
terceptée EO;  (A'.  1^6.)  donc  le  reâangle  des  deux  parties  DE*, 
EC , inégales  , eft  moindre  que  le  reêtangle  des  parties  DO , 
OC  ; ôc  comme  cela  arrivera  toujours  en  quelque  point  qu'on 
veuille  couper  la  droite  DC  en  deux  parties  inégales , il  s’enfuit 
que  le  reâangle  des  parties  égales  DO, OC  eft  le  plus  grand  qu’on 
puifTe  faire  de  deux  parties  qui  compofent  DC. 

1 87.  Problème.  Couper  une  droite  AB  ( Fig.  1 1 2.  ) en  deux  par- 
ties réciproques  aux  deux  parties  DE , EC  qui  compofent  une  autre 
ligne  DC. 

Je  prens  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties 
DE,  EC  de  la  droite  DC  ; j’éleve  fur  l’extrémité  B de  la  droite 
' BA  une  perpendiculaire  BH  que  je  fais  égale  à la  moyenne  pro- 
portionnelle, du  point  H pris  pour  centre,  & avec  un  rayon  égal 
a la  moité  ZB  de  la  ligne  BA  ; je  décris  un  arc , & il  peut  arri- 
ver, ou  que  cet  arc  coupe  la  droite  BA  en  un  point  S , ou  qu’il 
la  touche  en  B fans  la  couper , ou  qu’il  ne  la  touche  ni  ne  la  cou- 
pe ; fi  l’arc  coupe  la  droite  AB  en  S , je  porte  la  partie  BS  fur 
ZB  de  Z en  X , & les  parties  BX , XA  de  la  droite  BA  font  les 
réciproques  demandées.  Si  l’arc  touche  fimplement  la  droite  BA, 
les  ûeux  réciproques  demandées  feront  les  deux  moirés  ZB,  ZA 
de  la  droite  BA,  & fi  l’arc  ne  touche  ni  ne  coupe  la  droite  BA; 
le  Problème  eft  impoflible.  Prouvons  tous  ces  cas. 

En  premier  lieu , fi  l’arc  coupe  BA  en  S , je  mene  le  rayon 
HS , qui  par  la  conftruôion  eft  égal  à BZ  ; le  triangle  HBS  érant 

rectangle,  nous  avons  HB-+- BS  = SH  î ( A^.  171’.)  donc  en 
retranchant  BS  de  part,  nous  aurons  HB  = SH  — BS  ; or  SH 
=BZ,  ficBS=ZX;  donc SH=BZ,  & BS  = ZX  , & par- 
tant HB=SH — BSt=BZ  — ZX;  mais  la  ligne  AB  étant  di- 
vifée  en  deux  également  en  Z & en  deux  également  en  X , nous 
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avons  BXxXA=BZ — ZX  ; (N.  1^6)  donc  BX  x XA=  HB;  or,  i 

HB  étant  moyenne  proportionnelle  entre  les  parties  DE,  EC  de 

la  droite  DC , fon  quarté  BH  ell  égal  au  produit  DE  x EC  des 
extrêmes;  donc  BXxXA=DExEC,  & pat  conféquent les 

fartics  BX , XA  de  la  droite  BA , font  réciproques  aux  parties  1 

>E,  EC  de  la  droite  DC  ( A''.  183.)*  • ■ 

En  fécond  lieu , B l’arc  touche  la  ligne  BA , il  faut  qu’il  la  ^ 

touche  en  B ; c’eft-à-dire  que  fon  rayon  HS  foit  égal  à la  per- 
pendiculaire HB  ; car  s’il  étoit  plus  grand  ; il  e(l  clair  que  lorfque  1 

ce  rayon  en  tournant  au  tour  de  H feroit  parvenu  à la  poOtion  | 

HS,  fon  extrémité  S tomberoit  au-delà  de  B : par  exemple , en  i 

S , & que  par  conféquent  l’arc  couperoit  la  ligne  AB  au  lieu  de 
la  toucher;  donc,  puifque  dans  ce  fécond  cas,  le  rayon  ell  égal  - 
à la  perpendiculaire , le  quarté  du  rayon  eh  auhl  égal  à la  perpen- 
diculaire BH  ; or  , le  rayon  eh  égal  à 6Z  âc  le  quarté  de  BZ  eh 

égal  au  reêlangle  BZxZA;  doncBZxZA  = HB=DExEC, 

& par  conféquent  les  deux  moitiés  de  la  ligne  AB  font  récipro- 
ques aux  parties  DE,  EC  de  la  ligne  DC. 

Enfin  fi  l’arc  ne  coupe  ni  ne  touche  BA , Ibn  rayon  eh  par  con- 
féquent plus  petit  que  HB,  6c  fon  quarré  BZ  ouïe  reflangle 
BZ  X Z A eh  plus  petit  que  le  quarré  HB  ou  que  le  rectangle 
DExEC ; mais  le  rectangle  BZxZA  eh  le  plus  grand  de  tous 
les  reêlangles  qu’on  peut  faire  en  coupant  BA  en  deux  parties  , 
ôc  faifant  leur  reâangle  ; (N.  i8tf.)  donc  on  ne  peut  pas  cou- 
per BA  en  deux  panies  dont  le  produit  foit  égal  au  produit  DE 
X EC  ; 6c  le  Problème  eh  impohible. 

i88.  Corollaire.  Si  une  ligne  BA(Fig.  113.)  ejl  coupée  en' 
deux  parties  BX,  XA  réciproques  aux  deux  parties  DE,  EC,  on  ne 
peut  pas  la  couper  en  un  autre  point  du  même  coté  par  rapport  au  mi-' 
lieu  Z en  deux  autres  parties  réciproques  à DE,  EC.  Le  point  au- 
quel on  voudroit  couper  cette  ligne,  feroit , ou  entre  B ôc  X y 
comme  le  point  M , ou  entre  X ôc  le  centre  Z , comme  le  point 

m ; dans  le  premier  cas  nous  aurons  BMx  MA  = BZ  — MZ 
à caufe.de  AB  coupée  en  deux  également  en  Z,  ôc  en  deux  inéga- 
lement en  M ; donc , fi  l’on  fi^ofe  que  les  parties  BM , MA 
foient  réciproques  aux  deux  DE,  EC,  nous  aurons  BMxALA 

ouBZ— ÂÏZ=DExBC  i ot„  on  fuppofe  aufli  BXxXA 
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ï=DBparIa  conftru£lion;  doncDRxDB=RB,  & par  con- 
féquentDR.  RB::RB.  DB. 

ipi.  Corollaire  I".  Une  ligne  DB  0»  AB  étant  divi/ee  en 
moyenne  & extrême  raifon , fi  on  lui  ajoûte  la  médiane  RB  ou  BH , 
on  aura  une  ligne  entière  AH  qui  fera  encore"  divi/ée  en  moyenne  & 
extrême  raifon , & dont  la  médiane  fera  la  ligne  ÂB. 

Par  la  Propofition  précédente  le  quarté  ABCDE  eft  égal  au 

reâangle  AHMN  ; c!eft-à-dire  AB  = AH  x BH  : donc , HB, 
AB::  AB.  AH. 

192.  Corollaire  IL  Une  ligne  KH  étant  divifèe  en  moyenne  & 
extrême  raifon;  fi  on  porte  la  petite  partie  BH  fur  fa  médiane  AB  ou 
BD  dr  B fB  R>  cette  médiane  fera  divi/ee  en  R en  moyenne  & extrê-, 
tue  raifon;  ce  qui  a été  démontré  ci-deflus^A’.  1550.). 

ipj.  Corollaire  III.  Une  ligne  AH  étant  divi/ee  en  moyenne 
extrême  raifon  ; fit  à fa  petite  partie  BH  on  ajoûte  la  moité  CB  de 

la  médiane  f le  quarré  de  la  fomme  CH  efi  égale  à cinq  quart és  de  la 
moitié  CB;  par  la  conôruâion  que  nous  avons  faite , ( A.  ipo.) 

la  droite  CD  eft  égale  à CH,  & par  conféquent  CD  = CH  ; or, 

■ % I « 

à caufe  du  triangle  leétangle  CBD  ; nous  avons  CD  = DB 

- .—  S — % 

4- CB,  & parce  que  DB  eft  double  de  CB , nous  avons  DB 
= 4CBî(A.  I4J.  ) donc‘,CD=4CB+CB=  J CB  , 6c 

■ ■iii  1 ■ % 

par  conféquent  CH  = j CB. 

1P4.  Corollaire  IV.  Si  une  ligne  AH  efi  divi/ee  en  moyenne 
& extrême  raifon;  la  petite  ligne,  la  médiane  & la  ligne  entière  font 
incommenfurables  entr elles. 

Par  le  Corollaire  précédent  CH  = y CB  j donc  CH.  CB 
::  y.  1,  6c  tirant  la  racine  quarrée  de  tous  les  termes  CH.  CB 
::  v^y.  i ; donc  en  divifant  CH — CB.  CB  ::  Vy  — 1.  i ,c’eft- 
à-dire  BH  CB.  ::  V ; — i.  i , 6c  doublant  les  conféquents  BH. 
AB  ::  V'y  — 1.  2 ; mais  le  terme  V;  — i eft  incommenfurable 
au  terme  2 , puifqu’on  ne  peut  pas  exprimer  leur  rapport;  donc  le 
rapport  de  la  petite  ligne  BH;à  la  médiane  AB  eft  inexprimable, 
6c  ces  deux  lignes  font  incommenfurables. 

Puifque  BH.  AB  ::  V$  — *i.  2;  donc  , en  compofant , nous 
aurons  BH  AB.  AB  ::  V $ — 1 4-2.  2 ou  AH.  AB  : : i/y4~  • . 
2 ; mais  les  deux  derniers  termes  font  incommenfurables!  donc 
Tome  I.  N n 
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les  deux  premiers  AH , AB , c’eft-à-dirc  la  ligne  entière  & la  mé- 
diane font  incommenfurables. 

De  même,  puifque  BH.  AB  ::  \^5’— 1.2;  donc  en  compo- 
fant  d’une  autre  fai^on,  nous  aurons  BH.  BH-+-AB::  — i. 

v's — 1-+-2.  ou  BH.  _AH  ::  — 1.  ✓j-l-  i ; mais  les  deux 

derniers  termes  font  incommenfurables  ; donc  la  petite  BH  & la 
ligne  AH  le  font  aufli. 

ipy.  Corollaire  V.  Si  deux  lignes  AH  , BD  {F\g.  114.) 
font  divifees  chacune  en  moyenne  & extrême  raifon , leur  parties  font 
proportionelles. 

Nous  avons  vù  par  le  Corollaire  précédent  que  la  petite  par- 
tie BH  eftà  la  médiane  AB  comme  v'y — i eft  à 2 , & cela  eft 
à l’égard  de  toutes  les  lignes  divifées  en  moyenne  fie  extrême 
raifon  ; donc  dans  la  ligne  BD , nous  aurons  aulTi  DR.  RB  : : 

— I.  2 > par  conféquent  BH.  AB  ::  DR.  RB. 

ip5.  PROBLEME.  Deux  lignes  droites  égales  AB , BC  (Fig.  1 1 j.) 
étant  données , trouver  la  baje  qu'il  faut  leur  donner  pour  tonjlruire 
un  triangle  ijofcele  ABC,  dont  chaque  augle  de  la  bafe  foit  double 
de  t angle  B du  fommet. 

Je  coupe' l’une  des  droites  données  AB  en  moyenne  fie  extrê- 
me raifon  , fit  prenant  une  droite  AC  égale  à fa  médiane  BR  , 
je  décris  avec  AC  fit  les  deux  droites  menées  AB , BC  un  trian- 
gle ABC  qui  eft  le  triangle  demande. 

Pour  le  prouver,  je  mene  la  droite  RC,  fit  à caufe  que  AB  eft 
divifée  en  moyenne  fit  extrême  raifon,  j’ai  AR.  RB  ::  RB.  AB; 
(N.  18p.)  mais  RB  = AC  : donc  AR.  AC  ::  AC.  AB  , ainfi  les 
deux  côtés  AR.  AC  du  triangle  ACR , font  proportionnels  aux 
deuxcôtés  AC,  AB  du  triangle  ABC  fit  comme  l’angle  compris  A 
eft  le  même  dans  l’un  fit  dans  l’autrei  les  deux  triangles  ACR,  ABC 
font  femblables,  ( A^.  1 5 1.)  fit  par  conféquent  le  triangle  ACR 
eft  ifofcele  , de  même  que  le  triangle  ABC  ; ce  qui  rend  aufli 
ifofcele  le  triangle  RCB  , nuifque  AC  = CR  = RB  : or,  l’an- 
gle ARC  externe  au  triangle  RCB,  vaut  les  deux  internes  oppo- 
fés  B , BCR  {N.  py.  ) ou  le  double  de  l’angle  B , à caufe  que 
les  deux  angles  B fit  BCR  du  triangle  ifofcele  RCB  font  égaux  , 
fit  l’angle  ARC  eft  égal  à l’angle  RAC,  puifque  le  triangle  ACR 
eft  ifofcele  ; donc,  dans  le  triangle  ifofcele  ABC,  l’angle  A fut 
la  bafe  eft  double  de  l’angle  B au  fommet. 

ipy.  Problème.  Une  ligne  AQ  {F\g.  1 16.)  étant  donnée f coup 
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truire  fur  cette  ligne  un  triangle  ifofcele , dont  chaque  angle  fur  la 
bafe  fait  double  de  F angle  au  Jommet,  . 

Je  divife  la  droite  AC  en  moyenne  ôc  extrême  raifon  en  S ; 
j’a)oûte  la  médiane  AS  à la  ligne  AC  de  A en  N,  6c  avec  la 
droite  AC  6c  deux  autres  droites  AB  , BC  égale  chacune  à la 
droite  CN , je  conllruic  un  triangle  ifofcele  qui  eü  le  triangle  de- 
mandé. 

Car,  puifque  la  droite  AN  eft  égale  à la  médiane  de  AC  divi- 
fée  en  moyenne  6c  extrême  raifon  , la  droite  CN  eil  audi  divifée 
en  moyenne  6c  extrême  raifon  en  A,  (A',  ipi.)  6c  fa  médiane 
eft  AC  : or,  AB  = CN  par  la  conftruâion  ; donc  fi  nous  cou- 
pons AB  en  moyenne  6c  extrême  raifijn  en  R , fa  médiane  BR 
fera  égale  à la  médiane  AC  ; ainli  nous  avons  un  triangle  ifof- 
ccle  ABC  dont  la  bafe  AC  eft  la  mediane  de  l’un  de  fes  côtés  , 
6c  pat  conféquent  nous  démontrerons  comme  dans  le  Problème 
précédent,  que  chaque  angle  fut  la  bafe  eft  double  de  l’angle  du 
fommet. 

ip8.  Corollaire.  Dans  tout  triangle  ifofcele  ABC 
( Fig.  1 1 y.  1 1 ^.  ) dont  chaque  angle  de  la  bafe  efl  double  de  celui  du 
Jommet , fi  Fon  coupe  F un  des  angles  de  la  bafe  en  deux  également , par 
une  droite  CR  coupe  le  coté  oppofé  en  R ; ce  coté  fera  coupe  en 
moyenne  extreme  raifon,  C’eft  une  fuite  évidente  de  ce  qui  a été 
dit  ci-defius  {N.  ip5.  ). 

ipp.  CoROLLAiRË  II.  Dans  tout  triangle  ABC  (Fig.  1 1 y.  1 1 5.) 
dent  chaque  angle  de  la  bafe  ejl  double  de  celui  du  fommet  ; F angle  du 
fommet  eft  de  degrés,  & chaque  angle  fur  la  bafe  eft  de  Ta.  Je 
divife  chaque  angle  de  la  bafe  en  deux  également  ; ainfi  les  trois 
angles  du  triangle  valent  enfemble  cinq  angles  égaux  à celui  du 
fommet  : or,  les  trois  angles  du  triangle  valent  enfemble  deux 
droits  ou  i8o  degrés  ; {N.  97.)  donc  Tes  cinq  angles  égaux  va- 
lent aufil  180  degrés  , 6c  par  conféquent  chacun  d’eux  en  vaut 
55  qui  eft  le  cinquième  de  180.  L’angle  du  fommet  vaut  donc 
56,  6c  chaque  angle  de  la  bafe  vaut  7a  , puifqu’il  eft  double  de 
l’angle  du  fommet.  * 

aoo.  Proposition  XLVII.  Si  plufieurs paralelles  AB  , CD  ; 
EH.  6cc.  (Fig.  1 17.)  font  coupées  par  plufieurs  lignes  AH,  MN  , 
RS,  BE  6c  c.  qui  fe  coupent  en  un  meme  point;  ces  paralelles  font  cou-, 
pées  en  même  raifon. 

Comparons  d’abord  les  paralelles  AB , CD  qui  font  du  même 
côté  pat  rapport  au  point  O les  triangles  AOM , COT  font 

Nn  i; 
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femblables,  à caufe  de  l’angle  AOM  commun , des  angles  OAM, 
OCT  faits  pat  les  paralqlles  avec  AO  égaux  entr’eux , 6c  des  an- 
gles OMA,  OTC  égaux  pour  la  même  raifon;  ainfi  nous  avons 
AM,  CT  ::  OM.  OF.  or,  les  triangles  MOR  , TOV  étant 
aulli  femblables,  donnent  MR.  TV  ::  OM.  OT  ; donc  AM. 
CT  ::  MR.  TV  ; mais  les  mêmes  triangles  MOR,  TOV,  don- 
nent MR.  TV  ::  OR.  OV,  ôc  à caufe  des  triangles  femblables 
ROB  , VOD  nous  avons  RB  , VD  ::  OR.  OV.  donc  MR. 
TV  ::  RB.  VD  5 ainfi  la  raifon  des  parties  AM,  CT  des  para- 
lelles  AB  , CD  étant  égale  à la  raifon  des  parties  MR,  TV,  ôc 
celle-ci  étant  égale  à la  raifon  des  parties  RB,  VD;  il  s’enfuit 
que  les  paralelles  AB,  CD  font  coupées  en  même  raifon. 

Maintenant , comparons  les  paralelles  AB,  £H  qui  font  de 
différents  côtés  par  rapport  au  point  O ; les  triangles  AOM , 
HON  font  femblables,  a caufe  de  l’angle  AOM  égale  à l’angle 
HON  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet,  de  l’angle  OAM  égal  à fon 
alterne  OHN,  ôc  ae  l’angle  OMA  égal  à fon  alterne  ONHjdonc 
AM.  NH  ::  MO.  NO;  or  les  triangles  MOR,  SON  étant  fem- 
blables par  les  mêmes  raifons  , donnent  MR.  SN  ::  MO.  NO  ; 
donc  AM.  NH  ::  MR.  SN;  mais  les  mêmes  triangles  MOR  , 
SON  donnent  auffi  MR.  SN  ::RO.  SO,  ôc  à caufe  des  trian- 
gles femblables  ROB,  SOE,  nous  avons  RB.  SE  ::  RO.  SO; 
donc  MR.  SN  : ; RB.  SE  ; ainfi  la  raifon  des  parties  AM , HN 
des  paralelles  AB,  EH  étant  égale  à la  raifbn  des  parties  MR, 
S N , ôc  celle-ci  égale  à celle  des  parties  RB  , SE  ; il  efi  clair 
que  les  deux  paralelles  AB,  EH  font  coupées  en  même  raifon  : 
ôc  ainfi  des  autres. 

201.  Problème.  Couper  une  ligne  droite  donnée  AB  (Fig.  1 1 8.) 
en  t ant  de  parties  égales  que  Ion  voudra. 

J e prcns  une  droite  indéfinie  NX , fut  laquelle  je  porte  avec 
une  ouverture  de  compas  à difçrétion,  autant  de  parties  égales 
qu’on  en  demande  pour  la  ligne  AB  ; par  exemple  quatre,  NR  , 
RS  , ST , TX.  Je  fais  fur  XN  un  triangle  équilatéral  NVX  ; 6c 
du  point  V , je  nîene  des  droites  aux  points  de  divifion  R , S , T. 
Cela  fait,  je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  de  la  ligne  AB  , 
ôc  je  la  porte  fut  les  deux  côtés  VX , VN  prolongés , s’il  le  fàur  , 
de  V en  H,  ôc  de  V en  L ; je  joints  les  points  H , L par  la  droite 
HL , ôc  prolongeant , s’il  eft  néceffaire , les  droites  VR , VS , VT 
jufqu’à  ce  qu’elles  coupent  la  droite  HL  , cette  ligne  HL  eft 
égale  à la  droite  donnée,  ôc  elle  eft  diviféc  en,  nombre  de  par- 
ties requis.. 
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Carà  caufe  cfes  bafes  paraleües XN , HL,  les  triangles  VXN , 
VHL  font  femblables  ; or , le  triangle  VXN  eft  (fquilateral  ; donc 
le  triangle  VHL  l’eft  aulTi , & par  conféquent  HL  = H V , mais 
VH  eft  égal  à AB  par  la  conftrudion  , donc  HL  eft  aufti  égal 
à AB.  Or,  par  la  Propofition  précédente , les  droites  XN,  HL 
paralelles  entre  les  lignes  qui  partent  du  même  poinfV,  font  di- 
vifées  en  même  raifon,  & XN  a été  divifée  en  quatre  parties 
égales  ; donc  HL  eft  aufti  divifée  en  4 parties  égales. 

Cette  pratique  eft  fort  ingénieufe , mais  elle  a l’inconvenient 
qu’après  avoir  divifé  HL  en  parties  égales , il  faut  porter  ces 
parties  fur  la  droite  AB , ce  qui  eft  quelquefois  embarraflTant , fur- 
tout  lorfque  les  panies  égales  font  fort  petites.  C’eft  pourquoi 
j’aimerois  mieux  me  fervir  de  la  pratique  fuivante. 

Soit  donc  la  ligne  AB  ( iip.  ) qu’on  propofe  de  divifer  en 
quatre  parties  égales  ; je  fais  en  A un  angle  à volonté  BAX  , 
& du  point  B , je  mene  une  paralelle  au  côté  AX  ; je  ptens  une 
ouverture  de  compas  à diferétion , ôc  je  la  porte  quatre  fois  fur 
le  côté  indéfini  AX  , de  A en  Al,  de  M en  N,  ôcc.  Je  porte  la 
même  ouverture  aufti  quatre  fois  fur  la  paralelle  indéfinie  BZ  , 
de  B en  S , de  S en  T , &c.  Je  joints  les  points  de  divifion  des 
lignes  AC , BD  par  des  droites  CB  , RS , NT,  MV,  AD , 6c 
ces  lignes  coupent  la  droite  AS  en  quatre  parties  égales. 

Car  AB  étant  inclinée  entre  les  paralelles  AC,  BD  , les  an- 
gles alternes  BAC,  ABD  fonr égaux  ; or,  les  côtés  AC,  AB  du 
triangle  CAB,  font  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  BD, BA 
. du  triangle  ABD  , donc  à caufe  des  angles  compris  égaux,  ces 
deux  triangles  font  parfaitement  égaux  ( N.  1 00.  ) , 6c  l’angle  ABC 
eft  égal  à l’angle  BAD;  mais  ces  angles  font  alternes  entre  les 
droites  BC,  AD  , donc  ces  droites  font  paralelles  entr’elles 
( M 7J.  ).  Or,  les  droites  AC , BD  inclinées  dans  l’efpace  para- 
lelle BCAD  font  coupées  proportionnellement  ; donc  les  lignes 
RS , NT , M V qui  les  coupent  font  paralelles  aux  paralelles  BC, 
AD  (A^.  I J7.) , 6c  par  conféquent  les  mêmes  lignes  KS , NT,  6c  c. 
coupent  en  même  raifon  l’inclinée  AB  {N.  153.),  c’eft-à-dire, 
en  quatre  parties  égales. 

202.  Defisition.  Si  une  ligne  droite  AB  (F»>.  120.)  eft  cou- 
pée en  trois  parties  AC , CD , DB,  de  forte  que  la  première  AC 
foit  à la  fécondé  CD,  comme  toute  la  ligne  AB  eft  à la  troifié- 
■ me  DB  , cette  ligne  eft  dite  être  coupée  Harmoniquement , ou  en 
trois  parties  Harmoniquement^ 

Nn  iij 
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Et  il  faut  obferver  que  quand  une  ligne  eft  ainfi  coupée,  on  a 
audi  la  troinéme  partie  DB , ed  à la  fécondé  CD , comme  la 
ligne  entière  ed  à la  première  AC.  Car  par  la  définition  nous 
avons  AC  , CD  : : AB , DB  : donc  en  faifant  le  produit  des  extrê- 
mes fle  des  moyens,  nous  aurons  ACxDB  = CDxAB,  d’où  l’on 
tire  cette  proportion  DB  CD  ::  AB,  AC;  aind  l’on  peut  dire 
que  quand  une  Urne  ejl  divijèe  harmoniquement  en  trois  parties,  cha- 
que extrême  ,eflala  partie  du  milieu  comme  la  ligne  entière  ejl  à f au- 
tre extrême. 

203.  Corollaire.  Qieandune  ligne  AB  (Fig.  120.)  efl  divijee 
harmoniquement , la  parue  du  milieu  CD  eft  toujours  moindre  que  cha- 
cune des  extrêmes  KCyTiB.  Car  puifque  AC,  CD  ::  AB,  DB, 
6c  que  AB  ed  plus  grand  que  DB  ; AC  doit  être  audi  plus  grand 
que  CD.  De  même , puifque  nous  avons  DB,  CD  AB,  AC, 
ôc  que  AB  ed  plus  grand  que  AC,  DB  doit  être  audi  plus  grand 
que  CD. 

204.  Problème.  Divifer  une  ligne  droite  AB  ( Fig.  1 20.  ) en  trois 
parties  harmoniquement. 

Je  prens  hors  de  la  ligne  AB  ôc  de  fes  prolongemens,  un  point 
quelconque  R , d’où  je  mene  aux  extrémités  A , B les  droites 
RA , RB.  Je  coupe  l’une  ou  l’autre  de  ces  droites  en  un  point 
quelconque  P,  ôc  de  ce  point,  je  mene  fur  AB  la  droite  PD  pa- 
ralelle  à l’autre  ligne  RA.  Je  prolonge  PD  en-delà  de  D , faifant 
DS=PD  ; du  points,  je  mene  au  point  R la  droite  SR  qui  cou- 
pe la  droite  AB  en  C,  ôc  la  ligne  AB  ed  coupée  harmonique- 
ment aux  points  C,  D.  Ce  que  je  prouve  ainfi. 

A caufe  des  paralelles  AR , SP  qui  font  les  angles  alternes 
égaux , ôc  de  l’angle  A CR  égal  à l’angle  SCD  qui  lui  ed  oppofé 
au  fommet,  les  triangles  ACR , SCD  font  femblables  ; donc  AC, 
CD  ::  AR,  SD  : or,  les  triangles  ARB,  DPB  étant  femblables 
à caufe  des  bafes  AR,  DP  paralelles,  donnent  AB,  DB  ::  AR, 
DP ou  ABjDB  ::  AR,  SD,  puifque  DP = SD  parla  condruc- 
tionj  donc  AC,  CD  AB,  DB,  ôc  partant  la  ligne  AB  eddivi- 

fée  harmoniquement. 

2oy.  Corollaire  I“.  Quand  on propofe  de  divifer  une  ligne  har- 
moniquement fans  déterminer  aucune  de  fes  parties , le  Problème  ejl 
indéterminé  & fiifeeptible  d’une  infinité  de  folutions.  Par  le  Problème 
précédent,  le  point  R peut  être  pris  où  l’on  voudra,  le  point  P 
peut  être  pris  à diferétion  fur  l’une  ou  l’autre  des  lignes  R A,  RB; 
or,  tout  cela  peut  varier  d’une  infinité  de  façons,  ôc  donner  fut 
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la  ligne  AB  une  infinité  de  points  C , D-.  Donc,  &c. 

2o5.  Corollaire  II.  Mais  fi  la  ligne  AU  ejl  déterminée  & quel- 
qu'une de  fes  parties , ou  ft  deux  de  fes  parties  font  connues , eir  que  la  ' 
Jigne  entière  fait  inconnue , tout  efi  déterminé  ^ & le  problème  ne  peut 
avoir  qu’une  Joluuon. 

En  premier  lieu , fî  la  ligne  AB  efi  connue  fie  l’une  ou  l'autre 
de  fes  extrêmes  aufii  ; par  exemple  , la  partie  AC , & qu’il  s’agifle 
de  trouver  le  point  D auquel  le  refie  CB  de  la  ligne  doit  être 
coupée  ; nous  lavons  qu’il  faut  avoir  AC,  CD  ::  AB  , DB , ou  en 
alternant  AC,  AB  : : CD,  DB  ; c’efi  pourquoi  il  n’efi  quefiion 
que  de  couper  CB  en  deux  parties  CD , DB  proportionnelles  à la 
partie  AC,  & à la  ligne  entière  AB.  Or,  AB  ne  peut  pas  être 
coupée  du  même  côté  en  deux  autres  parties  proponionnelles  à 
AC , AB(M  178.);  donc  le  problème  ne  peut  avoir  qu’une  folu- 
tion. 

En  fécond  lieu,  (i  la  ligne  AB  efi  connue,  & qu’on  dife  que 
la  partie  du  milieu  efi  égale  à une  ligne  donnée.  Nous  favons  que 
nous  devons  avoir  AC,  CD  : : AB,  DB,  ce  qui  donne  ACxDB 
= CDxAB;ainfi  les  deux  extrêmes  que  nous  ne  connoiflbns 
pas  en  particulier,  doivent  être  réciproques  à la  ligne  entière 
AB,  fie  à fa  partie  CD  ( M 183.)  dont  nous  connoilfons  la  va- 
leur; c’eft  pourquoi  retranchant  de  la  ligne  AB  la  valeur  de  fa 
partie,  le  refie  fera  la  fomme  des  deux  extrêmes  AC,  DB , fit  ajou- 
tant à la  ligne  AB  une  droite  AM  égale  à la  valeur  de  la  partie 
du  milieu  , la  fomme  fera  celle  de  la  ligne  entière  fit  de  fa  partie 
CD.  Divifant  donc  la  fomme  des  extrêmes  AC-+-DB  en  deux 
parties  réciproques  aux  deux  panies  de  la  fomme  MB , ces  deux 
parties  feront  les  valeurs  des  extrêmes,  fit  comme  la  ligne  égale 
a la  fomme  AC  -+-  DB,  ne  peut  être  coupée  de  deux  faqons  diffé- 
rentes en  deux  telles  parties  réciproques , enforte  que  les  parties 
d’une  fécondé  divifion  qu’on  voudroit  faire,  fuffent  differentes 
des  deux  parties  de  la  première  divifion  (A'I  188.).  Il  s’enfuit 
que  le  Problème  n’a  qu’une  folution. 

En  troifiéme  lieu , fi  les  deux  parties  de  fuite  MC , CD  , font 
connues,  fit  qu’on  demande  de  trouver  toute  la  ligne;  nous  fa- 
vons que  nous  devons  avoir  AC,  CD  ::  AB,  DB;donc  en^ivi- 
lànt , nous  aurons  AC — CD,  CD  : : AB  — DB,  DB  , c’eft-à- 
dire  , AC — CD,  CD  AD,  DB,  fit  par  conféquentil  ne  fera 
quefiion  que  de  chercher  une  quatrième  proportionnelle  à la  dif- 
férence AC  — CD  des  lignes  connues  AC,  CD,  à la  ligne  CD, 
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& à la  fomme  AD  des  deux  lignes  ; ôc  comme  on  ne  peut  pas 
prendre  deux  quatrièmes  proportionnelles  différentes  à trois  gran-; 
deurs  déterminées , le  Problème  eft  déterminé. 

Enfin,  fi  les  deux  extrêmes  AC , BD  (Fig.  121.)  font  données; , 
ôc  qu’on  demande  la  partie  du  milieu , nous  favons  par  le  cas 
précédent  que  les  deux  extrêmes  doivent  être  réciproques  à la 
partie  du  milieu , ôc  à la  ligne  entière  , c’efi-à-dire  que  le  produit 
ACxBD,  doit  être  égal  au'produit  de  la  partie  du  milieu  par  la. 
ligne  entière  {N.  i8j.  ).  Ainfi  je  mene  une  ligne  MR  égale  à la 
fomme  des  extrêmes,  faifant  MNs=AC,  ôcNR  = BD,  ôedivi- 

fant  MR  en  deux  également  en  O,  j’ai  MNxNR=MO  — NO 
( N,  1 45.  ).  Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’ajouter  à la  ligne  MR 
une  ligne  MV,  telle  que  le  reêlangle  de  l’ajoutée  MV  par  la  ligne 
entière  VR,  foitégal  au  reftangle  MNxNR,  ôc  de  faire  voir  en- 
fuite  que  cette  ajoutée  eft  la  partie  du  milieu , ôc  qu’il  ne  peut  y 
en  avoir  d’autre.  Or , nous  favons  que  nous  devons  avoir  VMxVR 

■■  — » S — 

= VO — MO  (A^.  1484)  ; donc  il  faut  que  nous  ayons  auffi  VQ 

—MO= MNxNR,  ôc  partant  VÔ— M^MO  — N^ÔC 

ajoutant  MO  de  part  ôc  d’autre , nous  aurons  VO  = 2MO — NO  ; 

pour  trouver  donc  ce  quarré  VO , ôc  par  conféquent  fa  racine  V O.' 
J’éleve  fur  le  milieu  O de  la  ligne  MR  une  perpendiculaire  OX, 
que  je  fais  égale  à MO  ou  OR , ôc  je  mene  la  droite  RX , ce  qui 

donne  un  triangle  reûangle  ifofcele , dans  lequel  j’ai  RX  = OR 

-4-  OX  ( A^.  1 7 1 . ) , ôc  à caufe  de  OR  = OX  = MO , j’ai  RX 

■ — « 

= 2M0  Du  point  N pris  pour  centre,  ôc  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à RX,  je  décris  un  arc  qui  coupe  en  Z la  per- 
pendiculaire OX  prolongée , ôc  menant  la  droite  NZ , laquelle 
cft  égale  par  conféquent  à RX , j’ai  un  autre  triangle  reêlangle 

NZO,  qui  donne  ZN  ou  RX=ZO-4-NO  (N.  171.)  ; mais 
RX  = 2M0,  donc  2MO  = ZO-hNO,  ôc  retranchant  NO 
de  part  ôc  d’autre,  j’ai  2MO  — NO  = ZO  ; mais  2MO  — NO 

= VO,  comme  on  vient  de  voir;  donc  VO  = ZO,  ôc  VO 
= ZO  ; ainfi  prolongeant  OM  au-delà  de  M , ôc  portant  ZO  de 
O en  V , nous  aurons  la  droite  VO , de  laquelle  retranchant  MO , 

le 
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le  relie  fera  la  petite  partie  cherchée , faifant  donc  une  ligne  égale 
aux  trois  VM,  AC  , BD,  & dont  VM,  foit  la  partie  du  milieu , 
cette  ligne  fera  la  ligne  divifétf  harmoniquement,  & qui  aura 
pour  extrêmes  les  deux  données  AC , BD  , & le  Problème  n’a 
qu’une  folution  ; car  fi  VM  devenoit  plus  grand  ou  plus  petite , le 
redangle  de  VM,  par  toute  la  ligne  , feroit  plus  grand  ou  plus 

petit  que  le  redangle  ACxBD  ou  2MO  — NO. 

207.  Corollaire  III.  Il  fuit  du  Corollaire  précédent  que^ 
deux  /ignés  égales  divifées  harmoniquement  .ont  une  des  extrêmes  égale 
à une  des  extrêmes  ou  la  partie  du  milieu  égale  à la  partie  du  milieu , 
les  deux  autres  parties  font  égales  chacune  à chacune  aux  deux  autres 
parties , & que  fi  les  deux  extrêmes  d’une  ligne  font  égales  aux  deux 
extrêmes  dun  autre,  ou  une  extrême  & la  partie  du  milieu  égale  à une 
extrême  , dr  la  partie  du  milieu  les  deux  lignes  font  égales  ; car  autre- 
ment le  Problème  ne  feroit  pas  déterminé  dans  tous  les  cas  donc 
nous  avons  parlé  {N.206.),  ce  qui  n’eft  pas  poHible. 

208.  Corollaire  IV.  Si  dun  point  R (Fig.  122.)  pris  hors 
dune  ligne  AB  divifée  harmoniquement  aux  points  C,  D,  on  mene 

2’uatre  lignes  indefinies  qui  pajjent  par  les  points  A,C,D,B</cAi 
gne  AB , toute  ligne  PS,  HZ , dre.  qui  coupera  trois  de  ces  lignes, 
& qui  feraparalelle  à la  quatrième , fera  coupée  en  deux  également 
entre  les  lignes  qu’elle  coupera. 

Du  point  D , je  mene  PS  paralelle  à AR , & qui  coupe  les  trois 
lignes  RZ , RT , RV,  les  triangles  ARC , DSC  font  femblables, 
à caufe  des  angles  alternes  que  font  les  paralfelles  AR , PS , ôc 
de  l’angle  ACR  égal  à l’angle  SCD  qui  lui  eft  oppofé  au  fom- 
met  ; donc  AR , SD  : : AC , C D ; or , les  triangles  ARB  , DPB 
étant  femblables  à caufe  des  bafes  paralelles  AR,  DP,  donnent 
AR , DP  ; : AB,  DB , & par  la  fuppofition  nous  avons  AC,  CD  : : 
AB,  DB,  donc  les  raifons  AR,  SD  & AR,  DP  qui  font  égales 
aux  deux  précédentes , font  égales  entr’elles , & nous  avons  AR  , 
SD  ARjDP,  c’eft  à-dire  SD  = DP  , à caufe  des  antécédens 
♦ égaux  AR,  AR.  Ainfi  SP  eft  divifée  en  deux  également  entre 
les  trois  lignes  RZ,  RT,RV  ; mais  toutes  les  lignes  HZ,  &c. 
menées  entre  ces  trois  lignes  paralellement  à RA  ou  à PS,  font 
coupées  en  même  raifon  que  PS  ( N.  200.  ) ; donc  elles  font  cou- 
pées en  deux  également. 

Et  on  prouvetoit  aifément  la  même  chofe  fi  la  ligne  PS  (Fig.  1 2 j .) 
avoir  été  menée  du  point  C entre  les  trois  RX , RZ , RT,  pata- 
Tome  I.  O o 
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Idlement  à RV i car  à caufc  des  triangles  femblables  CSD,RDB 

on  auroitRBjCS  : : DB , DC , ôcles triangles  femblabibs  ARB, 

A FC  donneroient  RB,  PC  : ; AB,  AC  ; mais  à caufe  que  la  ligne 
ABeddivifée harmoniquement, on auroit  AB,  AC  ::  DB,  DCi 
donc  on  auroit  aufli  RB , PC  : : RB , CS  , 6c  partant  PC  = CS, 
Mais  toutes  lignes  HT,  ôcc.  paralelles  à AV  ou  à PS  font  cou- 
pées en  même  raifon  par  les  lignes  RX , RZ , RT  j donc  elles 
font  auin  coupées  en  deux  également. 

20$.  Corollaire  V.  Si  quatre  lignes  qui  partent  (Tun  mîme 
point  R { Fig.  I aa.  1x3.)  font  difpofies  de fofon  que  toute  ligne  qui  en 
coupe  trois , & qui  ejl  paralelle  à la  quatrième  ,Joit  coupée  en  deux  éga- 
lement entre  les  trois  lignes  qui  les  coupe , je  dis  que  toute  ligne  qui 
coupera  les  quatre  lignes  à la  fois  dans  quelque  pofitian  que  ce  fait  Jèr a 
coupée  harmoniquement  entre  les  quatre  lignes. 

D’un  point  quelconque  A de  la  ligne  RX  (F/>.  laa.);  je  mene 
une  droite  A B entre  les  quatre  lignes  RX,  RZ,  RT,  RV,  ôc  com- 
me on  fuppofe  que  toute  ligne  HZ  paralelle  à RX , 6c  comprife 
encre  les  trois  autres , eft  divifée  en  deux  également  ; je  mene  du 
point  D la  droite  PS  paralelle  à RX , 6c  par  conféqueat  j’ai  SD 
= DP  ; or,  les  triangles  femblables  ARC , SCD  donnent  AR 
SD  : : AC , CD , 6c  à caufe  des  triangles  femblables  ARB,  DPB  , 
AR  , PD  ou  SD  ::  AB , DB;  donc  AC,  CD  : : AB,  BD  ,c’eft- 
à-dire  AB  dl  divifée  harmoniquemenr. 

Et  ce  feroit  la  même  chofe  fl  on  difoic  que  toute  ligne  PS 
(Fr^.  133.)  paralelle  à RV  6c  comprife  entre  les  crois  autres  , 
étoit  coupée  en  dtux  également. 

310.  Corollaire  VI.  Si  quatre  lignes  RX,  RZ  , RT , RV 
( Fig.  1 34.  ) qui  partent  cT un  même  point  K,  /ont  tellement  difpofées 
que  toute  ligne  PT  compri/è  entre  trois , paralelle  à la  quatrième  , 
Joit  divifée  en  deux  également , ou , ce  qui  revient  au  même , que  toute 
ligne  AB  comprife  entre  les  quatre  , foit  coupée  harmoniquement  : Je 
dis  que  ces  quatre  lignes  étant  prolongées  au-delà  </eR , ce  qui  donnera 
huit  lignes  RX , RZ  , RT  , RV , *RI , RL  , RS , RQ , il  arrivera 
toujours  que  toute  ligne  qui  coupera  quatre  de  ces  huit  lignes  fera  cU-  * 
vifée  harmoniquement , èr  que  toute  ligne  comprife  entre  trois  de  ces 
lignes  & paralelle  à une  quatrième , fera  divifée  en  deux  également. 

En  premier  lieu , il  eft  clair  que  fi  je  mene  entre  les  quatre 
prolongemens  des  quatre  lignes , la  droite  MF  paralelle  à AB 
elle  fera  divifée  en  même  raifon  que  AB  ( N.  aoo.  ) , ôc  par  con- 
féquenc  haidoniquement , 6c  comme  delà  il  fuit  que  toute  ligne 
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paralelle  à l’un  de  ces  prolongemens , & compris  entre  les  trois 
autres , fera  divifée  en  deux  également  {N.  208.)  > il  s’enfuit  aufll 
que  toute  ligne  qui  fera  comprife  entre  les  quatre  dans  quelque 
pofition  que  ce  foit  fera  cou[^  harmoniquement  ( N.  209.). 

En  fécond  lieu,  puifque  les  quatre  RX  , RZ,  RT,  RV  coo- 

Î>ent  AB  harmoniquement  par  la  fuppofition  , & qu’ainfi  toute 
igné  comprife  entre  les  trois  RZ,  RT,  RV  & paralelle  à RA 
ou  RQ,  en  coupée  en  deux  également,  il  s’enfuit  que  les  quatre 
RZ,  RT,  RV,  RQ,  font  difpofées  de  la  façon  qu’il  faut,  pour 
que  toute  ligne  qui  fera  cojnprife  entre  les  quatre  foit  coupée 
harmoniquement  ( N.  209.  ) , & partant  toute  ligne  comprife 
entre  les  trois  RT , RV , RQ , & paralelle  à la  quatrième  RZ 
ou  RS  fera  coupée  en  deux  également  ( A/.  208.  ) , & on  prouvera 
les  mêmes  chofes , ôc  de  la  même  façon  à l’égard  des  quatre 
lignes  RT,  RZ,  RX,  RI. 

En  troiliéme  lieu , puifque  toute  ligne  qui  coupe  les  troi£ 
RT,  RV,  RQ , fie  qui  eft  paralelle  à la  quatrième  RZ  ou  RS , 
e(f  coupée  en  deux  également , toute  ligne  qui  coupe  les  quatre 
RT , RV , RQ , RS  eft  coupée  harmoniquement  { N.  209.  ) , ôc 
par  conféquent  toute  ligne  qui  coupera  les  trois  RV , RQ , RS , 
& qui  fera  paralelle  à la  quatrième  RT  , fera  coupée  en  deuk 
également , fie  les  mêmes  chofes  fe  prouveront  à l’égard  des  qua- 
tre lignes  RZ , RX , RI , RL. 

Enfm,  puifque  toute  ligne  comprife  entre  les  trois  RV,  RQ,  RS  , 
6c  paralelles  a la  quatrième  RT  ou  RL , eft  coupée  en  deux  éga- 
lement i toute  ligne  menée  entre^es  quatre  RV , RQ,  RS,  RL 
doit  être  coupée  harmoniquement  ( N.  209.  ) ; d’où  il  fuk  que 
toute  ligne conmrife  entre  les  trois  RQ , RS , RL,  fie  paralelles 
à la  quatrième  RV,  eft  coupée  en  deux  également  ( N.  208.) , 
& la  même  chofe  fe  prouvera  à l’egard  des  quatre  RX  , RI , 
RL , RS.  Donc , fitc. 

ai  1.  Proposition  XLVIII.  Si  deux  ligms  droites  dtvijees  har- 
moniquement , onx  un  point  commun , ceft-à^re  y ou  l'un  des  deux  ex- 
trêmes, ou  tun  des  deux  moyens  , les  lignes  qui  joindront  les  autres 
points  de  divijion , ou  feront  paralelles  entr  elles , ou  iront  aboutir  à un 
même  peint. 

Soient  les  deux  droites  AB , AR  ( Fig.  1 2j.  127.  ) divifées  1 une 
& l’autre  harmoniquement,  & qui  ont  le  point  extrêrne  A com- 
mun ; je  joints  les  points  du  milieu  pat  les  droites  CE , DH , 6c 
ses  ligt^®s  feront  ou  paralelles  entr  elles  ou  non  paralelles  j fi  clie$ 
® ' O O ij 
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l'ont  paralclles  ( Fig.  1 2 j.  ) » je  joints  les  autres  points  B , R pat 
la  droite  BR  , & je  dis  que  cette  droite  eft  paralelle  aux  deux 
autres;  car  fi  on  veut  qu’elle  ne  le  foit  pas,  je  mené  par  le  point 
B une  droite  paralelle  aux  autres  CD,  DH  , & cette  droite  cou- 
pera la  droite  AR  prolongée  , s’il  le  faut,  en  un  point  S different 
de  R.  Or,  le  triangle  ASB  étant  coupé  oar  les  droites  CE,  DH 
jiaraldle  au  côté  BS,  fes  autres  côtés  AB,  AS  feront  coupés  en 
même  raifon  ( A',  i y8.  ) > & par  conféquent  le  côté  AS  fera  divifé 
harmoniquement  à caufe  du  côté  AB  divifé  harmoniquement; 
ainfinous  aurons  deux  lignes  droitçs  inégales  AR,  AS  divifées 
harmoniquement,  ôc  qui  auront  cependant  deux  parties  commu- 
nes AE , EH  , ce  qui  eft  impoflible  ( N.  207.  ).  Donc , &c. 

Si  les  droites  ÇE , DH  ( Fig.  1 27.  ) ne  font  pas  paralelles , ces 
droites  prolongées  fe  couperont  en  quelque  point  O , & je  dis 
que  la  droite  BR  prolongée  palfera  par  ce  point  ; car  fi  on  veut 
que  cela  ne  foit  pas,  je  mene  du  point  O la  droite  OA  , ôc  une 
autre  droite  au  point  B,  laquelle  par  conféquent  coupera  AR, 
prolongée  , s’il  le  faut , en  un  autre  point  S ; ainfi  à caufe  que 
AS  fera  comprife  entre  quatre  lignes  droites  OA,  OC,  OD, 
OSB,  qui  coupent  AB  harmoniquement,  AS  fera  aufti  coupée 
harmoniquement  que  ces  quatre  lignes  ( A^.  208.  ) , ôc  par  confé- 
quent , nous  aurons  deux  lignes  droites  différentes  AS , AR  cou- 
pées harmoniquement  , ôc  qui  auront  cependant  deux  panies 
commu  les  AE , EH , ce  qui  eft  impoftible  ( N.  207.  ) ; donc  il 
eft  impoliible  que  la  ligne  BR  prolongée,  ne  paflTc  pas  par  le  point 
O , ou  les  autres  lignes  CE,  DH  prolongées , vont  fe  couper. 

Et  on  démontrera  de  la  môme  fai;on,  que  fi  deux  lignes  droi- 
tes AB , ER , (Fig.  1 2.6.  1 28.)  coupées  harmoniquement , fe  cou- 
pent en  un  des  points  moyens  C , les  droites  menées  par  leurs 
points  de  divifion  ou  feront  paralelles  entr’elles  (Fig.  126.) , ou 
fe  couperont  toutes  en  un  même  point  O ( Fig.  128.). 

212.  Remarçiue.  Les  propriétés  de  la  ligne  divifée  harmoni- 
quement , font  d’une  grande  utilité  pour  l’intelligence  des  Sec- 
tions Coniques,  ôc  pour  abréger  beaucoup  le  travail  dans  l’étude 
de  ces  Courbes,  commeon  verra  dans  la  fuite. 

21 3.  Pkoposition  XLIX.  Si  plufteurs  lignes  droites  font  en  pro- 
portion Gt  ome'triqite  continué , leurs  différences , font  en  même  raifon 
que  c s lignes. 

Soient  les  trois  lignes  AB,  AC,  AD  ( Fig.  129. ) en  propoc- 
îon  continue  Géométrique,  leurs  différences  feront  BC,  CD  ^ 


Digitized  by  Goo^li_ 


DES  MATHEMATIQUES.  255 
& il  s’agit  de  faire  voir  que  BC,  CD  ::  AB,  AC,  & pour  cela, 
comme  le  quafré  de  la  moyenne  AD  eft  égal  au  produit  ou  rec- 
tangle des  deux  extrêmes  AB,  AC,  fi  jetais  le  quarrë  AHMC 
de  Ta  moyenne  AC , 6c  le  redangle  ARSB  des  extrêmes  AB, 
AD  , le  quarré  AHMC  fera  égal  au  reêlangle  ARSB,  6c  retran- 
chant de  part  6c  d’autre  le  redangle  commun  AHPB,  les  rec- 
tangles reftans  BCMP , PHRS  feront  encore  égaux  , 6c  partant 
leurs  côtés  feront  réciproques  {N.  184.) , 6c  nous  aurons  PM, 
PS  PH,  PB  î or,  à caufe  des  paralelles  AH,  BP,  CM , 6c  des 
paralelles  AB,  HP , nous  avons  PM  = BC , 6c  HP  = AB,  6c  à 
caufe  de  ARou  BS  ==  AD,  6c  de  AH  ou  BP  = AC,  nous  avons 
PS  = CD  ; mettant  donc  ces  valeurs  de  PM , PS , PH  6c  PB  , 
dans  la  proportion  PM,  PS,  PH , PB,  nous  aurons  BC,  CD;': 
AB,  AC , ce  qu’il  falloir  démontrer. 

S’il  y avoir  plus  de  trois  lignes , on  démontreroit  encore  la 
mêmechofe,  car  fuppofant  que  quatre  lignes  a,,i  ,c , d furent 
en  proportion  continue,  les  diflerences  des  trois  premières  fe- 
roient  entr’elles  comme  a eft  à ^ ; or  les  trois  dernieres  ^ , c,d, 
étant  auin  en  progrellion,  leurs  différences  feroient  comme  b eft# 
à f,  6c  par  conféquent  elles  feraient  aufli  comme  a eft  à ^ , 6c 
ainft  des  autres. 

214.  Problème.  Trouver  tant  de  moyennes  proportionnelles  Geo- 
metriques  que  l'on  voudra  entre  deux  lignes  données. 

On  n'cft  pas  encore  parvenu  à refoudre  ce  Problème  dans 
tous  les  cas  qu’il  renferme  en  n’employant  que  la  Géométrie  or- 
dinaire, c’eft-à-dire,  la  régie  6c  le  compas;  à la  vérité  la  Géo- 
trie  compoféc  en  eft  venue  à bout  ; mais  il  eft  fi  difficile  de  bien 
exécuter  Ce  qu’elle  nous  enfeigne  là-deffus,  qu’on  peut  dire  que 
cette  découverte  eft  une  belle  fpéculation  , dont  il  ne  faut  rien 
attendre  dans  la  pratique.  Grand  nombre  d’Auteurs  le  bornent 
au  cas  de  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes  don- 
nées, qui  eft  la  plus  néceflaire  dans  la  Géométrie,  ôc  nous  ont  don- 
né différons  ufages  qui  ont  tous  le  défaut  d’être  extrêmement  ta- 
tonneux  6c  peu  fùrs  ; ainfi  je  crois  que  le  meilleur  eft  de  fe  fervir 
du  Compas  de  Proportion  , comme  nous  l’enfeignerons  plus 
bas. 

Quant  aux  autres  cas  de  ce  Problème , on  les  refoudra  tou- 
jours , lorfqu’il  s’agira  de  chercher  trois  moyennes  proportion- 
nelles entre  deux  lignes  données,  ou  7 , ou  i j ou  3 i , ôc  ainfi  de 
fuite  en  doublant  toujours  6c  ajoutant  l’unité.  Car , par  exemple, 
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pour  trouver  trois  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes 
a,^i  je  cherche  d’abord  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
lignes , & je  la  nomme  x ; ainlî  j’ai  a,x  ::  x,  b;  après  quoi  je 
cherche  une  moyenne  proportionnelle  z entre  a 6c  x , 6c.  une 
autre^entre^&i  ; & j’aia,  z:;  2,Ar  ::  x,y::y,  b ; ce  que  je 
prouve  ainfi  ; à caufe  de  d,  z::  z,x,  le  quarré  de  la  première 
a eft  au  quarrd  de  la  fécondé  z , comme  la  première  a cil  à la 
troifiéme  x , c’eft-à-dirç  aa,zz  ::  a,x  i ainfi  qu’il  a été  dit  dans  le 
premier  Livre  (A/.  3 27. )>  de  même  à caufe  dé  x , y :: y , b , nous 
avons  xx,yy  X f b i mais  nous  avons  fait  t a,  x::  x,  b , donc 
XX  ,yy  a,xiot , nous  venons  de  trouver  aa,zz  ::  a,  x;  donc 
‘aa.zz  ::  XX ,yy  ,6c  tirant  la  racine  quarrée  de  tous  les  termes , 
nous  aurons  a,z::  ic,  y,  mais  nous  avons  d,  z::z,x6(.  x,y::y,b, 
donc  ces  quatre  raifons  font  égales , 6c  nous  avons  a,z::Z,x  :: 
x,y::y,b. 

De  même  fi  l’on  demande  fept  moyennes  Géométriques  entre  . 
deux  lignes  données  a,bi  je  prens  d’abord  une  moyenne  Géo- 
métrique X , entre  a 6c  b ,6c  enfuite  trois  moyennes  entre  d ôc  a:  | 

trois  moyennes  entre  x 6c  b,  6c  ainfi  des  autres , ce  qu’on  dé- 
montrera de  la  même  façon. 

21  y.  Problème.  Trouver  tant  de  moyennes  proportionnelles  Ari- 
thmétiques que  ton  voudra  entre  deux  ligrus  données  (Fig.  130.  ). 

Autant  il  eft  impofiible  de  refoudre  le  Problème  précédent 
dans  tous  fes  cas , autant  efi-il  facile  de  refoudre  celui-ci.  Soit , 
par  exemple,  les  lignes  AB,  AC,  entre  lefquelles  on  demande 
de  trouver  trois  moyennes  Arithmétiques , je  coupe  la  différence 
BC  de  ces  deux  lignes , en  autant  de  parties  égales  plus  une , 
qu’on  demande  des  moyennes,  c’eft-à-dire  en  quatre  BD, DE, 
EH , HC.  Je  donne  à la  ligne  AB  la  partie  BD  , & la  ligne  AD 
eft  la  première  moyenne  demandée  ; j’ajoute  à AD  la  partie  DE, 

& la  droite  AE  eft  la  fécondé  moyenne  : enfin , j’ajoute  à la  droite 
AE  la  partie  EH,  & la  droite  AH  eft  la  troifiéme  moyenne  ; 

& les  cinq  lignes  AB , AD,  AE,  AH,  AC  font  en  progreflion 
Arithmétique , puifqu’ellcs  le  furpalTenttoutès  de  la  même  façon, 
ou  que  leur  différence  eft  toujours  la  même. 

21  (J.  Proposition  XLVIII.  Si  trois  lignes  font  en  progrejjion 
Arithmétique  afeendante  ou  defeendarae,  la  première  ejl  plus  petite  par 
rapport  à la  féconde , que  la  fécondé  par  rapport  à la  troifiéme 
le  produit  des  extrêmes  efl  moindre  que  le  quarré  de  la  moyenne. 

Soient  les  trois  lignés  AB , AC,  AD  (Fig.  15 1.  ) en'progref- 
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flon  Arithmétique  afcendante , & dont  pat  conféquent  les  diffé- 
rences BC,  CD  font  égales  i je  cherche  entre  les  deux  extrêmes 

AB , AD  une  moyenne  Géométrique  AX , 6c  à caufe  que  les 
trois  lignes  AB , AX  , AD  font  en  progrefTion  Géométrique , 
leurs  différences  BX , XD  font  entt’elles  comme  les  lignes  AB  « 
AX  ( M 21  J.  ),  ôc  comme  AB  eft  plus  petit  que  AX  , la  diffé- 
rence BX  eff  plus  petite  que  la  diflérence  XD  ; ainfi  BD  étant 
coupée  en  X en  deux  parties  inégales , dont  la  petite  eff  BX , 
cette  différence  BX  eff  moindre  que  la  moitié  BC  de  BD,  la- 
quelle moitié  eff  la  différence  de  la  progrefTion  Arithmétique , 
6c  partant  la  moyenne  proportionnelle  Géométrique  AX  eff  plus 
petite  que  la  moyenne  Arithmétique  AC  : d’où  il  fuit  que  AB 
eft  plus  petite  par  report  à AC , que  par  rapport  à AX  ; mais 
dans  la  progrefTion  Géométrique,  nous  avons  AB , AX  : : AX, 
AD  > donc  AB  eff  auffl  plus  petite  par  rapport  à AC  , que  AX 
par  rapport  à AD  ; mais  AC  eff  plus  grande  par  rapport  à AD  , 
que  AX  par  rapport  à la  meme  AD  ; donc  à plus  forte  raifon 
AB  eft  plus  petite  par  rapport  à AC , que  AC  , par  rapport  à 
AD. 

Maintenant  fuppofons  que  la  progrefflon  Arithmétique  AD  , 

AC,  AB  foit  delcendante  ; je  prens  la  moyenne  Géométrique 
AX  entre  ces  deux  lignes , ce  qui  donne  la  progrefTion  Géomé- 
trique AD,  AX  ::  AX,  AB,  6c  les  différences  DX , XB  étant 
entr’elles  comme  les  lignes  AD,  AX  (M  215. ),  la  différence 
DX  fera  plus  grande  que  la  différence  XB  à caufe  de  ^D  plus 
grand  que  AX  ; ainfi  DX  fera  plus  grande  que  la  moitié  DC  de 
la  ligne  DB,  laquelle  moitié  eff  la  différence  de  la  progrefTion 
Arithmétique  ; donc  la  moyenne  Géométrique  AX  fera  plus  pe- 
tite que  la  moyenne  Arithmétique  AC  , & par  conféquent  AD 
fera  moins  grand  par  rapport  à AC , que  par  rapport  à AX , 6c 
comme  AD,  AX  AX,  AB,  la  ligne  AD  fera  auffl  moins  gran- 
de par  rapport  à AC,  que  AX  par  rapport  à A^  > or,  AX  eft 
moins  grand  par  rapport  à AB , que  AC  par  rapport  à AB , donc 
à plus  forte  raifon  AD  eft  moins  grand  par  rapport  à AC , que 
AC  par  rapport  à AB.  Ainft  dans  Tun  6c  Tautre  cas,  la  première 
ligne  de  la  progrefTion  Arithmétique,  eft  moins  grande  par  re- 
port à la  fécondé,  que  la  fécondé  par  rapport  à la  troifîéme.  Ce 
qu’il  falloit  1®.  démontrer. 

Puifque  dans  Tun  ôc  Tautre  cas , la  moyenne  Géométrique 
AX  eft  plus  petite  que  la  moyenne  Arithmétique  AC , le  quarté 
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de  AX  eft  auflî  plus  petit  que  le  quarr<f  de  AC  ; or,  dans  la  pro- 

greflion  G(fométrique  AB,  AX  ::  AX,  AD  ou  AD  , AX  : ; AX  , 

AB,  nous  avons  AX=ABxAD;  donc  ABxAD  eft  plus  petit 

que  le  quarrd  AC;  ainfi  dans  la  prpgrelTion  Arithme'tique  AB  , 
AC  , AD , ou  AD,  AC,  AB , le  produit  des  extrêmes  eft  moin- 
dre que  le  quarrd  de  la  moyenne.  Ce  qu’il  falloir  2°.  démontrer. 


CHAPITRE  VI- 

"Des  Propriétés  du  Cercle. 

'217.  J~\Ef  INITIONS.  Une  ligne  AB  (F/^.  IJ2.)  menée  d’un 
point  à un  autre  de  la  circonférence  du  cercle , & qui 
ne  pafle  pas  le  centre , fe  [nomme  Corde.  Nous  avons  démontré 
( N.  60.  ) que  la  circonférence  ne  peut  couper  qu’en  deux  points 
une  corde  qu’on  prolongeroit  même  de  part  & d’autre.  La  partie 
ACB  du  cercle  que  la  corde  coupe,  fe  nomme  petit  Segment,  & 
l’autre  partie  AEB,  k nomme  grand  Segment. 

2 1 8.  Toute  ligne  RS  ( Fig.  132.)  qui  touche  une  circonférence 
fans  la  couper,  fe  nomme  Tangente,  & toute  ligne  HM  {Fig.  1 33.) 
qui  part  d’un  point  extérieur  H , & qui  coupe  la  circonférence 
en  deux  points  N,  M , fe  nomme  Secante. 

2ip.  Si  d’un  point  B ou  une  droite  RS  ( Fig.  i 32.)  touche  le 
cercle , on  mene  une  corde  AB,  l’angle  ABR  tourne  du  côté  du 
petit  fegment , fe  nomme  Angle  du  petit  Segment,  & l’angle  ABS 
tourné  du  côté  du  grand  fegment,  fe  nomme  Angle  du  grand  Seg~ 
ment. 

220.  L’angle  AOC  ( Fig.  133.)  formé  par  deux  rayons  AO , 
CO , fe  nomme  Angle  au  Centre,  & l’angle  NMA  fait  pat  deux 
cordes  NM , MA , fe  nomme  Angle  à la  Circonférence. 

221.  La  portion  de  cercle  AOC  comprife  entre  deux  rayons, 
fe  nomme  Secleur  de  Cercle. 

222.  Si  des  extrémités  d’une  corde  AB  ( Fig.  134.),  on  mené 
deux  droites  à un  point  quelconque  C de  l’arc  du  petit  fegment, 
l’angle  ACB  fait  en  C,  fe  nomme  Angle  dans  le  petit  Segment;  6c 
fi  des  mêmes  extrémités  A , B on  mene  deux  droites  à un  point 
quelconque  D de  l'arc  du  grand  fegment , l’angle  ADC  fait  en 
D , fe  nomme  Angle  dans  te  grand  Segment. 

223.  Deux 
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aa  J.  Deux  circonférences  de  cercle  qui  ont  le  même  centre , 
fe  nomment  Circonférences  Concentriques  ; fie  fi  deux  circonféren- 
ces de  cercle , dont  l’une  cfi  dans  le  cercle  de  l’autre , n’ont  pas 
le  même  centre , elles  fe  nomment  Excentriques. 

224.  Proposition  XLIX.  Si  une  droite  OS  (Fig.  1 3 y.)  qui pajfe 
par  le  centre  O , coupe  une  corde  AB  deux  également , elle  lui  ejl 
perpendiculaire , & Ji  elle ejl  perpendiculaire  fur  la  corde  AB,  elle  la 
coupe  en  deux  également.  Dans  l'un  & Vautre  cas , tare  ASB  que  la 
corde  foutient , *Jl  coupé  en  deux  également  ,•  enfin , fi  t arc  ASB  efi 
coupé  en  deux' également  par  une  droite  OS  qui  pajfe  par  le  centre , cette 
droite  OS  efi  perpendiculaire  fur  la  corde , & la  coupe  en  deux  éga- 
lement. 

Je  mene  aux  extrémités  de  la  corde  les  rayons  OA , OB  qui 
font  deux  obliques  égales , menées  du  même  point  O fur  la  droite 
AB;  ainfi  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du  point  O fur  la 
même  ligne  AB,  couperoit  la  droite  AB  au  point  R qui  la  divife 
en  deux  également  {N.  y4.  ),  mais  parla  fuppofition  , la  droite 
OS  qui  pafle  par  le  même  point  O , pafle  aulîi  par  le  point  R , 
puifqu’elle  divife  AB  en  deux  également  ; donc  la  droite  AS 
n’efi  pas  différente  de  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du  point 
O,  car  l’une  fie  l’autre  auroient  deux  points  communs  O,  R,  ce 
qu’il  falloit  1°.  démontrer. 

Si  l’on  fuppofe  que  OS  efi  perpendiculaire  fur  AB  , il  efi  clair 
qu’elle  doit  divifer  AB  en  deux  également,  à caufe  des  obliques 
égales  OA  , OB  ( N.  y^.  ).  Ce  qu’il  falloit  2“.  démontrer. 

Dans  l’un  6c  l’autre  cas,  les  deux  triangles  OAR , OBR  ayant 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  , font  parfaitement  égaux 
{N.  100.)  ; donc  les  angles  AOS,  BOS,  font  égaux,  6c  par 
conféqnent  les  arcs  AS , SB , qui  mefurent  ces  angles  font  égaux, 
6c  l’arc  AB  eft  divifé  en  deux  également  par  la  droite  OS , ce 
qu’il  falloit  3®.  démontrer. 

Enfin  , fi  l’arc  AB  eft  divifé  en  deux  également  en  S , par  la 
droite  SO  qui  paffe  par  le  centre  ; cette  droite  paffe  par  les  mê- 
4nes  points  O , S , par  lefquels  pafleroit  la  perpendiculaire  OR  , 
ou  la  droite  qui  partant  du  centre  O , viendroit  divifer  AB  en 
deux  également  i donc  SO  eft  la  même  que  l’une  ou  l’autre  de 
ces  lignes,  6c  par  conféquent  elle  eft  perpendiculaire  fur  AB,  6c 
la  coupe  en  deux  également  ; ce  qu’il  falloit  4®.  démontrer. 

22 y.  Corollaire.  Si  une  ligne  SO  quipajjepar  le  centre,  divife 
Tome  I.  F P 
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un  arc  en  deux  également  ; cette  ligne  prolongée  au-delà  du  centre 
en  H,  divifera  aujft  l are  oppo/é  AUB  en  deux  également. 

La  ligne  SO  prolongé  en  H eft  diamètre  , ôc  coupe  la  circon* 
férence  en  deux  parties  égales*  SAH , SBH,  retranchant  donc 
d’une  part  l’arc  SA  , & de  l’autre  l’arc  SR , égal  à SA  , le  refte 
AH  fera  égal  au  rede  BH. 

3.26.  Corollaire  II.  Toute  ligne  SH  <jui  divife  une  corde  AB 
en  deux  également , & qui  lui  efl  perpendiculaire , pajfe  par  le  cemre 
O.  Si  on  veut  que  cela  ne  foit  pas,  je  mene  par  le  point  R une 
droite  au  centre , & cette  droite  fera  perpendiculaire  fur  AB  , 
à caufe  qu’elle  la  divife  en  deux  également  ( N.  22^.  ) ; donc  fuc 
un  même  point  R , on  pourroit  élever  deux  perpendiculaires  fuc 
AB,  ce  qui  eft  impoflible. 

327.  PROBLEME.  Trouver  le  centre  d’un  cercle  ( Fig.  i J J.  ). 

Je  mene  une  corde  AB,  que  je  divife  en  deux  également  en 
R ; j’éleve  en  R la  perpendiculaire  HS  , que  je  prolonge  de  part 
& d’autre  jufqu’à  la  circonférence , & divifant  HS  en  deux  éga- 
lement en  O , ce  point  eft  le  centre  demandé , ce  qui  eft  évident 
par  la  propofition  précédente  6t  fes  Corollaires. 

228.  Problème.  Faire  vaffer  une  circonférence  de  cercle  par  trois 
points  donnés  A ,B  , C , [Fig.  1^6.)  qui  ne  font  pas  en  ligne  droite. 

Je  joints  les  points  A,  B par  la  droite  AB,  & les  points  A, 
C , pat  la  droite  AC  ; je  coupe  chacune  de  ces  droites  en  deux 
également  aux  points  M , N , 6c  fur  ces  points  j’éleve  des  per- 
pendiculaires indéfinies  MR , NS  î du  point  O où  ces  perpendi- 
culaires fe  coupent,  pris  pour  centre  6c  d’une  ouverture  de  com- 
pas égale  à la  diftance  OA  du  point  O au  point  A ; je  décris  une 
circonférence  qui  palTe  par  les  deux  autres  points  B,  C,  ce  que 
je  prouve  ainfi  : 

Si  les  droites  AB,  AC  étoient  en  ligne  droite  , les  perpendi- 
culaires MR , NS  feroient  paralelles  , 6c  ne  fe  couperoient  pas 
(A^.  58.);  mais  comme  ces  droites  AB,  AC  s’inclinent  l’une 
furl'  autre,  les  perpendiculaires  doivent  auffi  s’approcher  entr’elles 
du  côté  de  l’angle  BAC , 6c  par  conféquent  elles  doivent  fe  cou- 
per en  un  point  O.  Cela  pofé. 

Puifque  la  perpendiculaire  MR  paflTe  par  le  point  M égale- 
ment éloigné  des  extrémités  A , B de  la  droite  AB , le  point  O 
de  cette  perpendiculaire  doit  être  aufli  également  éloigné  des 
mêmes  extrémités  A,  B ( A^.  j5.  ) ; par  la  même  raifon  le  point 
O de  la  perpendiculaire  NS , doit  être  également  diftant  des 
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extrémités  A , C de  la  droite  AC;  donc  ce  point  Oeft  également 
éloigné  des  trois  points  A , B , C , 6c  pat  conféquent  la  circonfé- 
rence qui  a pour  centre  le  point  0 , 6c  qui  palTe  par  le  point  A , 
doit  palTer  par  les  deux  autres  B , C. 

22p.  Corollaire.  On  ne  peut  faire  pajfer  deux  différentes  cir- 
cotfferenees  de  cercles  par  trois  points  donnés  A , B , C. 

Si  cela  fc  pouvoit,  les  droites  AB,  AC  feroient  des  cordes  de 
l’un  & de  l’autre  cercle,  6c  par  conféquent  le  centre  de  la  fécon- 
dé circonférence  qu’on  voudroit  faire  pafler  par  ces  trois  points , 
devroit  fe  trouver  fur  la  perpendiculaire  MR,  qui  coupe  la  cor- 
de AB  en  deux  également  ( N.  226.  ) , par  la  même  raifon  il  de- 
vroit fe  trouver  auHl  fur  la  perpendiculaire  NS  qui  coupe  la 
corde  AC  en  deux  également,  6c  de  plus  ce  centre  devroit  être 
différent  du  centre  O de  la  première  circonférence  ; car  autre- 
ment ces  deux  circonférences  ne  feroient  pas  différentes , puif- 
qu’clles  auraient  le  même  centre  ôc  le  même  rayon.  Mais  il 
n’eft  pas  pofTible  de  trouver  un  point  différent  de  O qui  foit  fur 
l’une  6c  l’autre  perpendiculaire , puifqu’elles  ne  fe  coupent  qu’en 
un  point  {N.  jy.)  ; donc  il  n’eft  pas  poflible  de  faire  palfer  une 
autre  circonférence  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

230.  Corollaire  III.  Donc  deux  circonférences  de  cercle  ne  peu- 
vent fe  couper  en  trois  points.  Si  cela  fe  pouvoit  on  pourroit  aufll 
faire  paffer  deux  circonférences  par  trois  points  donnés. 

231.  Corollaire.  On  peut  toujours  faire  pajfer  une  circonférence 
far  les  trois  fommets  des  angles  d'un  triangle.  Les  trois  fommets  des 
angles  d’un  triangle  , ne  font  jamais  en  ligne  droite.  Mais  par 
trois  points  qui  ne  font  pas  en  ligne  droite,  on  peut  faire  paffer 
une  circonférence  ( M 228.).  Donc,  ôcc. 

232.  Proposition  L.  De  toutes  les  lignes  quon  peut  mener 
à la  circonférence dun  cercle,  d’un  point  A (Fig.  137.)  pris  entre  le 
centre  & la  circonférence  , la  plus  grande  ejl  la  droite  AB  qui  pajfe 
par  le  centre  3 la  plus  petite  e(l  la  droite  AC^ui  ejl  leprolongement  de  la 
droite  AB , & les  autres  AM,  AN  , ôcc.  vont  en  diminuant  à me- 
fitre  quelles  s'éloignent  de  la  plus  grande  AB. 

Du  centre  O je  mene  la  droite  OM  ; dans  le  triangle  AOM , 
les  deux  côtés  AO  . OM  pris  enfemble  font  plus  grands  que  le 
côté  AM;  or,  OM  eftégal  à OB,  l’une  6c  l’autre  étant  rayon 
du  même  cercle  ; donc  AO  -t- OM  = AO  -t-  OB  ou  AB , ôc  par 
conféquent  la  droite  AB  qui  paffe  par  le  centre , eft  plus  grande 
que  la  droite  AM  qui  n’y  pafle  pas  ; 6c  on  prouvera  de  la  même 
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façon  que  AB  eft  plus  grand  que  AN,  & ainfi  des  autres  > ce 

qu’il  falloit,  i°.  démontrer. 

Je  mene  le  rayon  ON  ; les  triangles  AOM,  AON  ont  le  côté 
AO  commun , & le  côté  OM  eft  égal  au  côté  ON  ; mais  l’angle 
compris  AOM  dans  le  premier  eft  plus  grand  que  l’angle  com- 
pris AON  dans  le  fécond  ; donc  la  bafc  AM  du  premier  eft  plus 
grande  que  la  bafe  AN  du  fécond  ; (N.  io8.)  c’eft  à-dire  la  droite 
AM  plus  proche  de  la  plus  grande  AB,  eft  plus  grande  que  la 
droite  AN  qui  en  eft  plus  éloignée , & ainft  des  autres  ; ce  qu’il 
falloit , 2°.  démontrer. 

Dans  le  triangle  AON,  les  deux  côtés  AO,  AN  pris  enfem- 
ble,  font  plus  grands  que  le  côté  AN  ; mais  ON=OC;  donc 
AO-+- AN  eft  plus  grand  que  OC  ou  OA  H- AC;  ainfi  retran- 
chant OA  de  part  ôc  d’autre , nous  aurons  AN  plus  grand  que 
AC  ; c'eft-à-dire  le  prolongement  AC  de  la  plus  grande  AB , eft 
plus  petit  que  AN,  & ainfi  des  autres;  ce  qu’il  falloit , 3°.  dé- 
montrer. 

233.  Corollaire.  On  peut  toujours  mener  du  point  h à la  cir- 
conférence deux  lignes  égales  ; mais  jamais  trois  j dr  ta  ligne  (jui  joint 
les  extrémités  des  égales , eft  coupée  en  deux  également , par  la  plus 
grande  A B ^ui  lui  eft  perpendiculaire. 

Je  prens  l’arc  BS  égal  à l’arc  BM,  & du  point  S je  mène  les 
droites  SA  , SO  ; l’angle  SOB  eft  donc  égal  à l’angle  MOB  , 
puifque  les  arcs  BS,  BJVI  qui  mefure  ces  angles  font  égaux,  & à 
caufe  que  l’angle  SOB  & fon  angle  de  fuite  SOA  valent  deux 
droits,  (N.  49.)  de  même  que  l’angle  MOB  & fon  angle  de 
fuite  MOA  ; les  angles  SOA , MOA  font  égaux,  •&  par  confé- 
quenr  les  triangles  SOA  , MOA  qui  ont’le  côté  AO  commun , 
le  côté  OS  égal  au  côté  OM  , & l’angle  compris  égal  à l’angle 
compris,  font  parfaitement  égaux;  (jV.  100.)  donc  la  droite  AS  . 
eft  égale  à la  droite  AM,  & ainfi  des  autres  ; ce  qu’il  falloit,  j°. 
démontrer.  ^ 

Et  il  eft  vifible  qu’on  ne  peut  rouver  trois  lignes  menées  du  point 
A à la  circonférence  qui  foient  égales  entr’elles;  car  il  faudroit  qu’il 
y en  eûr  deux  qui  fuffent  d’un  même  côté  par  rapport  à la  plus 
grande  AB,  6c  ces  deux  là  feroient  inégales,  puifqu’elles  feroient 
à des  diftances  inégales  de  la  plus  grande;  ce  qu’il  falloit,  2°. 
démontrer. 

Enfin,  à caufe  que  l’arc  SM  eft  diviféen  deux  également  parla 
droite  B A q^ui  paffe  par  le  centre  ; la  corde  SM  qui  joint  les  extrêr 
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mités  des  égales  AS,  AM,  eft  coupée  en  deux  également  ôc 
perpendiculairen'ent  par  la  droite  BA  {N,  224.)  ce  qu’il  falloir, 
3“.  démontrer, 

234,  Corollaire  II.  Si  un  point  A ejl  entre  le  centre  & la  cir- 
conférence, la  diftance  de  ce  point  à la  circonférence  ^ ef  la  droite  AC 
prife  fur  le  diamètre  /fui  pajfe  par  le  point  A. 

Par  la  Propofition  précédente , la  droite  AC  eft  la  plus  courte 
qu’on  puilTe  mener  du  point  A à la  circonférence  ; donc  cette 
droite  mcfure  la  didanoe  du  point  A à la  circonférence. 

23J.  Proposition  LL  De  toutes  les  fecantes  AB  , AM,  AN, 
&c.  (Fig.  138.)  efu'on  peut  mener  d'un  point  A ; la  plus  grande  ejl 
celle  cjui  pajfe  par  le  centre  O , & les  autres  vont  en  diminuant  à me- 
fure  quelles  s'éloignent  de  la  plus  grande. 

Je  mene  le  rayon  OM;  dans  le  triangle  AOM , J’ai  AO-f-OM 
plus  grand  que  AM  ; mais  OM  = OB  ; donc  A O-f-  OB  ou  AB 
eft  plus  grand  que  AM;  c’eft-à-dire  la  fecante  AB  qui  paffe  par 
le  centre  , eft  plus  grande  que  AM  qui  n’y  pafte  pas , ôc  ainfi  des 
autres;  ce  qu’il  falloir,  1°.  démontrer. 

Je  mène  le  rayon  ON  ; les  triangles  AOM,  AON  ont  le  côté 
AO  commun,  le  côté  OM  égal  au  côté  ON  ; mais  l’angle  AOM 
compris  dans  le  premier,  eft  plus  grand  que  l’angle  AON  compris 
dans  le  fécond  ; donc  la  bafe  AM  du  premier  eft  plus  grande  que 
labafe  ANdu  fécond  ; (A'.  108.)  c’eft  à-dire  la  fecante  plus  pro- 
che de  la  fecante  AB  qui  pafle  pat  le  centre,  eft  plus  grande  que 
la  fecante  AN  qui  en  eft  plus  éloignée,  ôc  aiufi  des  autres!  ce 
qu’il  falloit  démontrer. 

235.  Corollaire.  Du  point  A,  on  peut  mener  des fecantes  éga- 
les deux  â deux,  tatft  qu'on  voudra;  ma\s  jamais  il  ne  s’en  trouvera 
trois  égales , dr  les  lignes  qui  joignent  les  extrémités  des  égales  font 
coupées  en  deux  également  & perpendiculairement  par  la  fecante  AB 
qui  pajje  par  le  centre. 

Je  prens  l’arc  BS  égal  à l’arc  BM , ôc  Je  mene  les  droites  SA  , 
SO;  les  angles  SOB,MOB  font  donc  égaux  à caufede  l’égalité  des 
arcs  BS,  BM  qui  les  mefurent;  donc  leurs  angles  de  fuite  SOA  , 
AlOA  font  égaux  auftî,  de  même  que  les  triangles  SOA  , MOA 
qui  ont  le  côté  AO  commun , le  côté  SO  égal  au  côté  MO , ôc 
l’angle  compris  SOA,  égal  à l’angle  compris  MOA,  {N.  100.) 
ôc  par  conféquent  le  côté  AS  eft  égal  au  côté  AA!  ; c’eft-à-dite 
les  fecantes  également  éloignées  de  la  plus  grande  AB,  fonc 
égales,  ôc  ainli  dÆ  autres;  ce  qu’il  falloit,  1°.  démontrer. 

P P üj, 
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Toute  autre  fecante  qu’on  voudroit  mener  du  point  A , doit 
Être  ou  plus  proche  ou  plus  éloignée  de  la  fecante  AB  que  les 
feantes  AS,  AM  qui  en  font  également  éloignées,  & par  con- 
féquent , fera  ou  plus  petite  ou  plus  grande  que  chacune  des  fe- 
cantes  AS,  AM;  donc  on  ne  peut  jamais  trouver  trois  fecantes- 
égales;  ce  qu’il  falloir,  2°.  démontrer. 

L’arc  SM  eft  divifé  en  deux  également  par  la  ligne  BA  qui 
palTe  par  le  centre;  donc  B A coupe  en  deux  également  ôc  per- 
pendiculairement la  corde  SM  (A^.  a 2-^..  ) ^ui  joint  les  extrémités 
des  feantes  égales , AS,  AM  ; ce  qu’il  falloir,  3°.  démontrer. 

2J7-  Proposition  LU.  De  toutes  les  parties  extérieures  AC , 
AR,  AT,  &c.  (Fig.  ijp.)  des  fecantes  AB,  AM,  AN,  &c. 
qu'on  peut  mener  du  point  extérieur  A , la  plus  petite  efi  la  partie  dont 
la  fecante  A B pajje  par  le  centre  O <ér  les  autres  AR  , AT , 6cc. 
vont  en  augmentant  à mefure  quelles s'èloign  nt  de  OC. 

Jcmene  le  rayon  OR;dansletriangleARO;  j’ai  AR-hRO  plus 
grand  que  AO  ou  AC  -+-  CO,  & retranchant  d’une  part  RO , &;  de 
l’autre  CO  = RO , le  refte  AR  eft  plus  grand  que  AC  ; c’eft-à- 
dire  la  partie  extérieure  AC  de  la  fecante  AB  qui  paftê  par  le  cen- 
tre , eft  plus  petite  que  la  partie  extérieure  AR  de  la  fecante 
AM  qui  n’y  ptme  pas,  & ainfi  des  autres;  ce  qu’il  falloir , 1°.  dé- 
montrer. 

Je  mené  le  rayon  OT  ; les  côtés  AT , TO  du  triangle  ATO 
pris  enfemble  font  plus  grands  que  les  côtés  OR , RA  du  trian- 
gle ARO;  (M  î 8.)  retranchant  donc  d’une  parr  la  droite  TO, 
ôc  de  l’autre , la  droite  RO  = TO  ; le  refte  AT  eft  plus  grand  que 
le  refte  AR , c’eft-à-dire  la  partie  extérieure  AT  de  la  fecante  AN 
plus  éloignée  de  la  fecante  AB  qui  pafle  pa*  le  centre  eft  plus 
grande  que  la'partie  extérieure  A R de  la  fecante  AM  , ôc  ainfi 
des  autres  ; cej[qu’il  falloir , 2°.  démontrer. 

238.  Corollaire.  On  peut  toujours  trouver  des  parties  extérieu- 
res égales  deux  â deux , tant  qu'on  voudra  ; mais  il  n'y  en  aura  jamais 
trois  dt  égales,  & les  droites  qui  joignent  les  extrémités  des  égales , font 
coupées  en  deux  également  & perpendiculairement  par  la  Jecante  AB 
qui  paffe  par  le  centre. 

Je  prens  l’arc  CS  égal  à l’arc  CR , Ôc  je  mene  les  droites  SA, 
SO;  l’angle  SOC  eft  donc  égal  à l’angle  ROC,  à caufe  de  l’éga- 
lité des  arcs  CS  , CR  qui  mefurent  ces  angles,  ôc  les  triangles 
SOA , RO  A font  parfaitement  égaux  à caufe  côté  SO  égal  au 
côté  RO  du  côté  AO  commun , ôc  de  l’angle  SOA  égal  à l’an- 
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gle  ROA  ; {N.  loo. ) donc  le  côté  AS  eft  égal  au  côté  AR; 
c’eft-à-dire  les  parties  extérieures  AS , AR  des  fecantes  égale- 
ment éloignées  de  la  fecante  AB  qui  pafie  pat  le  centre,  font 
égales , & ainfi  des  autres  ; ce  qu’il  falloit  i°.  démontrer. 

On  ne  peut  mener  de  partie  extérieure  du  point  A qui  ne  (bit 
plus  proche  ou  plus  éloignée  de  la  partie  AC  que  les  deux  égales 
AS',  AR,  & qui  par  conféquent  ne  foit  plus  petite  ou  plus  gran- 
de que  chacune  de  ces  deux  ; donc  on  ne  peut  trouver  trois  p«r- 
ties  extérieures  égales  : ce  qu’il  falloit  2°.  démontrer. 

La  ligne  AB  qui  palTe  par  le  centre  coupe  l’arc  SR  en  deux 
également;  donc  elle  coupe  aulTicndeux  également  & perpen- 
diculairement la  corde  SR  (A'.  224.)  qui  joint  les  extrémités  des 
égales  AS , AR;  ce  qu’il  falloit , 3®.  démontrer. 

Nota.  Puifque  de  toutes  les  paries  extérieures  des  fecantes  , 
qu’on  peut  mener  d’un  point  extérieur  A , la  plus  petite  e(l  la 
partie  extérieure  AC  de  la  fecante  AB  qui  paile  le  centre  ; il 
s’enfuit  que  la  diflance  un  point  extérieur  A à une  ciconférence  de 
cercle  , ejl  la  partie  AC  d'une  droite  AB  menée  du  point  A au 
centre. 

239.  Proposition  LUI.  Si  une  ligne  droite  PQ(Fig.  140.^ 
touche  une  circonférence , elle  ne  la  touche  qu'en  un  point  Q. 

Si  on  veut  qu’elle  la  touche  en  un  autre  point  H , je  mene  la 
droite  HQ  qui  fera  le  prolongement  de  PQ  , puifqu’on  fuppofe 
que  la  même  droite  PQ  coupe  la  circonférence  en  Q & H.  Je 
mene  auffi  les  rayons  QO , HO , fie  à caufe  que  le  triangle  HOQ 
eft  ifofcele,  la  perpendiculaire  menée  du  point  O fur  la  bafe 
HQ , paflera  par  le  milieu  L de  cette  bafe  ; (M.  107.)  or  cette 
perpendiculaire  fera  plus  courte  que  les  obliques  OH , OQ  ; 
(A^.  y 3.)  donc  fon  extrémité  L ou  elle  coupe  la  droite  HQ  fera 
dans  le  cercle , c’eft-à-dire  entre  le  centre  6c  la  circonférence  , 
& par  conféquent  la  droite  HQ  ne  fera  point  tangente , puif- 
qu’elle  aura  un  point  L dans  le  cercle. 

240.  Proposition  LIV.  Siune  //gwe  MN.  (Fig.  140.) 
touche  un  cercle  , èf  que  du  point  dit  d attouchement  A on  mene  un 
rayon  AO , ce  rayon  efl  perpendiculaire  fur  la  tangente. 

Puifque  la  tangente  ne  peut  toucher  la  circonférence  qu’au 
point  A , tous  fes  autres  points  font  hors  de  la  circonférence  6c 
plus  éloignés  du  centre  que  le  point  A ; ainfi  les  lignes  menées 
de  ces  points  au  centre,  font  toutes  plus  longues  que  AO , fie 
pat  conféquent  AO  étant  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu’en 
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peut  mener  du  point  O fur  MN,  eft  perpendiculaire  fur  AIN 

{N.  J3  )• 

241.  Corollaire.  Il  ne  peut  y avoir  qu'une  feule  tangente  qui 
touche  un  cercle  à un  point  Q ( Fig.  140.). 

PQ  touche  le  cercle  en  Q ; fi  on  veut  qu’une  autre  droite 
QH  le  touche  au  même  point  Q , je  mene  le  rayon  QO  qui  fera 
perpendiculaire  fur  PQ , ( N.  240.  ) & par  conféquent  oblique 
lir  QH  » ( N,  37.  ) donc  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du 
point  O fur  HQ , feroit  plus  courte  que  l’oblique  QO  , & par 
conféquent  cette  perpendiculaire  couperoit  HQ  en  dedans  du 
cercle  ; donc  HQ  ne  fauroit  être  tangente. 

242.  Problème.  D'un  point  donné  A fur  la  circonférence  d"  uncer~* 
de , ( F ig.  1 40.  ) mener  une  tangente. 

Je  mené  le  rayon  AO,  & fur  fon  extrémité  A une  perpen- 
diculaire MN  qui  eft  la  tangente  demandée  ; {N.  240.)  car  OA 
étant  la  plus  courte  qu’on  puüTe  mener  du  point  O fur  tous  les 
points  de  MN  j tous  les  points  de  MN  à l’exception  du  point  A, 
font  hors  de  la  circonférence , & partant  MN,  eft  tangente. 

243.  Proposition  LV.  Deux  cercles  qui  fe  touchent^  ne  fe 
• touchent  qu'en  un  point. 

Si  les  centres  O,  H des  deux  cercles  RMS,  RTS  (F/g.  141.)  ‘ 
ne  font  pas  tous  les  deux  dans  un  même  cercle , & qu’on  pré- 
tende que  ces  deux  cercles  fe  touchent  aux  point  R,  S,  fans  fe 
couper;  je  mene  les  rayons  OR,  OS,  HR,  HS  fit  la  droite  RS. 
Les  rayons  OR,  OS  étant  égaux,  le  point  O eft  également  éloigné 
des  extrémités  R , S de  la  ligne  RS  & par  la  même  raifon  le  point 
H eft  aufti  également  éloigné  des  extrémités  R,  S;  menant  donc 
la  ligne  droite  OH  par  les  deux  centres  OH,  cette  ligne  eft  per- 
pendiculaire fur  RS , (N.  y8.)&la  coupe  en  deux  également; 
ainfi  les  deux  rayons  OR,  HR  éranr  enlcmble  plus  grand  que  la 
droite  OH  aux  extrémités  de  laquelle  ils  tournent  ; leurs  circon- 
férences fe  coupent  en  R,  S,  {N.  jp.)  & par  conféquent  elle  ne 
fe  touchent  pas  comme  on  le  prétendoit. 

Si  les  centres  O , H des  deux  cercles  font  dans  un  même  cer- 
cle RMS  , ( Fig.  142.)  & qu’on  prétende  que  les  deux  circonfé- 
rences fe  touchent  en  deux  points  R , S ; je  mene  du  centre  O 
du  petit  cercle , les  rayons  OR , OS  ; & comme  ce  centre  O eft 
entre  le  centre  H du  grand  & fa  circonférence , les  droites  éga- 
les OR , OS  ne  font  pas  la  plus  courte  ligne  qu’on  peut  mener 
du  point  O à la  circonférence  RMS;  car  cette  plus  courte  ligne 
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OP  doit  paffer  entre  les  égales  OR , OS , ôc  fe  trouver  à égale 
didance  de  l’une  & de  l’autre  ; {N.  233.  ) donc  le  poinr  P de  la 
circonférence  RMS  du  grand  cercle , 6c  plus  proche  du  centre 
O du  petit  cercle  que  la  circonférence  RTS  de  ce  petit  cercle  , 
6c  par  conféquent  la  circonférence  RTS  coupe  la  circonférence 
RMS,  6c  ces  deux  circonférences  ne  fe  touchent  pas  comme  on 
le  prétendoit. 

’ 24^.  Proposition  LVI.  Lorfque  la  pefition  de  deux  cercles  efl  telle 
que  tes  deux  centres  ne  fe  trouvent  pas  tous  tes  deux  dans  fun  des  deux 
cercles , s'il  arrive  que  la  ligne  OH  (Fig.  143.)  qui  joint  les  deux 
centres  foit  plus  grande  que  la  fommê  des  rayons  OR , HS , les  deux 
cercles  ne  fi  coupent  ni  ne  fi  touchent.  Si  cette  droite  OH  { Fig.  1 44.) 
eji  égale  à la  fomme  des  rayons  OR , RH , les  deux  cercles  fe  touchent 
fans  fe  couper;  enfin  ft  la  droite  OH  (Fig.  I4y.)  ejl  moindre  que  la 
fomme  des  rayons  OR , HS , les  cercles  fi  coupent. 

Dansle  premier  cas,  {Fig.  143.)  j’éleve  en  R 6c  S les  per- 
pendiculaires MT,  NV  lefquelles  font  paralelles  entr’clles, 
(M  58.)  6c  pat  conféquent  ne  fe  coupent  pas;  or,  MT  eft tan- 
gente du  cercle  RCD , ( N.  242.  ) 6c  NV  eft  tangente  du  cercle 
SEL  ; ainfi  ces  deux  cercles  étant  tous  entiers  hors  des  paralel- 
Jes  MT , NV  ne  peuvent  ni  fe  toucher  ni  fe  couper. 

Dans  le  fécond  cas,  {Fig.  144.)  j’éleve  en  R la  perpendicu- 
laire MN,  laquelle  eft  tangente  de  l’un  6c  de  l’autre  cercle,  puif 
qu’elle  eft  perpendiculaire  fur  le  rayon  OR  de  même  que  fur  le 
rayon  HR  ; ainfi  les  deux  circonférences  étant  toutes  entières  , 
l’une  à gauche  6c  l’autre  à droite  de  MN , fe  touchent  en  R 6c 
ne  fe  coupent  pas. 

Dansle  troifiéme  cas , {Fig.  i4y.)  les  deux  rayons  OR,  HS 
étant  enfemble  plus  grands  que  la  droite  OH  aux  extrémités  de 
laquelle  iis  tournent;  les  deux  circonférences  doivent  fe  couper 
{N.  ys>.). 

24y.  Corollaire.  S»  cfrc/w  RCD , REF  ( Fig.  144.) 
fe  touchent  extérieurement  ^ la  ligne  OH  qui  joint  les  deux  centres  , 
faffe  par  le  point  d'attouchement  R. 

La  ligne  OH  ne  peut  pas  être  plus  grande  que  la  fomme  des 
rayons  ; car  autrement  les  deux  cercles  ne  fe  couperoient  ni  ne 
le  toucheroient  ; (M244.)  elle  ne  peut  être  non  plus  moindre  que 
la  fomme  des  rayons  ; car  autrement  les  cercles  fe  couperoient  ; 
(^N,  244.  ) donc  il  faut  que  OH  foit  égal  à la  fomme  des  rayons  ; 
prenant  donc  fur  OH  la  partie  OR  égale  au  rayon  du  premier 
Tome  L Q q 
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cercle,  le  relie  RH  fera  le  rayon  du  fécond  ; ainlî  élevant  en  K 
la  perpendiculaire  MN  qui  fera  tangente  des  deux  cercles  , ces 
deux  cercles  fe  couperont  en  R,  ôc  partant  OH  palTera  pat  le 
point  d’attouchement  R. 

245.  Proposition.  Lorfque  la  pofuion  de  deux  cercles  ejl  telle 
que  les  deux  centres  fe  trouvent  tous  les  deux  dans  t un  des  cercles. 
S'il  arrive  que  la  ligne  HO  (Fig.  1 ^6.  ) qui  joint  les  centres  H,  O , 
fait  moindre  que  la  différence  des  rayons  HS , OC,  /rr  deux  circonfé- 
rences ne  fe  touchent  ni  ne  fe  coupent.  Si  la  droit  eliO  (Fig.  i47.)f/î 
égale  à la  différence  des  rayons  HS , OS , les  deux  circonférences  fe 
touchent  fans  fe  couper  ; enfin  fi  la  ligne  HO  ( Fig.  148.  ) efiplus 
grande  que  la  différence  des  rayons  HS , OR , les  deux  circonférences 
fe  coupent. 

Dans  le  premier  cas  ( Fig.  s^S.) , je  retranche  du  rayon  HS 
la  partie  OH,  & à caufe  que  OH  eft  moindre  que  la  différence 
du  rayon  HS  au  rayon  OC , il  s’enfuit  que  le  relie  OS  ell  plus 
grand  que  le  rayon  OC , ainfi  le  point  S de  la  circonférence 
SEL  ell  en  dehors  de  la  circonférence  RCD  du  rayon  CO  ; oc 
à caufe  que  le  point  O ell  entre  le  centre  H du  grand  cercle , 
& fa  circonférence  SEL,  & que  la  ligne  SO  prolongée  pafle 
par  le  centre  H , la  ligne  SO  ell  la  plus  courte  de  toutes  celles 

Îu’on  peut  mener  du  point  O à la  circonférence  SEL  ( M 232»). 

)onc  toutes  les  lignes  qu’on  pourroit  mener  du  point  0 à la  cir- 
conférence SEL,  feroient,  à plus  forte  raifon,  plus  grandes  que 
le  rayon  OS , & par  conféquent  tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence SEL  où  ces  lignes  iroient  aboutir  , ibnt  hors  de  la  circon- 
férence RCD  , ôc  les  deux  circonférences  ne  peuvent  ni  fe  cou- 
per ni  fe  toucher. 

Dans  le  fécond  cas  ( Fig.  147.  ) ; je  retranche  du  rayon  HS  là 
droite  OH , & le  relie  OS  ell  égal  au  rayon  du  petit  cercle,  puif' 
que  par  la  fuppofition , la  droite  OH  ell  la  différence  de  ces  deux 
rayons.  Donc  les  deux  circonférences  paflent  par  le  point  S ; 
or,  à caufe  que  le  point  O ell  entre  la  circonférence  SEL  du 
grand  cercle  , & fon  centre  H , & que  la  droite  SO  prolongée 
paflê  par  le  centre  H , cette  droite  SO  ell  la  plus  courte  qu’on 
puilfe  mener  du  point  O à la  circonférence  SEL  {N.  232.)  ; donc 
toutes  les  lignes  qu’on  voudroit  mener  d’un  point  O à la  circon- 
férence SEL  étant  plus  grande  que  le  rayon  SO  du  petit  cercle, 
doivent  fortir  bots  de  la  circonférence  SCD  du  petit , & partant 
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les  deux  circonférences  n’ayant  de  commun  que  le  point  S fe 
touchent  en  ce  point,  & ne  fe  coupent  pas. 

Dans  le  troinéme  cas  (Fig.  148.  ) , )e  retranche  du  rayon  HS  , 
la  droite  OH,  & comme  cette  droite  e(l  plus  grande  que  la  dif- 
férence des  rayons  HS , OR , le  refte  OS  eft  plus  petit  que  le 
rayon  OR  ; ainfi  la  circonférence  SEL  du  grand  cercle  , pafTc 
entre  le  centre  O & la  circonférence  RCD  du  petit  cercle.  Or, 
comme  nous  fuppofons  que  le  rayon  HS  du  grand  cercle  eft 
plus  grand  que  le  rayon  OR  du  petit,  & que  le  centre  H du 
grand  eft  en  déçà  du  centre  O du  petit  par  rapport  aux  points 
S,  R,  il  eft  clair  que  fi  l’on  prolonge  les  rayons  SH,  RO  en  V 
& X,  le  rayon  HV  du  grand  cercle  ira  aboutir  à un  point  V de 
fa  circonférence  plus  éloigné  du  centre  O du  petit , que  le  point 
X de  la  circonférence  du  petit , où  ira  aboutir  le  rayon  OX  du 
petit  ; ainfi  la  circonférence  SEL  ayant  un  point  S en  dedans  du 
petit  cercle,  & un  point  V en  dehors , ces  deux  circonférences 
doivent  nécefiaitement  fe  couper, 

247.  Corollaire.  Si  deux  cercles  SEL,  SCD  (Fig.  147.  )/e 
touchent  intérieurement , la  droite  menée  HS  par  les  deux  centres,  paffè 
par  le  point  tf  attouchement  S. 

La  droite  HO  menée  d’un  centre  à l’autre , ne  peut  pas  être 
moindre  que  la  différence  des  deux  rayons , car  fi  cela  écoit  les 
deux  cercles  ne  fe  toucheroient  ni  ne  fe couperoient  ( A^.  246.), 
ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  La  même  droite  HO  ne  peut 
pas  non  plus  être  plus  grande  que  la  différence  des  deux  rayons  , 
car  autrement  les  deux  cercles  fe  couperoient  ( N.  2^6.),  ce  qui 
eft  encore  contre  la  fuppofition.  Donc  cette  droite  HO  doit  être 
égale  à la  différence  des  deux  rayons  ; donc  en  prolongeant  HO  1 

en  S , jufqu’à  la  circonférence  du  grand  cercle  , & retranchant 
du  rayon  HS  du  grand  cercle  la  droite  HO  , le  refte  OS  doit 
être  le  rayon  du  petit  cercle  , ôc  par  conféquent  les  deux  cir- 
conférences paffent  par  le  point  S de  la  droite  HS. 

248.  Problème.  Trouver  la  plus  grande  & la  moindre  difiance 
de  deux  circonférences  excentriqufs  SEL,  RCD  (Fig.  14p.  lyo.  ) 
qui  ne  fe  coupent  ni  ne  fe  touchent. 

Je  mene  par  les  deux  centres  HO,  une  droite  SV  qui  fe  ter- 
mine de  part  ôc  d’autre  à la  circonférence  du  grand  cercle,  ôc 
la  partie  SR  de  ce  diamètre  comprife  entre  les  deux  circonfé- 
rences du  côté  du  centre  O du  petit  cercle  , eft  la  moindre  dif- 
tance  des  deux  circonférences,  ôc  la  partie  TV  comprife  entre 
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les  deux  circonférences  du  côté  du  centre  H du  grand  cercle  y 

eft  la  plus  grande  diftance  ; ce  que  je  prouve  ainfi  : 

Du  centre  O du  petit  cercle , je  mene  à tous  les  points  de 
la  grande  circonférence  des  droites  ON,OE)  ficc.  les  points 
S , N , E , V de  la  grande  circonférence  étant  tous  extérieurs  au 
petit  cercle  , leurs  diilances  à la  circonférence  du  petit  cercle 
font  fur  les  droites  SO,  NO,  EQ,  &c.  menées  de  ces  points 

{)ar  le  centre  O (parla  note  du  N.  21%.)  ; ainfi  ces  diflances  font 
es  droites  SR,  NP,EQ,  &c.  or,  à caufe  que  le  point  O e(l  en- 
tre le  centre  H du  grand  cercle  & fa  circonférence  SNEL  , la 
droite  OS  efl  la  plus  petite  qu’on  puilTe  mener  du  point  O à la 
circonférence  SNEL,  & les  autres  ON,  OE,  fitc.  vont  en  aug- 
mentant jufqu’à  la  derniere  OV  qui  eft  la  pins  grande  (Ma 3 a.)» 
donc  fi  des  lignes  OS,  ON,  OE,  OV,  qui  vont  en  augmen- 
tant; nous  retranchons  les  droites  OR,  OP,  OQ , OT , qui  font 
toutes  égales  à caufe  qu’elles  font  toutes  rayons  du  petit  cercle, 
les  reftes  SR , NP,  EQ , TViront  encore  en  augmentant , & 
par  conféquent  SR  fera  la  plus  petite  diftance , & TV  la  plus 
grande. 

Il  eft  vifible  qu’on  trouveroit  la  même  chofe  du  côté  de  la  demi- 
circonférence  SLV. 

Les  figures  i-jp,  ifo  diflPérent  en  ce  que  dans  la  première  ; 
les  deux  centres  O , H font  compris  tous  les  deux  dans  le  petit 
cercle  ; 6c  dans  la  fécondé  au  contraire , les  deux  centres  O , H 
n’y  font  pas  compris  tous  les  deux , mais  la  démonftration  eft  la 
meme  pour  l’un  ôc  l’autre  cas. 

24p.  Proposition  LIV.  La  plus  grande  de  toutes  les  cordes 
d’un  cercle  f ejl  le  diamètre , les  autres  font  d autant  plus  petites 
qu'elles  font  plus  éloignées  du  centre  O ( Fig.  i y i.  ). 

Du  centre  O , je  mene  aux  extrémités  de  la  corde  CD  , les 
rayons  CO,OD,  & dans  le  triangle  COD,  nous  avons  CO 
-4-  QD  plus  grand  que  CD  ( N.  pj.)  ; or,  le  diamètre  AB  eft 
égal  aux  deux  rayons  CO  , OD  pris  enfemble  ; donc  le  diamè- 
tre eft  plus  grand  que  la  corde  CD , ôc  ainfi  des  autres.  Ce  qu’il 
falloir  i®.  démontrer. 

Soient  les  deux  cordes  CD , HR , dont  la  fécondé  HR  eft 
plus  éloignée  du  centre  O que  la  corde  CD  ; je  mene  les  rayons 
OC , OD , OH , OR,  ôc  du  centre  O les  perpendiculaires  ON, 
OM  fur  les  cordes,  lefquelles  par  conféquent  font  divifées  cha- 
cune en  deux  parties  égales  (A''.  224.)  ; or,  dans  le  triangle  rec- 
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tangle  NOC , j’ai  CO  = CN-+-NO  {N.  I7i.);  & le  triangle 

reûangle  MOR  donne  OR  = RM  -f-  MO , mais  CO  = OR  ; 

donc  CO  = OR , 6c  partant  CN  H-  NO  = RM  H-  MO  ; mais 
par  la  fuppofition  la  diftancc  NO  de  *la  corde  CD  au  centre  eft 
plus  petite  que  la  diftance  MO  de  la  corde  RH  au  centre  ; donc 

N O eft  plus  petit  que  MO  , 6c  par  conféquent  CN  doit  être' 
■ » 

plus  grand  que-  RM , 6c  CN  plus  grand  que  RM  ; donc  le  dou- 
ble CD  de  CN  eft  plus  grande  que  le  double  RH  de  RM;  c’eft- 
à-dire  la  corde  CD  plus  proche  du  centre  eft  plus  grande  que 
la  corde  RH  qui  en  eft  plus  éloignée , 6c  ainft  des  autres.  Ce 
qu’il  falloit  i®.  démontrer. 


2JO.  Corollaire  I".  L«  cordes  également  éloignées  d»  centre 
font  égales. 

Suppofons  que  les  cordes  CD , RH  foient  également  éloignées 
du  centre;  donc  les  perpendiculaires  ON,  OM  feront  égales, 
ainfi  menant  les  rayons  OC,  OR,  les  triangles  reûangles  OCN, 
ORM  auront  l’hypothenufe  OC  égale  à l’hypothenufe  OR , 6c 
le  côté  ON  égal  au  côté  OM,  6c  partant  le  troifiéme  côté  CN 
fera  égal  au  troifiéme  RM  ( A^.  1 02.  ) ; donc  la  corde  CD  double 
de  CN  fera  égale  à la  corde  RH  double  de  RM. 

On  prouvera  de  la  même  fatjon  que  les  cordes  égales  font  égaler 
ment  éloignées  du  centre , car  fl  nous  fuppofons  CD  = RH , 6c  que 
nous  menions  les  perpendiculaires  ON , OM , nous  'aurons  CN 
= RM , ainfl  les  deux  triangles  reâangles  auront  l’hypothenufe 
OC  égale  à l’hypothenufe  OR,  6c  le  côté  CN  égal  au  côté  RM; 
c’eft  pourquoi  le  troifléme  ON  fera  égal  au  troifiéme  OM , 6c  les 
cordes  feront  également  éloignées  du  centre. 

2 y I.  Corollaire  II.  Les  plus  grandes  cordes Jbutiennent  des  plut 
grands  arcs,  & les  plus  grands  arcs  font  Jôutenus  par  des  plus  grandes 
cordes  t en  entendant  par  le  mot  dfarcs  ceux  des  petits  fegmens  que  les 
cordes  coupent. 


Soient  les  cordes  CD , HR  ( Tig.  i f i.  ) , dont  on  fuppofe  que 
la  première  CD  eft  plus  grande  que  la  corde  HR  ; je  mene  les 
rayons  OC , OD , OH , OR , les  triangles  ifofceles  COD , HOR 
ont  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun , mais  la  bafe  CD  du  pre- 
mier eft  plus  grande  que  la  bafe  R H du  fécond  ; donc  l’angle 
comprisCOD  eft  plus  grand  que  l’angle  compris  ROH  (Miop.)  i 
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donc  l’arc  CD  mefure  du  premier  angle  eft  plus  grand  que  l’arc 
RH  mefure  du  fécond;  mais  l’arc  CD  ou  CSD  eft  l’arc  du  petit 
fegment  que  la  plus  grande  corde  CD  coupe  6c  l’arc  RH  ou 
RTH  eft  celui  au  petit  fegment  coupé  par  la  petite  corde  RH  ; 
donc,  ôcc.  Ce  qu’il  fallait  i°.  démontrer. 

De  même  fi  l’arc  CSD  eft  plus  grand  que  l’arc  RTH,  les  demc 
triangles  ifofceles  COD , ROH  auront  deux  côtés  égaux  cha- 
cun a chacun  , mais  l’angle  compris  COD  mefuré  par  l’arc' 
CSD  fera  plus  grand  que  l’angle  compris  ROH  naefuré  par  l’arc 
RTH  ; donc  la  bafe  du  premier , c’eft-à-dire  la  corde  CD  fera 
plus  grande  que  la  bafe  KH  du  fécond , ou  que  la  corde  RH  , 
6c  ainfi  des  autres.  Ce  qu’il  falloir  2°.  démontrer. 

On  prouvera  de  la  même  maniéré  que  les  cordes  égales  Jhutien- 
nent  des  arcs  égaux , & que  les  arcs  égaux  font  foutenus  par  des  cordes 
égales. 

2f  2.  Proposition  LVII.  Tout  angle  ABC  ( Fig.  i ya.  ) qui  a 
fin  fimmet  B à la  circonférence , vaut  la  moitié  de  f arc  hQ  que  fis 
cotés  embrajfent. 

Du  fommet  B par  le  centre  O,  je  mene  le  diamètre  BR , & 
du  centre  O les  deux  rayons  OA  , OC  ; le  triangle  ABO  étant 
ifofcele , fes  deux  angles  OAB , OBA  fur  la  bafe  AB  font  égaux  ; 
donc  l’angle  AOR  externe  à ce  triangle , 6c  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  ( N.  py.  ) eft  double  de  l’angle  ABO;  par  la  mê- 
me raifon  l’angle  COR  externe  au  triangle  imfcele  COB  eft  dou- 
ble de  l’angle  CBO  ; donc  les  deux  angles  enfemble  AOR,  COR, 
c’eft-à-dire  l’angle  AOC  eft  double  des  deux  enfemble  ABO , 
CBO , ou  de  l’angle  ABC  ; or,  l’angle  au  centre  AOC  vaut  l’arc 
ARC  qu’il  embrafie  ; donc  l’angle  à la  circonférence  ABC  en 
vaut  la  moitié. 

2j5.  Proposition  LVIII.  Tout  angle  de  fegment , cejl-à-dire, 
tout  angle  BAC  ( Fig.  i j 5 . ) fait  par  une  tangente  A B , une  corde 
AC  menée  du  point  d’attouchement  vaut  ta  moitié  de  tare  AHC  de 
fin  fegment. 

Du  point  d’attouchement,  je  mene  le  rayon  AO  , 6c  du  cen- 
tre O , la  droite  OH  perpendiculaire  fur  la  corde,  ôc  qui  par  con- 
féquent  coupe  la  corde  6c  l’arc  chacun  en  deux  parties  égales 
(N.  224.  ) ; l’angle  B AO  fait  par  la  tangmte,  6c  le  rayon  eft  droit 
•(  A^.  242.)  ; 6c  dans  le  triangle  redangle  ARO  , l’angle  ARO 
• étant  droit,  les  deux  autres  RAO,  ROA  pris  enfemble  valent 
un  droit  {N.  ^7.)  ; donç  l’angle  BAO  eft  égal  aux  deux  enfem- 
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ble  RA  O,  RO  A , & retranchant  de  part  & d’autre  l’angle  R AO , 
il  refte  l’angle  BAC  du  fegment  égal  à l’angle  ROA  ou  HO  A , 
mais  l’angle  au  centre  HOA  , vaut  l’arc  AH , moitié  de  l’arc 
AHC  du  fegment  ; donc  l’angle  BAC  du  fegment  vaut  la  moi- 
tié de  l’arc  AHC  de  ce  fegment. 

L’angle  MAC  du  grand  fegment , & l’angle  BAC  du  petit 
valent  enfemble  deux  droits  ( M 4p.  ) , ou  la  moitié  de  la  circon- 
férence, c’ell-à-dire  la  moitié  de  l’arc  AHC  du  petit  fegment , 
plus  la  moitié  de  l’arc  ANC  du  grand.  Or,  l’angle  BAC  vaut  la 
moitié  de  l’arc  AHC  ; donc  l’angle  MAC  du  grand  fegment , 
vaut  la  moitié  de  l’arc  ANC  de  ce  fegment. 

aj4.  Proposition  LIX.  Tout  angle  AB  (Fig.  1J4.)  dont  le 
fommet  B efl  entre  le  centre , & la  circorférence  vaut  la  moitié  de  tare 
AC  que  fes jambes  embrajfenr plus  la  moitié  de  tare  DE  quembraf- 
fent  fis  jambes  prolongées  au-delà  du  fommet. 

Je  mene  la  droite  EC  ; l’angle  ABC  externe  au  triangle  BCE 
vaut  les  deux  internes  oppofés  BEC , BCE  ( N.  57.  ) } or,  BEC 
ou  AEC  ayant  fon  fommet  E à la  circonférence  vaut  la  moitié 
de  l’arc  AC  (Maya.),  & par  la  même  raifon  BCE  ou  DCE 
vaut  la  moitié  de  l’arc  DE  i donc  l’angle  - ABC  vaut  la  moitié  Je 
Parc  AC,  plus  la  moitié  de  l’arc  DE»  * 

a y y.  Proposition  LX,  Tout  angle  ABE  dont  le  fommet  B efl 
hors  du  cercle  ( Fig.  i y y . ) vaut  la  moitié  de  tare  AC  , que  fes  jam- 
bes embraflent  moins  la  moitié  de  t arc  DE  quelles  coupent. 

Je  mene  la  droite  AL;  l’angle  AEC  extérieur  au  triangle  ABE 
vaut  les  deux  internes  oppofés  ABE  , BAE  ( N.  57.  ) ; donc  l’an- 

Î;le  ABE  ou  ABC  vaut  l’angle  AEC  moins  l’angle  BAE  ; mais 
’angle  à la  circonférence  AEC  vaut  la  moitié  de  l’arc  AC 
(A'iaya.);  & Fangle  à la  circonférence  BAE  ou  DAE  vaut  la 
moitié  de  l’arc  DE  ; donc  l’angle  ABC  , vaut  la  moitié  de  l’arc 
AC  , moins  la'  moitié  de  l’arc  DE. 

aytf.  Proposition  LVI.  Tout  anWf  ABC(Fig.  1^6.)  fait  par 
une  corde  AB  , eirpar  le prolon^mentBC  d une  autre  corde  EB  vaut 
la  moitié  des  deux  arcs  ü A,  oEfoutenus  par  les  cordes. 

Par  le  point  B,  je  mene  la  tangente  MN  qui  coupe  l’angle 
ABC  en  deux  autres  NBA , NBC  ; or,  l’angle  NBA  étant  l’angle 
du  fegment  BA  vaut  la  moitié  de  l’arc  B A ( M 2 y j . ) , & l’angle  » 
NBC  étant  égal  à fon  oppofé  au  fommet  MBE  qui  eft  l’angl* 
du  fegment  BE , vaut  la  moitié  de  l’arc  BE  ; donc  l’angle  ABCi 
vaut  la  moitié  de  l’acc  B A plus  la  moitié  de  l’aic  BE.. 
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2J7.  Proposition  LVII.  Tout  angle  ABC  (Fig.  lyy.) 
fegment  eji  égal  à t angle  BR  A dans  le  jegment  oppoje , c eft-à-dire 
dont  le  Jommet  K eji  à la  circonférence  du  fegment  oppoje,  & dont  les 
jambes  cmbrajfent  f arc  BSA  du  petit  fegment. 

L’angle  ABC  du  fegment  BSA  vaut  la  moitié  de  l’arc  BSA 
de  ce  fegment;  (N.  ayj.)  or,  l’angle  BRA  dans  le  fegment 
oppofé , étant  à la  circonférence , vaut  auffi  la  moitié  de  l’arc 
BSA  qu’il  embraffe  ; donc  ôcc. 

2J8.  Problème.  Couper  dans  un  cercle  un  fegment  capable  de  con- 
tenir un  angle  égal  à un  angle  donné  MTN  (Fig.  ly?.). 

D’un  point  quelconque  B du  cercle  , je  mené  une  tan- 
gente BC , & je  fais  avec  cette  tangente  au  point  B un  angle 
CBA  égal  à l’angle  donné  MTN  ; tout  angle  qui  aura  fon  fom- 
met  à la  circonférence  du  fegment  BRA  ôc  qui  embraffera  la 
corde  BA , fera  égal  à l’angle  CBA  du  fegment  oppofé,  {N.  2 y7.) 
& par  conféquent  égal  à l’angle  MTN. 

2yy>.  Problème,  inferire  dans  un  cercle  un  triangle  BAC 
(Fig.  iy8.)  femblabte  à un  triangle  donné  MTN,  c efl-à-dire , faire 
que  le  triangle  BAC  ait  les  fommets  de  fes  trois  angles  à la  circonfé- 
• rence,  ir  quilfoitfemblableà  MTN. 

A un  point  quelconque  A de  la  circonférence  , je  mène  une 
tangente  RS  ; je  fais  avec  cette  tangente  au  point  A d’un  côté 
l’angle  CAS  égal  à l’angle  M , 6c  de  l’autre  l’angle  BAR  égal  à 
l’angle  N,  6c  joignant  les  points  B,  C où  les  jambes  de  ces  an- 
gles coupent  la  circonférence. par  la  droite  BC  ; le  triangle  ABC 
eft  femblable  au  triangle  donné  MTN. 

Car  l’angle  ABC  dans  le  fegment  ABC , eft  égal  à l’angle 
SAC  du  fegment  oppofé,  {N.  6c  pat  conféquent  égal 

aulli  à l’angle  M ; de  même  l’ahgle  ACB  dans  le  fegment  ACB 
eft  égal  à l’angle  RAB  du  fegment  oppofé  6c  partant  égal  à l’an- 
gle N î donc  le  troifiéme  angle  BAC  eft  égal  au  troifiéme  T, 
(A'.  p8.)  6c  les  deux  triangles  MTN,  ABC  font  femblables. 

260.  Problème.  Une  droite  AB  ( Fig.  1 yp.  ) étant  donnée  , 
trouver  le  cercle  dans  lequel  cette  ligne  étant  mife  pour  corde , coupe 
un  fegment  capable  de  contenir  un  angle  égal  à un  angle  donné  T. 

A l’extrémité  A de  la  droite  AB,  je  fais  un  angle  CAB  égal  à 
l’angle  donné  T ; du  point  A j’éleve  fur  la  j’ambe  CA  une  per- 

Îiendiculaire  indéfinie  AR  ; du  milieu  S de  la  droite  AB  j’éicve 
a perpendiculaire  SO  qui  coupe  AR  en  O ; 6c  de  ce  point  O 

pris 
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pris  pour  centre,  & avec  une  ouverture  de  compas  égale  à la 
didance  du  point  O au  point  A,  je  décris  le  cercle  demandé 
ABR. 


Car  à caufe  que  la  perpendiculaire  SO  coupe  AB  en  deux  éga- 
lement, le  point  O de  cette  perpendiculaire  ed  également  éloi- 
gné des  extrémités  A,  B de  la  droite  AB;  {N.  j5.)  donc  la  cir- 
conférence décrite  avec  le  rayon  OA  pade  par  l’autre  extrémité 
B , ôc  la  droite  AB  ed  corde  de  ce  cercle  ; or  AC  étant  perpen- 
‘diculaire  fur  OA  , ed  tangente  ; ( M 242.  ) donc  l’angle  CAB , 
ed  l’angle  du  petit  feginent , 6c  cet  angle  ed  égal  à tout  angle 
ARB  qui  feroit  dans  le  grand  fegment  AEB  > (N.  2^7.)  mais 
l’angle  CAB  ed  égal  à l’angle  donné  T,  par  la  condruéUon  ; donc 
le  fegment  ARC  coupé  par  la  droite  AB , ed  capable  de  conte- 
nir un  angle  ARC  égal  à l’angle  donné 

25 1.  Problème.  Infcrire  un  cercle  dans  mtriangle  donné  ABC 
( Fig.  1 5o.  ) c’ed-à-dire  décrire  un  cércle  qui  touche  les  trois  côtés 
du  triangle;  je  divife  les  angles  A,  C chacun  en  deux  également 
par  les  droites  AO,  CO  ; du  point  O où  elles  fe  coupent,  j’abaide 
fur  les  trois  côtés  les  perpendiculaires  OT,  OR,  OS;  de  ce 
même  point  O pris  pour  centre,  6c  avec  une  ouverture  de  com- 
pas égale  à l’une  des  perpendiculaires  OT  ; je  décris  un  cercle 
TRS  qui  ed  le  cercle  demandé;  ce  que  je  prouve  ainli. 

I^s  triangles  reélangles  AOT , AOR  ont  l’hypothénufc  AO 
commune;  l’angle  droit  égal  à l’angle  droit,  & l’angle  OAT 
égal  à l’angle  OAT  par  la  condrucUon  ; donc  le  troifiémc  angle 
ed  égal  au  troifiémc,  ( A^.  p8.)  6c  par  conféquent  les  deux  trian- 
gles font  parfaitement  égaux  ; {N,  100.  ) ainli  la  perpendiculaire 
OT  ed  égale  à la  perpendiculaire  OR;  par  les  mêmes  raifons,  les 
triangles  reûangles  COT  , COS  font  parfaiteiiicnt  égaux , ôc  la 

f)erpendiculaireOS  ed  égale  à la  perpendiculaire  OT,  ôc  parcon- 
équent  à la  perpendiculaire  OR  ; ainfi  la  circonférence  décrite 
avec  le  rayon  OT  pade  par  les  extrémités  R,  S des  deux  autres  ; 
or  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  étant  perpendiculaires  fur  les 
rayons  OT , OR , OS  font  tangentes  du  cercle  i ( N.  2^2.)  d’où 
il  fuit  que  le  cercle  ed  inferit  comme  on  le  demandoit. 

252.  PROBLEME.  Autour  ePun  cercle  , circonscrire  un  triangle 
ABC  (Fig.  i5i.)  femblable  à un  triangle  donne  mnr , c'ejl-à  dire 
décrire  un  triangle  ABC  femblable  au  triangle  mnr,  & dont  les  trois 
eôtés  touchent  le  cercle. 

Je  prolonge  de  part  ôc  d’autre  le  côté  mr  du  triangle  twwr;  du 
Tome  1,  Ri 
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centre  O du  cercle;  Je  mené  un  rayon  OH,  & Je  fais  en  O avec 
ce  rayon  un  angle  TOH  égal  à l’angle  extérieur  , & de  l’au- 
tre côté  un  angle  VOH  égal  à l’autre  angle  extérieur  nrq  : aux 
points  T,  H,  V J’éleve  des  perpendiculaires  AB,  AC,  BCqui 
en  s’entrecoupant,  forment  le  triangle  demandé  ABC;  ce  que  Je 
prouve  ainfi. 

Si  les  deux  lignes  TO,  OH  étoient  en  ligne  droite  les  perpen- 
diculaires BA,  CA  fur  ces  lignes,  fetoient  patalelles  ; (N,  <J8.J 
donc  puifque  ces  deux  lignes  s’inclinant  entr’elles,  les perpendi-' 
. culaires- s’inclinent  aulli  ôt  doivent  fe  couper  en  A,  & on  dé- 
montrera de  même  que  les  perpendiculaires  BC , AC  fur  les 
droites  O V,  OH  qui  font  un  angle , doivent  fe  couper  en  C ; cela 
pofé. 

Le  quadrilatère  ATQH  étant  compofé  de  deux  triangles  ATO^ 
AHO,  fes  quatre  angles  valent  eniemble  quatre  angles  droits^ 
{N.  <J7.)  or,  les  deux  ATO,  AHO  font  droits  par  la  conftruc- 
tion;  donc  les  deux  autres  TOH,  TAH  valent  deux  droits;  mais 
l’angle  nmp  & fon  angle  de  fuite  »mr,  valent  aulTi  deux  droits; 
(N.  4p.)  donc  les  deux  enfemble  TOH , TAH  font  égaux  aux 
deux  enfemble  nmp  y nmr , & retranchant  d’une  part  l’angle  TOH, 
& de  l’autre  l’angle  «wo  égal  à l’angle  TOH  par  la  conftrucUon,  il 
relie  l’angle  TAH  égal  à l’angle  nmr. 

Par  un  femblable  raifonnement,  qn  trouvera  que  dans  le  fua- 
drialatere  VOHC,  l’angle  VCH  ell  égal  à l’angle  «rm,  or,  les  an- 
gles nmr,  nrm  du  triangle  nrm  valent  enfemble  moins  de  deux 
droits,  puifque  les  trois  angles  de  ce  triangle  n’en  valent  que  deux  ; 
donc  les  angles  T AH,  VCH  qui  font  égaux  chacun  à chacun  aux 
angles  nmr,  nrm,  valent  enfemble  moins  de  deux  droits,6l  par  con- 
féquent  les  côtés  B A , BC  de  ces  angles  ne  font  pas  paralelles , 

( N.  72.  ) & doivent  fe  couper  en  un  point  B ; ainfi  le  triangle 
ABC  ayant  les  deux  angles  fur  la  bafe  AC  égaux  aux  deux  angles 
fur  la  bafe  mr  du  triangle  nmr  ; le  troiftéme  cfï  égal  au  troiGéme  , 
(N.  p8.)  & les  deux  triangles  font  femblables,  & il  eil  vilible 
que  le  triangle  ABC  eft  circonferit  puifque/es  côtés  touchent  le 
cercle  (Aê  242^. 

25j.  Proposition  LXV.  Si  itux  cordes  AB,  CD  ( Fig.  1 62.) 

Jent  paraUilcs , Us  arcs  AC , BD  compris  entre  ces  deux  cordes,  font 
égaux.  * 

Je  mene  du  centre  O un  diamètre  RS  perpendiculaire  fut  l’une 
des  cordes  AB , & ce  diamètre  eâ  aufli  perpcndiculaiie  fur  l’auue 
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corde  CD;  (M  58.  ) donc  il  coupe  les  cordes  & leur  arc  en  deux 
également,  (A'^  224.)  & comme  il  coupe  aulli  la  circonférence 
en  deux  également,  l’arc  SBDR  eft  égal  à l’arc  SACR  , & re- 
tranchant d’une  part  l’arc  SB  &.  l’arc  DR , & de  l’autre  l’arc  SA 
& l'arc  CR  égaux  chacun  à chacun  aux  deux  précédents,  il  relie 
Tare  BD  égal  à l’arc  AC. 

254.  Corollaire  I“.  Si  deux  cardes  paraleiUs  AB,  CD 
(Fig.  i52.)  font  égales,  les  cardes  AC  , DD  ^s  arcs  interceptét , 
font  aujji  paralelles  & égales. 

' A caule  de  l’égalité  des  cordes  AB,  CD,  les  arcs  AB,  CD  - 
font  égaux,  (M  2j  i.)  6c  parce  que  ces  cordes  font  paralelles , 
le  arcs  compris  AC , BD  font  égaux:  {N.  26}.)  or,  ces  quatre 
arcs  valent  enfemble  la  circonfétetice  entière  : donc  les  deuV  AB, 
BD  valent  enfemble  la  demi  circonférence  de  même  que  les 
deux  DC,  CA, 6c  panant  l’angle  àla  circonférence  ACD  qui  ena- 
braffe  les  deux  premiers  AB,  BD  vaut  la  moitié  de  la  demi-circon- 
férence , (M  2j  2.)  c’ell-à-dire  un  angle  droit  ; par  la  même  rai- 
fon,  l’angle  ABD  ell  aulli  droit;  donc  les  cordes  AC,  BD  étant 
perpendiculaires  chacune  fur  l’une  des  paralelles  ; font  auHî  per- 
pendiculaires for  l’autre, (A'.  58.) 6c  par  conféquent  elles  fontpa- 
falelles  6c  égales. 

25y.  Corollaire  II.  Si  aux  extrémités  A , C d'une  corde  AC 
|Fig  1 5 î . ) 0»  éleve  deux  perpendiculaires  indéfinies , ces  perpendicu- 
tmres  couperont  le  cercle  aux  points  B , D eit'  leurs  parties  BA , DC 
carrai fes  dans  le  cercle,  feront  deux  cardes  paralelles  & égales. 

Du  centre  O,  je  mene  OH  perpendiculaire  fur  AC  6c  ROS 
patalelle  à AC  ; les  trois  lignes  AB,  HO,  CD  perpendiculaires 
fur  AC  lent  paralelles  entr’elles,  {N.  58.)  6c  partant  les  lignes 
RS,  AC  paralelles  entre  ces  trois  lignes , font  égales  6c  égale- 
ment inclinées,  (M  77.  ) c’eft-à-dire  RS  égale  à AC  eft  perpen- 
diculaire fur  les  trois,  6c  de  plus,  elle  eft  divifée  en  deux  égale- 
ment en  O par  la  droite  OH  qui  divife  la  corde  AC  en  deux  éga- 
lement; (A.,  I > 224.)  or,  la  corde  AC  étant  plus  petite  quele 
diamerre  , (A.  24p.)  fa  moitié  AH  eft  moindre  que  le  rayon; 
donc  RO  ou  OS  égale  à AH  eft  moindre  que  le  rayon  , 6c  par- 
tant les  droites  AB,  CD  qui  paftent  par  les  extrémités  R,  S des 
' droites  RO , OS,  font  dans  le  cercle  6c  doivent  le  couper  en  B 
6c  D,  6c  comme  les  diftances  OR,  OS  du  centre  à ces  lignes  , 
font  égales , il  s’enfuit  que  AB , CD  font  deux  cordes  paralelles 
6c  égaies. 
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266.  Corollaire  III.  Si  ton  couple  deux  cordes  AB  , CD para- 
lelles  & égales  par  undiametreVO\-qui  leur  fois  oblique,  (Fig.  16 
les  parties  inégales  BT,  TA  que  ce  diamètre  coupe  fur  t une  AB,y3wt 
égales  chacune  à chacune  aux  parties  CV , VD  qu’il  coupe  fur  t au~ 
tre  CD. 

Du  centre  O , je  mené  la'  droite  RS  perpendiculaire  fur  les 
cordes  AB,  CD,  & qui  par  conféquent  les  coupe  chacune  en 
deux  parties  égales  ; {N.  224.)  ainfi  à caufe  de  AB  = CD  nous 
avons  BR  ou  RA  = DS  ouSC,  & OR  = OS;  {N.2$o.)  les 
triangles  reûangles  ROT,  SOV,  étant  fcrtiblables  à caufe  de 
l’angle  droit  ORT  égal  à l’angle  droit  OS V , de  l’angle  ROT 
égal  à l’angle  SOV  qui  lui  eft  oppofé  au  fomtnet;  & du  troiliéme 
angleégal  par  conféquent  au  tjoifiéme,  donnent  OR.  OS  ::  TR. 
VS  ; mais  OR  = OS,  donc  TR  = VS,  & ajoutant  à TR  la 
moitié  BR  de  la  corde  AB , 6c  à VS  la- moitié  SC  de  la  corde 
CD  , nous  aurons  BT =CV;  donc  à caufe  de  AB  = DC,  nous 
aurons  aiiin  AB — BT=CD — CV  ou  AT=VD. 

26j.  Problème.  D'«n point  extérieur  R (Fig.  i<Î4.  ) mener  une 
fanante  à un  cercle. 

Du  point  R je  mene  au  centre  O la  droite  RO  que  je  divife  en 
deux  également  en  T ; du  point  T pris  pour  centre,  6c  avec  une 
ouverture  de  compas  égal  a TR  ou  TO  î je  décris  un  cercle  qui 
coupe  le  cercle  dpnné  ABCD  en  deux  points  A , C ; ( A^.  244.  > 
du  point  R,  je  mene  aux  points  A,  C les  droites  RA,  RC  qui 
font  l’une  6c  l’autre  tangentes  du  cercle. 

Car  menant  le  rayon  OC,  l’angle  RCO  à la  circonférence  du 
cercle  RCOA  , vaut  la  moité  de  l’arc  ou  demi  circonférence 
OAR  qu’il  embrafle,  (Maya.)  6c  par  conféquent  il  eft  droit; 
donc  la  droite  RC  perpendiculaire  fur  l’extrémité  du  rayon  OC  , 
eft  tangente  du  cercle  ABCD  au  point  C , (M.  242.  ) ôc  on  prou- 
Tera  de  même  que  AR  eft  tangente  en  A. 

a58.  Corollaire  1*^  D’un  point  extérieur^,  (Fig>  164.)  0» 
ne  peut  mener  que  deux  tangentes.  Toute  autre  ligne  qu’on  mene- 
roit  entre  les  tangentes  RC,  RA  couperoient  néceflairement  ou 
le  rayon  OC,  ou  le  rayon  OA  en  un  point  plus  près  du  centre 
O,  6c  pafferoit  dans  le  cercle  ; 6c  fi  on  la  menoit  au-delà  des 
tangentes  , 6c  il  eft  clair  qu’elle  ne  pourroit  ni  couper  ni  coucher 
le  cercle. 

26p.  Corollaire  II.  Les  deux  tangentes  AC ,KA  {Fig.  164  ) 
qu’on  peut  mener  d un  même  point  extérieur  R,  Junt  égales  eutr  elles. 
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Les  triangles  reftanglcs  ROC,  RO  A ont  l’hypothénufeRO  com- 
mune & le  côté  OC  égal  au  côté  OA  ; donc  ils  font  parfaitement  ' 
égaux,  {N.  102.  ) fie  le  côté  RA  ell  égal  au  côté  RC. 

270.  Corollaire  III.  Si  P on  joint  par  une  droite  CA  les  points 

d attouchement  C , A (Fig.  ) de  deux  tangentes , égales  menées 
d un  même  point  extérieur  R , cette  droite  CA  /èra  coupée  en  deux 
également  perpendiculairement  pesr^a  fecante  ROD  trunée  du  même 

point  R par  le  centre  O. 

Les  tangentes  RC , RA  étant  égales , le  point  R de  la  fecante 
RD  ell  également  éloigné  des  extrémités  ÂC  de  la  droite  CA , 
fie  à caufe  des  rayons  égaux  CO , AO , le  point  O de  la  fecante 
ell  auin  également  éloigné  des  mêmes  extrémités  A , C ; donc 
la  droite  ROD  eft  perpendiculaire  fut  CA  (A^.  y8.)  fie  la  coupe 
en  deux  également. 

D’où  il  fuit  que  la  fecante  RD  qui  palTe  par  le  centre , fie  la  tan- 
gente RC  menée  du  même  point  R,  étant  données,  on  peut 
trouver  le  point  A où  l’autre  tangente  touche  le  cercle , en  me- 
nant du  point  C une  ligne  droite  CA  qui  foit  perpendiculaire  fur 
la  fecante. 

271.  Proposition.  LXVI.  Une  fecante  é'  une  tangente 

RC  (Fig.  1 6 y.)  étant  menées  dun  même  point  extérieur  R,  le  reilangle 
RA  xRD  de  la  partie  extérieure  par  la  fecante  entière , eft  égal  au 
quarré  de  la  tangente  RC.  • 

Je  mene  les  droites  AC , CD  ; les  triangles  RAC , RDC  ont 
l’angle  R commun  5 l’angle  RCA  du  fegment  AC  égal  à l’angle 
RDC  dans  le  fegment  oppofé;  (AL  257.)  donc  le  troiliéme  an- 
gle efl  égal  au  troiliéme , fit  les  deux  triangles  font  ^mblables  ; 
comparant  donc  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux,  nous  aurons 
RA.  RC  ::  RC,  RD  ; ainfi  faifant  le  produit  des  extrêmes  fie  le 

quarré  de  la  moyenne  , nous  aurons  RAxRD=RC. 

272.  Corollaire  l".  Si  du  même  point  on  mene  au  cercle  tant 
'de  fecantes  qu’on  voudra , tous  les  reêlangles  des  fecantes , par  leurs 
parties  extérieures , feront  égaux } ces  reSangles  feront  égaux  cha- 
cun au  quarté  de  la  tangente;  donC,  ficc. 

273.  Corollaire  II.  La  partie  extérieure  d'une  fecante,  & la 
fecante  font  réciproques  à la  partie  extérieure  dune  autre  fecante  & à 
aette  féconde  fecante.  Le  reélangle  de  la  première  par  fa  partie  exié-  ' 
zieure  ell  égal  au  reûangle  de  la  fécondé  par  fa  patrie  extérieure  ; 
donc^  ôcc.  {N.  185.). 
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274.  Corollaire  III.  Si  après  avoir  mené  deux  fecames  et  un 
même  point  R enjoint  les  points  oit  elles  cotnent  le  cercle  par  les  droites 

CS,  MT  fFig.  i%6.)  opipar  les é^oitesQT  MS, (Fig.  \6'f.)  on  aura 
dans  la fip^ure  i66  deux  triangles CKS , MRT  dont  les  bafes  feront 
avec  les  côtés  des  angles  égaux  chacun  à chacun;  mais  d’un  fens  op- 
pofé;  cefl- à-dire  f angle  fait  par  la  bafe  CS  avec  le  côté  RS , ef  égal 
à f angle  fait  par  h bafe  TM  4^’ec.  le  côté  RM , df  t angle fait  avec 
le  côté  RC  par  la  bafe  CS  , ejl  égal  à P angle  fait  par  (a  bafe  MT 
avec  P autre  côté  "KT  y dr  les  mimes  chojis  arriveront  dans  la  figure 
■i  57. 

Dans  la  figure  166 , l’angle  R eft  commun  aux  deux  triangles 
RCS,  RMT,  & l’angle  RSC  fait  pat  la  corde  CS,  & le  pro- 
longement RS  de  la  corde  ST  vaut  la  moité  des  arcs  CS,  ST, 
ou  de  l’arc  CT,  {N.  2 y 5.)  de  même  que  l’angle  à la  circonfif- 
rence  CMT j {N.  aya.)  donc  le  troifiéme  angle  de  Tun  eft  égal 
au  troifiéme  angle  de  l’autre , c’cft-à-dire  l’angle  RCS  égal  à 
l’angle  RTM. 

Dans  la  figure  1^7,  les  deux  triangles  RCT,  RSM  ont  l*an-  ^ 
gle  commun  R;  l’angle  RTC  a la  circonférence  égale  à l’anglfl 
RMS,  auffi  à la  circonférence,  6c  qui  cmbraffe  le  même  arc 
CS;  (A^  a fa.)  donc  le  troifiéme  RCT  eft  égal  au  troifiéme 
RSM. 

Nota.  Que  fi  du^oint  C ( Ttg.  iSy.I  où  une  tangente  RC  tou- 
che un  cercle,  on  mène  deux  droites  CA , CD  auxpoims  A , 

D où  une  fecante  RD  qui  part  du  même  point  R , coupe  le  , 
cercle,  on  aura  auffi  deux  triangles  RAC,  RDC,  dont  les  bafes 
AC,  CD  feront  avec  les  côtés  des  angles  égaux  chacun  à cha- 
cun , mais  d’un  fens  différent  ; car  l’angle  R eft  commun  ; l’an- 
gle RCA  étanr  angle  du  fegmenr  CA  vaur  la  moitié  de  l’arc  CA, 
{N.  ayy.).  de  même  que  l’angle  ADC  ou  RDC  qui  eft  à la  cir- 
conférence î ( M 2 y 2.)  donc  le  troifiéme  RAC  eft  égal  au  troi- 
fiéme RCD. 

S7y.  Remjrque.  Lorfqu’un  angle  eft  coupé  par  deux  balès 
qui  font  avec  les  côtés  des  angles  égaux  chacun  à chacun,  mais 
d’un  fens  oppofé,  ces  bafes  font  dites  Amiparalelles  y par  quel- 
ques Aureurs  ; elles  peuvent  avoir  trois  differentes  difpofitions, 
^cardans  la  Figure  1 65,  les  bafes  CS,  MT  ne  fe  coupent  point 
entre  les  côtés  de  l’angle  MRT  ; dans  la  Figure  1 67 , les  bafes 

CT,  SMfe  coupent  enrreles  côtés  MR , RT,  ôc  dans  la  Figure 
1 6y , les  bafes  CA , CD  partent  d’un  même  point  du  côté  RC. 
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Dans  les  difpontions  des  Figures  i65,  itf7,  le  reâangle  de 
la  partie  RC  par  le  côté  entier  RM  eft  égal  au  reûangle  dè  la 
partie  RS  par  le  côté -entier  RT , car  comparant  les  côtés  ho- 
naologues  des  triahgles  femblables  RCS  , RMT  de  la  Figure 
1 55  J ou  des  triangles  femblables  RCT,  RSM  delà  Figure  157, 
on  aura  RS,  RC  ::  RM,  RT  ; donc  RSxRT =RC  x RM. 

Dans  la  dirpolition  de  la  Figure  1 5y , le  reâangle  de  la  partie 
RA  par  le  côté  entier  RD  ell  égal  au  quarré  de  l’autre  côte  RC, 
car  la  comparaifon  des  côtés  homologues  des  triangles  fembla- 
bles RAC,  RCD,  donne  RA,  RC  RC,  RD,  & partant  RA 

X RD  = RC.  On  fe  fert  des  bafes  antiparalclles  pour  fefoudre 
les  Problèmes  fuivans. 

275.  PrqlBLEME.  Couper  deux  lignes* inégales  données  RM , RT 
( Fig.  1 58.)  chacune  en  deux  parties,  de  façon  que  le  produit  de  la  ligne 
RM  par  t une  de  fis  parties  fiit  égal  au  produit  de  la  ligne  , 
par  tune  de  ces  parties. 

Je  fais  un  angle  quelconque  dont  les  lignes  RM,  RT  foient 
les  côtés;  je  mene  la  ligne  MT,  & au  fommetT  du  plus  grand 
des  deux  angles  M , RT M ; je  fais  avec  RT  un  angle  RTM  égal 
à l’angle  RMT.  D’un  point  quelconque  S pris  fur  RT , je  mene 
une  droite  SC  paralclle  à TH,  ôc  qui  coupe  RM  en  C.  Les 
lignes  RM , RT  font  coupées  en  C ôc  S , comme  on  le  deinan- 
doit.  Ce  que  je  prouve  ainfi. 

A caufe  que  les  côtés  RM , RT  du  triangle  RMT  font  iné- 
gaux, l’angle  RTM  oppofé  au  plus  grand  côté  RM  eft  plus  grand 
^ue  l’angle  RTM  oppofé  à l’autre  côté  RT.  Ainfi  on  peut  tou- 
jours retrancher  de  l’angle  RTM  un  angle  RTH  égal  a l’angle 
. RMT  par  une  droite  TH  qui  coupera  RM  entre  fcs  extrémités 
R , M , & à plus  forte  raifon  la  droite  SC  paralelle  à TH  cou- 
pera la  même  RM  entre  R 6t  M.  Cela  pôle. 

Les'angles  CSR,HTR  faits  par  les  paralelles  CS  , HT  du 
même  côté  avec  la  droite  RT  (ont  égaux  ( M 71.  ) ; or , par  la 
con(}ru£Uon  l’angle  HTR  eft  égal  à l’angle  RMT  ; donc  l’angle 
CSR  du  triangle  RCS  eft  égal  a l’angle  RMT  du  trianglcR  MT, 
mais  ces  deux  triangles  ont  aufli  l’angle  R commua  ; donc  le 
uoifléme  angle  RCS  eft  égal  au  troifiéme  angle  Rl'M,  ôc  par 
conféqüent  les  bafes  CS , MT  étant  antiparalelles , nous  avons  ' 
RC  X RM  =s3  RS  X RT  ( N.  275.)  ou  RC , RM  , réciproques  à 
RS,  RT. 
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Ce  Problème  eft  indéterminé  & fufceptible  d’une  infinité  de 
folutions,  car  il  eff  libre  de  mener  la  parafelle  SC  de  tel  point  S 
qu’on  voudra  de  la  droite  RT , ce  qui  par  conféquent  peut  faire 
que  les  lignes  RM , RT  foient  divifées  d’une  infinité  de  fix^ont 
différentes  chacune  en  deux  parties. 

277.  PROBLEME.  Une  ligne  (Fig.  i5p.  ) étant  divifie  en 
deux  parties  inégales  RC , CM , trouver  une  autre  ligne  aujft  divijee 
en  deux  parties  inégales , de  façon  que  le  reélangle  de  la  partie  RC 
par  là  toute  RM  Joit  égal  au  reélangle  de  P une  des  parties  de  la  ligne 
demandée  par  toute  cette  ligne. 

Je  décris  fur  la  partie  CM  de  la  ligne  RC  un  triangle  ifofcele 
quelconque  COM  ; c’eft-à-dire  des  points  C , M pris  pour  cen- 
tres & avec  une  ouverture  de  compas , telle  que  je  veux  ^ pour- 
vu qu’elle  foit  plus  grande  que  la  moitié  de  CM,  je  décris  deux 
arcs  qui  fc  coupent  en  un  feul  point  O du  même  côté  ( IV.  yp.  ) , 
du  point  O pris  pour  centre,  fie  avec  le  rayon  OC  ou  OM,  je 
décris  un  cercle , fit  toutes  les  fecantes  RX  , RT,  6c c.  menées 
du  point  R au  cercle  refoudront  le  Problème,  car  le  reâanglede 
chacune  d’elles  par  fa  partie  extérieure  fera  toujours  égal  au  rec- 
tangle RC  X RM  ( A^.  27 1 . ). 

Ce  Problème  eft  indéterminé  non  feulement,  parce  qu’on  peut 
mener  une  infinité  de  fecantes  au  cercle  du  rayon  OC  , mais 
parce  que  ce  rayon  OC  pouvant  être  de  telle  grandeur  qu’on 
voudra , pourvu  qu’il  foit  plus  grand  que  la  moitié  de  CM , on 
peut  décrire  une  infinité  de  cercles  différens,  dans  lefquels  RM 
fera  toujours  fecante , 6c  dans  lefquels  aufti  on  pourra  mener  du  * 
point  R une  infinité  de  fecantes , qui  toutes  fatisferom  à la  quef- 
tion. 

278.  PROBLEME.  Deux  lignes  inégales  RM, RT  ( Fig.  1 58.  ) 
étaru  données , dr  dont  l'une  RM  ejl  dtvipe  en  deux  parties  RC , CM, 
couper  /««rrr  RT  en  deux  parties , de  façon  que  le  rectangle  de  P une 
de fes  parties  par  la  toute  RT  foit  égal  au  reétangle  de  la  partie  RC 
par  la  toute  RM. 

Je  fais  un  angle  quelconque  à volonté,  dont  les  côtés  RM  , 
RT  foient  égaux  aux  deux  lignes  données  ; je  mene  la  bafe  MT, 
6c  au  point  C je  fais  avec  RC  un  angle  égal  à l’angle  RTJM , fi 
la  jambe  CS  de  cet  angle  coupe  RT  en  un  point  S entre  fes  ex- 
trémités R , T , le  Problème  eft  refolu  ; mais  fi  cette  jambe  paffe 
par  l’exrrêmité  T de  RT  ou  qu’elle  coupe  RT  prolongée  au-delà 
de  T eq  X , le  Problème  eft  impoHible.  Ce  que  je  prouve  ainfi. 
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Si  le  point  S eft  entre  R & T , les  triangles  RCS , RMT  ayant 
^ l’angle  R commun  , Ôc  l’angle  RCS  égal  à l’angle  RTM  par  la 
conftrucHon,  le  troifiéme  angle  RSC  eft  égal  au  troiftéme  RMT, 
& les  bafes  SC , TM  étant  anti-paralelles , nous  avons  RC , RS  : : 
RT,  RM , donc  RC  x RM=  RS  x RT. 

Si  l’angle  RCT  eft  égal  à l’angle  RTM  , les  deux  triangles 

RCT , RTM  auront  leurs  bafes  TC , TM  anti-paralelles , & par- 

■ » 

tant  RCxRM  = RT.  or  comme  toute  partie  de  RT  eft  moindre 
que  RTj&  que  par  conféquent  le  retlangle  de  RT  par  l’une  de  ces 

parties  fera  toujours  moindre  que  RT  x RT  ou  RT  ; il  eft  clair 
qu’on  ne  peut  pas  divifer  RT  comme  on  le  demande. 

Enfin , fi  l’angle  RCX  eft  égal  à l’angle  R'I'M  , les  triangles 
RCX , RTM  auront  les  bafes  anti-paralelles,  & partant  RCxRM 
= RT  X RX  ; or , à caufe  de  RX  plus  grand  que  RT , nous  au- 
rons RT  X RX  plus  grand  que  RT  xRT  ou  RT , ôc  par  confé- 
quent le  Problème îft  encore  impoffible. 

Au  refte,  dans  le  cas  où  le  Problème  eft  poffible,  il  n’y  a qu’une 
feule  folution  , c’eft-à-dire  la  partie  RS  de  la  droite  RT  ne  peut 
être  ni  plus  grande  ni  moindre , car  le  produit  de  RT  par  une 
partie  plus  grande  que  RS  fera  plus  grand  que  le  produit  RT 
X RS  = RCxRM,  ôc  le  produit  de  RT  par  une  partie  moin- 
dre que  RS  fera  plus  petit  que  RT  x RS  = RC  x RM.  Ce  Pro- 
blème a été  refülu  d’une  autre  façon  ci-deftus  ( A^.  187.). 

27p.  Proposition  LXVII.  Si  deux  cordes  AB,  CD  d’un  mê- 
me cercle  ( Fig.  ifi.)fe  coupent , elles  fe  coupent  en  parties  técipro- 
ques,  c’efl-à-dire  le  reél angle  Af^  x HB  parties  AH , HB  de  [une, 

ejl  égal  au  re£l  angle  DH  x HC  des  parties  de  P autre. 

Je  joints  les  extrémités  des  cordes  par  les  droites  AD,  CB  , 
les  triangles  AHD,  CHB,ont  l’angle  AHD  égal  à l’angle  CHB 
qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , ôc  l’angle  à la  circonférence  DAH 
ou  DAB  égal  à l’angle  à la  circonférence  BC  H ou  BCD  (A'.aya.); 
donc  le  troifiéme  angle  eft  égal  au  troifiéme,  ôc  les  deux  trian- 
gles Font  femblables , ainfi  comparant  les  côtés  homologues, 
nous  aurons  AH , HD  : : HC , HB , ôc  par  conféquent  nous  au- 
rons aulli  AHxHB  = HD  ,x  HC. 

280.  Problème.  Trouver  à deux  lignes  AH,  HB  (Fig.  171.) 
deux  autres  lignes  qui  leur,  foient  réciproques. 

Je  décris  un  cercle  avec  un  rayon  à volonté , égal  ou  plus 
Tome  1.  S f 
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grand  que  la  moitié  des  deux  lignes  AH,  AB,  dont  je  fais  une 
feule  ligne  droite  AB.  Je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  de 
la  ligne  AB,  de  je  la  porte  fur  la  circonférence  du  cercle  de  A 
en  B,  du  point  H,  je  mene  une  corde  CHD  comme  je  veux  , 
de  les  deux  parties  CH , HD  de  cette  corde  font  les  lignes  de- 
mandées. Ce  que  je -prouve  ainfi. 

A caufe  que  le  rayon  du  cercle  eft  ou  égal  ou  plus  grand  que  la 
moitié  de  la  fomme  AB  des  droites  AH , HB  , cette  fomme  AB 
pourra  toujours  Être  contenue  dans  la  circonférence,dc  fera  ou  dia- 
mètre ou  corde,  de  comme  les  deux  cordes  AB , CD  fe  coupe- 
ront, nous  aurons  AH  xHB= DH  X HC  {N.  279.).  Donc,dcc. 

Ce  Problème  eft  fufceptible  d’une  infinité  de  folutions , non- 
feulement  à caufe  qu’on  peut  mener  du  point  H une  jinRnité  de 
cordes  au  cercle,  lefquelles  fatisferont  toutes  à la  quelîion  ; mais 
encore  parce  qu’on  peut  décrire  une  infinité  de  cercles  diffé- 
rens,  dans  lefquels  AB  peut  être  contenue,  de  dans  lefquelsoti 
pourra  mener  du  point  H une  infinité  de  difiérentes  cordes. 

Mais  fi  on  donnoit  les  deux  droites  AH,  HB,  de  la  fomme 
DC  des  deux  autres,  ou  ce  qui  revient  au  même , fi  on  donnoit 
la  droite  AB,  de  la  droite  DC,  de  qu’on  propolat  de  couper  DC 
en  parties  réciproques  aux  parties  AH,  HB  de  AB,  le  Problème 
feroit  abfolument  déterminé,  comme  nous  l’avons  fait  ci-defius 
{N.  1 87 , 278.  ) où  nous  en  avons  donné  la  folution 

281.  Proposition  LXVIII.  Deux  cordes  AB , CD  d'un  même 
cercle  (N.  1 7 1 . ) peuvent  pas  Je  couper  toutes  les  deux  en  deux  par- 
ties égales. 

Si  cela  étoit,  la  droite  menée  du  centre  A au  point  H,  feroit 
perpendiculaire  fur  la  corde  AB,  puifqu’elle  feroit  coupée  en 
deux  également  ( A/.  224.  ) , de  par  la  même  raifon  elle  feroit  per- 
pendiculaire fur  la  corde  CD  ; donc  une  même  ligne  AH  feroit 
perpendiculaire  fur  deux  lignes  AB,  CD  qui  fe  coupent , ce  qui 
eft  impoffible  ( N.  ^7.  ). 

282.  Proposition  LXIX.  Dans  tout  quadrilatère  formé  par 
quatre  cordes  dun  même  cercle,  ft  ton  mene  les  deux  diagonales  la 
Jomme  des  reûangles  des  cotés  oppofés  ejl  égale  au  reélangle  des  deux 
diagonales. 

Cette  propofition  contient  plufieqrs  cas  que  nous  allons  dé- 
montrer en  particulier. 

En  premier  lieu , fi  les  quatre  cordes  forment  un  quarré  ABCD 
( 174-  ) , l’angle  à la  circonférence  ABC  étant  droit,  embrafie 
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la  demi-circonférence , 6c  par  conféquent  la  diagonale  AC  clt 
un  diamètre.  Par  la  même  raifon  la  diagonale  DB  eft  auffi  un  dia- 
mètre , 6c  ces  deux  diagonales  égales  fe  coupent  au  centre  O , 
6c  divifent  le  quarré  en  quatre  triangles  reflangles  ifofceles  6c 
égaux.  Or , le  triangle  rcdangle  DOC  étant  femblable  au  trian- 
gle reèlangle  ABC  à caufe  que  celui-ci  e(l  aulTi  ifofcele , nous 
avons  DO , DC  : : AB , AC  ; donc  DO  x AC  ==  DC  x AB.  De 
même  les  triangles  femblablcs  BOC , DAC  donnent  BO,  BC  : : 
DA  , AC,  donc  BOx  AC  = BC  X DAi  6c  ajoutant  les  mem- 
bres de  cette  équation  aux  membres  de  la  précédente  chacun  à 
chacun,  nous  aurons  DO  x AC-t-BO  x AC  =DC  x AB  -+-  BC 
X DA;  mais  DOx  AC-+-BO  x AC  eft  la  même  chofe  que  DO 
-i-  BO  ou  DB  multiplié  pat  AC , donc  DB  x AC  «=  DC  x AB 
-<-BCxDA. 

En  fécond  lieu , fi  les  quatre  cordes  forment  un  reSangle 
ABCD  (Fig.  1 7 J.)  jlacorde  BC  fera  donc  plus  grande  que  la  corde 
AB  , car  autrement  la  figure  fcroit  un  quarré , 6c  l’arc  BC  fera  plus 
grand  que  l’arc  AB  ; donc  l’angle  à la  circonférence  BDC  fera 
plus  grand  que  l’angle  à la  circonférence  BDA.  Je  fais  en  D avec 
la  corde  DC  un  angle  CDE  égal  à l’angle  BDA,  6c  ajoutant  de 
part  6c  d’autre  le  petit  angle  EüB,  j’ai  l’angle  CDB  égal  à l’an- 
gle EDA.  Les  triangles  ADE,  BDC  font  femblables  à caufe 
de  l’angle  à la  circonférence  DAC  égal  à l’angle  à la  circonfé- 
rence DBC , puifqu’ils  embralTent  le  même  arc  DC,  6c  de  l’angle 
ADE  égal  à l’angle  BDC  par  la  conftrucHon.  Donc  AE , AD  :: 
BC  , BD , 6c  partant  AE  x BD  = ADx  BC  ; de  même  les  trian- 
gles EDC  , BAD  font  femblables  à caufe  de  l’angle  EDC  égal 
à l’angle  BDA  pat  la  conftrudion , 6c  de  l’angle  à la  circonféren- 
ce DCE  ou  DCA  égal  à l’angle  à la  circonférence  ABD , car 
ces  angles  embraftfentle  même  arc  AD.  Donc  EC,  DC  : : AB , 
BD,  ce  qui  donne  EC  x BD  = DC  x AB  , 6c  ajoutant  les  mem- 
bres de  cette  équation  à ceux  de  la  précédente  , nous  aurons 
AE  xBD-+-EC X BD  = AD  xBC-+-DCx  AB  , c’eft  - à - dire , 
ACxBD=ADxBC-t-DCxAB. 

En  troifiéme  lieu , les  quatre  cordes  ne  peuvent  pas  former  un 
paralellogramme,  car  les  deux  grands  arcs  foutenus  parles  deux 
grands  côtés  paralelles  feroient  égaux , 6c  les  deux  petits  arcs 
foutenus  par  les  deux  petits  côtés  paralelles  feroient  aulTi  égaux , 
& comme  ces  quatre  arcs  compoferoient  la  circonférence,  la 
fomme  d’un  grand  6c  d’un  petit  vaudroit  la  demi-conférence,  6c 
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par  conféquent  l’angle  à la  circonférence  fait  par  un  grand  côté 
& un  petit  embraffcroit  la  demi-circonférence  6c  feroit  droit,  ce 
qui  e(l  contre  la  fuppofition. 

En  quatrième  lieu , fi  les  cordes  forment  un  trapezoïde  ABCD 
( Fig.  17 y,),  il  n’arrivera  jamais  que  les  quatre  angles  foient  divi- 
fés  en  deux  également  par  les  diagonales,  car  fi  les  angles  DAC, 
CAB  étoient  égaux,  les  arcs  CD  , CB  feroient  égaux  entr’eux  , 
6c  à l’arc  DA  égal  à l’arc  CB  à caufe  des  paralelles  CD  , BA 
( A'I  25j.  ) J ôc  fi  outre  cela  les  angles  CDB , BDA  étoient  égaux 
l’arc  CB  feroit  égal  à l’arc  BA  , 6c  par  conféquent  les  quatre  arcs 
feroient  égaux , 6c  la  figure  feroit  un  quarré.  Cela  pofé , fuppo- 
fons  que  l’angle  BDA  foit  plus  grand  que  l’angle  CDB  , je  fais 
en  D avec  le  côté  AD  un  angle  ADE  égal  à l’angle  CDB,  6c 
ajoutant  de  part  6c  d’autre  le  petit  angle  EDB,  j’ai  l’angle  CDE 
égal  à l’angle  ADB_;  ainfi  les  triangles  ADE,  CDB  femblables 
à caufe  de  l’angle  ADE  égal  à l’angle  CDB , 6c  de  l’angle  EAD 
égal  à l’angle  CBD  , donnent  AE,  AD  ::  BC  , BD,  d’où  l’on 
tire  AEx BD  = AD  xBC;  or,  les  triangles  CDE,  DBA  fem- 
blabl(îs  à caufe  de  l’angle  CDE  égal  à l’angle  BDA , 6c  de  l’an- 
gle ECD  égal  à l’angle  DBA  , donnent  CE,  CD  ::  BA,  BD  , 
d’où  je  tire  CE  x BD  = CD  x BA , 6c  partant  nous  aurpns  com- 
me ci-delTus  AE  x BD-+-CExBD  = AD  x BC -+-CD  x BA  , 
c’eft-à-dire  AC  x BD  = AD  x BC  -1-  CD  x B A. 

Enfin,  fi  les  quatre  cordes  forment  un  trapeze  ABCD  {Fig,  1 72.) 
on  démontrera  encore  plus  aiféiuent  que  dans  le  cas  précédent 
que  les  quatre  angles  ne  peuvent  pas  être  divifés  par  les  diago- 
nales chacun  en  deux  également , 6c  par  conféquent  faifant  la 
même  conftruélion  , on  trouvera  encore  AC  x BD  = AD  x BC 
-4-  CD  X BA. 

285.  Proposition  LXX.  Si  d’un  point  quelconque  R d'une 
circonférence  ( Fig.  176.  ) on  abaijfe  une  perpendiculaire  RM  fur  un 
diamètre  AB , h quarré  de  cette  perpendiculaire  eft  égal  au  reéîangle 
des  parties  AM,  MB  du  diamètre  quelle  coupe. 

Des  extrémités  A , B du  diamètre  AB,  je  mene  les  cordes  AR, 
BR  ; l’angle  à la  circonférence  ARB  vaut  la  moitié  de  la  demi-cir- 
conférence qu’il  embraffe  (Ma  J2.  ) , 6c  par  conféquent  eft  droit; 
donc  le  triangle  ARB  eft  reélangle  ; or,  la  droite  RM  eft  menée 
perpendiculairement  du  fommet  R de.  l’angle  droit  fur  l’hypo- 
thenufe;  donc  cette  perpendiculaire  eft  moyenne  proportionnel- 
le entre  les  fegmens  AM , MB  de  l’hypothenufe  ( M.  1 ) > ainfi 
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nous  avons  AM,  MR  : : MR, MB;  ce  qui  donne  AM  x MB 

= MR. 

284.  Corollaire  II.  Le  quané  de  la  même  perpendiculaire 
ejl  égal  au  quarré  du  rayon  OÂ  moins  le  quarrè  de  la  partie  OM  in- 
terceptée entre  le  centre  O & le  point  M. 

Le  diamètre  AB  étant  divifé  en  deux  également  en  O & en 

deux  inégalement  en  M , nous  avons  AM  x MB  = AO  — MD 
( N.  145.)  ; or,  AM  xMB  = MR  ( A^.  285.)  ; donc  MR=  AO 
. — ÂÏO. 

28y.  Corollaire  III.  La  corde  NK  efl  moyenne  proportionnelle 
entre  le  fegment  AM  du  diamètre  & le  diamètre , dr  F autre  corde  RB 
ejl  moyenne  proportionnelle  entre  le  fegment  BM  ,&  le  diamètre.  Le 
triangle  ARC  eft  reélangle,  & la  droite  RM  cft  menée  du  fom- 
met  de  l’angle  droit  fur  l’hypothenufe  AB.  Donc,  &c.  170.). 

Corollaire  IV.  On  peut  donc  au  moyen  de  ceci  trouver 
une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données , de  deux  façons 
différentes  de  celle  que  nous  avons  enfeignèe  ci-dejfus  (N.  182.). 

Par  exemple , fi  l’on  demande  une  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  lignes  AM,  MB,  je  les  ajoute  l’une  à l’autre  en 
ligne  droite  , je  coupe  la  fomme  AB  en  deux  également  en  O ; 
du  pont  O pris  pour  centre,  & avec  le  rayon  OA  ou«OB  je  dé- 
cris un  demi-cercle  ORB,  & élevant  en  M la  perpendiculaire 
AIR  , cette  perpendiculaire  eft  la  moyenne  proportionnelle  de- 
mandée ( A'.  283.  ). 

Que  fi  l’on  demande  une  moyenne  proportionnelle  entre  AB 
& fa  partie  AM,  je  décris  un  demi-cercle  ARB  fur  la  grande 
AB  prife  pour  diamètre  > du  point  M,  j’éleve  la  perpendiculaire 
MR  ôc  la  corde  AR,  cft  la  moyenne  demandée  (A\  28;.). 

2 85.  Proposition  LXXI.  Les ‘circonférences  de  cercles  con- 
centriques ABC,  efli  (Fig.  i’]’].)  font paralelles. 

De  tous  les  points  de  la  circonférence  efh , je  conçois  des 
lignes  menées  au  centre  O,  6c  prolongées  jufqu’à  la  circonféren- 
ce ABC,  les  diftances  des  points  e ,/ &c.  de  la  circonférence  efh 
à la  circonférence  ABC  feront  donc  les  droites  Ae , B/(A'.234  ); 
or,  ces  droites  font  égales  , puifqu’elles  font  les  dilférences  des 
rayons  ^aux  AO,  BO,  ôcc.  aux  rayons  égaux  eO,fO  du  petit 
cercle.  Donc  tous  les  points  de  la  petite  circonférence  font  éga- 
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Icinent  éloignés  de  la  grande , ôc  partant  ces  deux  circonféren- 
ces font  paralelles. 

' - 287.  Proposition  LXXII.  Tous  les  cercles  font  femblables 

entreux. 

Soient  les  deux  cercles  ABC , EFH  ( 177.  ),  je  les  rends 

concentriques,  c’eft-à-dire  du  centre  O du  grand,  6c  avec  un 
rayon  Of  égal  au  rayon  OE  , je  décris  une  circonférence  efh  , 
ôc'lc  cercle  f///eft  par  confequent  le  môme  que  le  cercle  EFH, 
ainfi  il  s’agit  de  faire  voir  que  les  deux  cercles  concentriques 
ABC , efh , font  femblables  entr’eux. 

Je  conçois  que  la  circonférence  ABC  foit  divifée  en  une  infi-  '• 
nité  de  petits  arcs  égaux , tels  que  AB , ôc  menant  des  points  de 
divifion  A , B , 6c c.  des  rayons  au  centre  , ces  rayons  coupent  la 
circonférence  efh  en  un  même  nombre  de  petits  arcs  tous  égaux 
entr’eux  , tels  que  ef,  je  mene  les  cordes  des  arcs  dans  l’un  ôc 
l’autre  cercle,  ôc  à caufe  des  égalités  des  arcs,  les  cordes  du 
premier  cercle  font  toutes  égales  entr’e.les  , de  même  que  les 
cordes  du  fécond , ce  qui  fait  que  dans  le  grand  cercle  tous  les 
petits  triangles  ifofceles  AOB  , ôcc.  faits  par  les  rayons  ôc  les 
cordes  font  tous  égaux  entt’eux  ( N.  100.  ) ; de  même  que  les  pe- 
tits triangles  eOf,  ôcc.  faits  par  les  rayons , ôc  les  cordes  du  pe- 
tit, ôc  que  chaque  triangle  ÀOB  du  grand  eft  femblab  le  à 'cha- 
que ttiangW  eOf  du  petit  à caufe  de  l’angle  commun  O,  ôc  des 
bafes  paralelles  AB , <r/î  ainfi  nous  avons  dans  les  deux  cercles 
deux  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  infini  de  côtés , 
ôc  partant  femblables  entr’eux  5 mais  à caufe  de  l’infinie  petiteffe 
des  arcs  AB , ôcc.  du  grand  cercle , les  cordes  de  ces  arcs  en  font 
infiniment  proches  , ôc  fe  confondent  avec  eux , de  façon  que 
l’on  peut  prendre  les  cordes  pour  les  arcs , ôc  il  en  eft  de  même 
à l’égard  au  petit  cercle  ; donc  nous  pouvons  prendre  les  poly- 
gones pour  les  cercles  mêmes.  Or , dans  les  polygones  fembla- 
bles, les  circuits  font  entt’eux  comme  les  rayons  ( A^.i^y.  );  donc 
les  circonférences  ABC  , efh  qui  font  ici  les  mêmes  que  les  cir- 
cuits des  polygones  font  entt’elles  comme  les  rayons  AO  , ro, 
ôc  par  conféquent  les  cercles  font  femblables,  ôc  ainfi  des  autres. 

288.  Corollaire  I®^  Si  f on  mene  des  tangentes  MN , RS 
( Fig.  1 77.  ) à deux  ou  plufieurs  cercles  inégaux , les  points  cC attouche~ 
ment  A , e font  proportionnels  aux  circonférences  ou  aux  rayons. 

Les  côtés  des  polygones  femblables  d’un  nombre  infini  de 
côtés  qui  compofent  les  deux  cercles , font  infiniment  petits , 
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donc  chacun  de  ces  côtés  ou  chaque  arc  eft  un  point  de  fa  cir- 
conférence. Or,  les  côtés  des  polygones  femblables  font  entr’- 
eux  comme  leurs  circuits  ou  comme  leurs  rayons  ; donc  les 
points  A,  e des  circonférences  font  auffi  cntr’eux  comme  leurs 
rayons. 

Nota.  On  ne  pourroic  concevoir  ceci , fi  l’on  difoit  comme 
Euclide , que  les  lignes  n’ont  point  de  largeur  i mais  dès-lors  que 
nous  leurs  en  donnons  une,  quelque  petite  qu’elle  foit,  on  s’ap- 

Eerqoit  que  les  points  des  lignes  menées  de  tous  les  points  de 
1 grande  citconférence  au  centre , anticipent  fur  les  points  des 
lignes  voifines  de  plus  en  plus  à mefure  qu’elles  approchent  du 
centre,  & que  par  conféquent  eu  égard  à ces  anticipations,  les 
points  dans  lefquels  une  petite  circonférence  efi  coupée , feront 
plus  petits. 

28p.  Corollaire  II.  Les  fegmens  donc  les  arcs  comprennent  un 
même  nombre  de  degrés  de  leurs  circonférences  font femblables  entreux, 
tir  il  faut  dire  la  tneme  chofe  des  feileurs. 

Soient  les  fegmens  ABC , abc  ( Fig.  178.  ) dont  le  centre  com- 
mun cft  au  point  O.  Il  eft  clair  que  les  arcs  ABC,  abc  feront 
entr’eux  comme  leurs  circonférences  ou  comme  leurs  rayons  , 
( N,  287.  ) puifqu’ils  contiennent  un  même  nombre  de  degrés  de 
leurs  circonférences.  Or , les  triangles  ACO , acO  ayant  l’angle 
O commun  ôc  les  bafes  paralelles  font  femblables , ôc  donnent 
ACfOc::  AO , aO  ; donc  les  cordes  AC , ac  font  entr’elles  com- 
me les  arcs  ABC,  abc,  & par  conféquent  les  lignes  qui  com- 
prennent les  fegmens  font  proportionnelles;  il  ne  refte  donc 
plus  qu’à  faire  voir  que  les  angles  faits  par  ces  lignes  , c’efi-à- 
aire  les  angles  mixtilignes  faits  parles  cordes  avec  les  arcs,  font 
égaux.  Et  pour  cela  : 

Concevons  que  l’arc  ABC  foit  divifé  en  une  infinité  de  petits 
arcs  tous  égaux , ôc  que  des  points  de  divifion  foient  menés  au 
centre  des  rayons  qui  diviferont  l’arc  abc  en  un  même  nombre 
d’arcs  égaux , qui  vaudront  chacun  autant  par  rapport  à leurs  cir- 
conférences, que  chaque  petit  arc  de  l’arc  ABC  par  rapport  à 
la  fîenne.  Concevons  encore  que  des  points  A,  a foient  menés 
des  droites  AH  , AR,  AB,  ôcc*  ah,ar  ,ab,  ôcc.  tous  les  angles 
que  ces  lignes  feront  entt’elles , ôc  qui  auront  leurs  (ommets  aux 
circonférences  aux  points  A , a,  feront  égaux  , puifqu’ils  embraf- 
fent  des  arcs  de  même  valeur.  Ainfi , tous  les  angles  CAH , 
HAR  , ôcc.  compris  dans  le  fegment  ABC,  feront  égaux  à tous 
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Icâ  angles  ca/i,  har , ôcc.  compris  dans  le  fegment  abc,  mais  tous 
les  angles  CAH  , HAR,  6tc.  compofent  enfemble  l’angle  inixti- 
ligne  CAB,  & tous  les  angles  cab,  har  , &c.  compofent  l’angle 
mixtiligne  cab  ; donc  l’angle  mixtiligne  CAB , eft  égal  à l’angle 
mixtiligne  cab  : 5c  on  prouvera  la  môme  chofe  des  autres  angles 
mixtilignes  ACB,  acb  ; d’où  il  fuit  que  les  fegmens  ABC,  abc  , 
ayant  les  côtés  proportionnels  6c  les  angles  égaux  font  fembla- 
bles. 

Dans  les  triangles  femblables  AOC  , aOc  l’angle  OAC  eft 
égal  à l’angle  Oac , ajoutant  donc  l’angle  OAC  à l’angle  niixtili- 
gnc  CAB,  ôc l’angle  Oac  à l’angle  mixtiligne  cab,  l’angle  mix- 
tiligne OAB  du  fecleur  OAC  fera  égal  à l’angle  mixtiligne  Oab 
du  fetleur  Oac,  6c  par  la  même  raifon  l’autre  angle  OCB  mixii- 
ligne  eft  égal  à l’angle  mixtiligne  Ocb  ; or,  les  arcs  6c  les  rayons 
de  ces  feôteurs  font  proportionnels.  Donc  ces  fedeurs  font  fem- 
blables. 

250.  Corollaire  IV.  Si  on  mène  deux  tangentes  MN,  mn<i 
deux  cercles  inégaux  { Fig.  1 79.  ) , les  angles  mixtilignes  NAB , nab 
faits  par  les  tangentes , cr  les  circonférences  font  égaux. 

Je  mene  des  points  d’attouchement  A,  a,  les  diamétreS  AB, 
ab  ; les  angles  BÀN , ban  font  droits  (A^.  240.) , 6c  partant  égaux. 
Or,  les  demi -cercles  ATB,  atb  étant  des  fegmens  femblables 
(A'.  28p.) , les  angles  mixtilignes  BAT,  bat  font  égaux  ; donc 
retranchant  de  l’angle  BAN  l’angle  BAT,  6c  de  l’angle  ban, 
l’angle  bat  ,\\  refte  l’angle  NAT  égal  à l’angle  nat. 

2pi.  Corollaire  V.  Donc  fi  plufieurs  cercles  inégaux  touchent 
une  meme  ligne  MN  ( Fig.  i So.  ) en  un  point  A , tous  les  angles  mix~ 
tilignes  faits  par  cette  tangente  avec  les  circonférences  , font  égaux 
entr  eux. 

Puifque  les  cercles  touchent  la  même  ligne  MN  au  point  A; 
la  même  perpendiculaire  AS  élevée  fur  le  point  A , palTera  pat 
tous  les  centres  {N.  242.),  6c  coupera  tous  les  cercles  en  deux 
parties  égales.  Ainfi  on  démontrera  la  même  chofe  que  dans  le 
Corollaire  précédent. 

Nota.  Ceci  feroit  impoftible  fi  les  cercles  touchoient  la  droite 
MN  dans  une  égale  partie.  Mais  comme  les  points  des  plus  grands 
cercles  font  plus  grands  que  les  points  des  petits  ; il  arrive  que 
les  circonférences  des  grands  cercles  n’abandonnent  pas  fi  vite 
la  droite  MN  que  les  petites  , ôc  que  par  confequent  les  angles 
mixtilignes  qu’elles  font  avec  la  tangente , font  un  peu  à côté  les 

uns 
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uns  des  autres,  ce  qui  eft  aifé  de  concevoir  par  la  feule  infpec- 
tion  de  la  Figure  1 8 1 , qui  repréfente  plufieurs  polygones  régu- 
liers femblables  mais  inégaux,  qui  touchent  une  même  droite. 

Et  il  ne  faut  pas  dire  qu’il  s’enfuivra  delà  qu’un  cercle  peut 
toucher  une  ligne  droite  en  plus  d’un  pqint , car  quoiqu’un  plus 
grand  cercle  touche  une  ligne  droite  en  une  pattie  plus  grande 
que  ne  fait  un  petit  cercle , cependant  ce  grand  cercle  ne  tou- 
che que  par  un  de  fes  points  , de  même  que  le  petit  ne  touche 
que  par  un  des  liens. 

On  peut  encore  expliquer  ceci  de  cette  façon  : Concevons 
que  plulieurs  polygones  réguliers  femblables  mais  inégaux,  ayent 
tous  un  même  angle  commun  A (f/g.  182.),  & qu’à  l’extrémité 
de  la  ligne  AH  qui  divife  cet  angle  en  deux  également,  ôt  qui 
palfe  par  leurs  centres , on  éleve  une  perpendiculaire  MN , il 
eft  viftble  que  cette  perpendiculaire  touchera  tous  les  polygones, 
& que  les  angles  quelle  fera  avec  eux  feront  tous  égaux  ; or  , 
cela  arrivera  à l’égard  de  tous  les  polygones  femblables  , quel- 
que grand  ou  petit  que  foit  leur  nombre  de  côtés  ; donc  cela 
doit  arriver  aulli  à l’égard  des  cercles. 

Et  cette  fécondé  explication  refout  facilement  une  difficulté 
qu’on  pourroit  former  , car  puifque  tous  les  angles  mixtilignes 
intérieurs  des  demi-.cercles  , qui  touchent  en  A la  droite  MN 
( f/g.  1 80.  ) font  égaux  ; il  s’enfuit  nécelTairement , dira  t-on , que 
les  angles  curvilignes  que  les  circonférences  font  en  A,  doivent 
être  nuis,  & cela  eft  vrai  ; car  on  voit  dans  la  Figure  182  , que 
les  circuits  des  polygones  ne  font  point  d’angles  entr’eux  au  point 
A,  quoiqu’ils  en  faftfent  après,  à caufe  que  les  jambes  de  l’angle 
fait  en  A , changent  enfuite  de  direction , ôc  il  en  eft  de  même  à 
l’égard  des  cercles. 


L’angle  mixtiligne  fait  par  la  tangente  & les  circonférences , 
efl  nul  au  point  A ( f/g.  180.),  car  tous  les  petits  côtes  par  lef- 
quels  les  cercles  touchent  la  droite  MN,  tombent  les  uns  fut 
les  autres  au  point  A,  ôc  ne  font  enfuite  d’angles  que  parce  qu’ils 
viennent  à changer  de  direction  , la  Figure  181 , fait  voir  cela 
clairement.  D’ailleurs , on  peut  confirmer  cette  vérité  par  le  rai- 
fbnnement  fuivant.  Entre  la  perpendiculaire  AS  ôc  la  tangente  , 
on  ne  peut  mener  de  ligne  droite  du  point  A qui  ne  coupe  tou- 
tes les  circonférences  , car  autrement  du  même  point  A , on 
pourroit  mener  deux  tangentes , ce  qui  eft  impolfible  (N.  24  t.). 
Or,  on  peut  pourtant  faite  au  point  A avec  AN  une  infinité d’an- 
Tome  i.  T t 
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gles  de  plas  petits  en  plus  petits  à l’infini,  jufqu’à  faire  ëv^ouir 
totalement  l’angle,  & il  e(l  clair  que  le  plus  petit  de  ces  angles 
feroit  encore  plus  grand  que  l’angle  mixtilignc  , puifqu’il  coupe- 
roit  les  circonférences  ; donc  l’angle  mixtiligne  en  A doit  être 
plus  petit  que  tout  ce  qu’il  y a de  plus  petit,  & par  confëquent  Ü 
doit  être  nul. 


Propriétés  du  Cercle  , utiles  pour  l'intelligence  des  Serions 

Coniques. 

apa.PROPOSiTiON  LXXIII.  Deux  tangentes  AB,  AC  {Fig.iS^.) 
étant  menées  d’un  même  point  extérieur  A , avec  la  fecante  ÀD  qui 
pajje  par  le  centre  O ,&  la  droite  CB  qui  joint  lés  points  d"  attouche- 
ment ; je  dis  qu’on  aura  toujours  OR.  OS  : : OS.  OA , ceft-à-dire 
la  diftance  du  centre  O au  point  R , la  droite  CB  coupe  la  fecante 
AD  f ejl  au  rayon , comme  le  rayon  eft  à la  diftance  OA  du  centre  O 
au  point  extérieur  A. 

Du  centre  O au  point  d’attouchement , Je  mene  le  rayon  OB  ; 
l’angle  OBA  étant  droit  ( N.  240.) , le  triangle  OBA  eft  reftan- 
gle , & à caufe  que  BC , coupe  la  fecante  AD  perpendiculaire- 
ment ( A^.  270.) , la  droite  BR  eft  une  perpendiculaire  menée 
du  fommet  A de  l’angle  droit  fur  l’hypothenufe  AO  ; donc  le  côté 
OB  du  triangle  redaVigle  OBA,  eft  moyen  proportionnel  entre 
le  petit  fegmentRO,  ôc  l’h^othenufe  entière  ( A^.  170.  ) ; & par 
confëquent  nous  avons  OR.  OB  : : OB.  OA  ; mais  le  rayon 
OB  eft  égal  au  rayon  OS,  donc  OR.  OS  : ; OS.  OA. 

2p3.  R E M A RQ^u  E.  Comme  la  perpendiculaire  menée  du 
point  d’attouchement  fur  la  fecante  AD  qui  pafte  par  le  centre, 

f>afte  par  l’autre  point  d’attouchement  C de  l’autre  tangente  ; dans 
a fuite,  je  ne  mettrai  qu’une  tangente  dans  les  Figures,  & au 
lieu  de  dire  deux  tangemes  étant  menées  avec  la  fecante,  &c.  & la 
ligne  qui  joint  les  poiras  d attouchement  ,je  dirai}  pour  abréger  la  tors- 
gente  AB,  /n  fecante  AD  qui pajfe  par  le  centre,  & la  perpendicu- 
laire BR  étant  données , &c. 

2p4.  Proposition  LXXIV.  La  tangente  AB,  la  fecante  AD 
qui  pajfe  par  le  centre  & la  perpendiculaire  BR  ^tant  données , on 
aura  toujours  AS.  AR  : : AO.  AD. 

Je  mene  le  rayon  OB , & à caufe  que  dans  le  triangle  re£lan- 

f'ie  OBA  la  droite  BR  menée  de  l’angle  droit,  eft  perpendicu- 
aire  fur  l’hypothénufe  AO  ; le  côté  AB  eft  moyen  proportionnel 
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entre  le  fegment  AR  dcl’hypothénufc,  ôc  l’hypothénufe  entière 

AO;  ainfi  AR.  AB  ::  AB.  AO,  ce  qui  donne  AB=ARx  AO  ; 

mais  par  la  propriété  de  la  fecante  nous  avons  AB= AS  x AD  ; 
(A4  271.)  donc  ASx  AD= AR  X AO;  ce  qui  donne  AS.  AR 
::  AO.  AD. 

25>y.  Proposition  LXXV.  Suppo/ânt  toujours  la  tangente  Æ 
(Fig.  184.  ),  la  fecante  AD  qui pajje  par  le  centre , tr  la  perpendi- 
culaire BR  données  j je  dis , 1°.  Que  ft  aux  extrémités  S , D eir 
centre  O du  diamètre , on  éleve  trois  perpendiculaires  SH , OM , DN 
quifè  terrh'inent  fur  la  tarigente  AB  prolongée  aux  points  H , M , N , 
les  quatre  lignes  SH,  RB,  OM,  DN  font  en  proportion.  2®.  Oue 
le  reilangle  des  deux  perpendiculaires  ou  tangentes  SH , DN  e(l  égal 
au  quarré  du  rayon. 

Les  quatre  lignes  SH,  RB,  OM,  DN  étant  perpendiculaires 
fur  la  fecante  AD  font  paralelles  enir’elles , ôc  par  conféquent  les 
triangles  ASH  , ARB  , AOM  , ADN  qui  ont  l’angle  A com- 
mun ôc  les  bafes  paralelles  , font  femblables  entr’eux , ôc  leurs 
bafes  font  cntr’ellcs  comme  leurs  côtés  AS,  AR,  AO,  AD; 
mais  parla  propofition  précédente  nous  avons  AS.  AR  ::  AO. 
AD;  donc  SH.  RB  ::  OM.  DN  : ce  qu’il  falloir,  i®.  démontrer. 

Du  point  B , j’abaifle  BP  perpendiculaire  fur  MO  que  je  pro- 
longe de  l'autre  côté  en  V.  La  droite  MV  eft  une  fecante  qui 
pafle  par  le  centre , la  droite  MB  eft  une  tangente  menée  du 
même  point  M , ôc  la  droite  BP  eft  une  perpendiculaire  menée 
du  point  d’attouchement  ; donc  nous  avons  OP.  OE  ::  OE.  OM; 
mais  à caufe  des  paralelles  nous  avons  OP=RB;  donc  RB. 

OE  ::  OE.  OM,  ôc  partantRB  xOM  = OE;  mais  nous  venons 
de  trouver  SH.  RB  : : OM.  DN , ce  qui  donne  RB  x OM = SH 

K DN  donc  ; SH  x DN  = OE. 

2^6.  Proposition  LXXVI.  Suppofant  encore  la  tangente  kZ 
(Fig-  1 8 y.  \i6.)  la fecante  AD  qui  paje  par  le  centre  & la  perpen- 
diculaire BR  données  ; je  dis  que  la  fecante  AD  & toutes  les  autres 
fecantes  quon  peut  mener  du  même  point  A , font  toutes  divijèes  har- 
moniquement en  trois  parties  par  la  circonférence  & la  droite  BR  ; 
c*ejl  -à-  dire  que  dans  chaque  fecante , la  partie  extérieure  efl  à fa 
petite  partie  intérieure , comme  la  fecante  entière  ejl  à t autre  partie 
intérieure. 

Des  extrémités  S/D  du  diamètre,  je  luene  des  tangentes  SH, 

Ttij 
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DN  (Fig.  i8^.)  qui  fe  terminent  iur  la  tangente  AB  prolongée 
en  N ; ainfi,  à caufe  que  ces  tangentes  font  paralelles  entr’elles^ 
puifqu’elles  font  perpendiculaires  fur  le  diamètre  ; les  triangles 
ASH , ADN  font  femblables,  & donnent  AH.  SH::  AN. 

DN  > mais  les  tangentes  SH , HB , étant  menées  d’un  même 

point , font  égales  de  même  que  les  tangentes  DN , BN  ; mettant 
donc  dans  la  proportion  que  nous  venons  de  trouver , la  droite 
HB  au  lieu  de  fon'égale  SH , & la  droite  BN  au  lieu  de  fon 

égale  DN,  nous  aurons  AH.  HB  ::  AN.  BN  : or,  à caufe  des 

Î)aralelles  SH,  RB,  DN,  la  droite  AD  eft  divifée  par  cespara- 
elles  en  même  raifon  que  la  droite  AD  ; donc  AS.  SR  xi  AD. 
RD;  ce  qu’il  falloit,  i°.  démontrer. 


Maintenant,  prenons  une  fecante  AV  {Fig.  1 8 j.)  qui  ne  pafle  pas 
parle  centre,  cette  fecante  fera  coupée  en  quelque  point  L parla 
perpendiculaire  BRH,  & il  s’agît  de  prouver  que  AP.  PL::  AV. 
L V , 6c  que  par  conféquent  AV  eft  coupée  en  trois  parties  har- 
moniquement, ôc  pour  cela  Je  décris  fur  la  partie  intérieure  VP 
prife  pour  diamètre,  un  cercle  VTPQ ; du  point  L je  mene  une 
corde  TQ  perpendiculaire  fur  ce  diamètre,  ôc  du  point  T je 
mene  au  point  A la  droite  TA  ; fi  je  fais  voir  que  TA  eft  tan- 
gente du  cercle  TPQV  , il  eft  clair  que  la  droite  AV  étant  une 
lècantc  qui  pafle  par  le  centre  de  ce  cercle,  ôc  la  droite  TL  étant 
perpendiculaire  menée  du  point  d’attouchement  T,  nous  aurons, 
comme  nous  venons  de  voir  dans  le  premier  cas  AP,  PL,  AV. 
LV  : venons  donc  à la  démonftration. 


Dans  le  triangle  reélangle  ALR  nous  avons  AL*=  AR-+-LR 
{N.  71.),  ôc  le  triangle  reélangle  ATL  donne  AT  = AL 

— » — t 

TL  mettant  donc  dans  cette  derniere  équation  la  valeur  deAL 

nous  aurons  AT=AR-+-LR-+-TL  ; or,  à caufe  que  TL  eft 

perpendiculaire  fur  le  diamètre  VP,  nous  avons  TL  = VLx  LP 
(JV.  283.),  ôc  parce  que  VP,  HB  font  deux  cordes  du  grand  cercle 
SBD  ôc  qui  fe  coupent  en  L,  nous  avons  VLx  LP  = HLxLB; 

{N.  27y.)  doncTL=HLxLBôc  mettant  cette  valeurdeTL  dans 

AT=:AR-4-LR-4-TL,  nous  aurons  AT=AR-i-LR-l-HLxLB; 
mais  à caufe  que  la  ligne  HB  eft  divifée  en  deux  également  en  R , 

& eadeuxihcgalcment  en  L , nous  avons  HL  x LB-+-LR  s=  HR 
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ou  RB;  donc  AT  = AR-f-RB;  or,  dans  le  triangle  ARB,  nous 

avons  AB  = AR  -h  RB  ; donc  AT  = AB  ; 6c  comme  par  la  pro- 
priété de  la  tangente  AB  6c  des  fecantes  , nous  avons  AP  x AV 

- ' X 

= AB , nous  aurons  aulTi  AP  x AV=  AT,  c’eft-à-dire  que  dans  le 
cercle  VTPQ  le  reélangle  de  la  partie  extérieure  AP  de  lafecante 
AV  , par  cette  fecante,  e(l  égal  au  quarré  de  la  droite  AT  menée 
du  même  point  A à la  circonférence  de  ce  cercle;  mais  dans  ce 
même  cercle  le  reêlangle  APx  AV  eft  égal  au  quarré  de  la  tan- 
gente menée  du  point  A du  côté  du  point  T ; donc  le  quarré  de 

— ■ 1 

cette  tangente  eft  égal  au  quarré  AT , 6c  partant  la  tangente  6c  la 
droite  AT  font  égales  ; or,  du  même  point  A on  ne  peut  mener 
à la  circonférence  VTPQ  du  même  côté  deux  différentes  lignes 
qui  foient  égales  ;(  A^.  2j y.  237.)  donc  AT  eft  la  tangente  qu’on 
meneroit  du  point  A à la  circonférence  VTPQ. 

2P7.  C o R O L L A I R E.  S/  deux  OU  flufieurs  fecantes  AV , 6cc. 
(Fig.  187.)  menées  d un  même  point  A , font  coupées  harmoniquement 
par  la  circorference , & par  une  droite  BH  perpendiculaire  fur  la  fe~ 
cante  qui  pajfe  par  le  centre , la  tangente  menée  à [une  ou  [autre  des 
extrémités  de  la  corde  BH pajfera  par  le  point  A. 

Si  l’on  prétend  que  la  tangente  menée  du  point  B ne  pafte 
pas  par  le  point  A ; je  mene  de  ce  point  A une  tangente  qui  tou- 
chera par  conféquent.le  cercle  en  un  point  P différent  du  point  B, 
à caufe  que  deux  tangentes  ne  peuvent  toucher  le  cercle  en  un 
même  po'int;  (M  241.)  du  point  P,  je  menePQ  perpendiculaire 
fur  la  fecante  AD  qui  pafte  par  le  centre  6c  qui  coupe  la  fecante 
AV  en  N ; ainfi  par  la  propofition  précédente , la  fecante  AV  fera 
coupée  harmoniquement  par  la  circonférence  6c  par  la  droite 
PQ,  6c  fes  trois  parties  feront  AF,  FN,  NV  ; mais  par  la  fup- 

f)ofition,  la  même  fecante  AV  eft  coupée  harmoniquement  par 
a circonférence  6c  la  droite  BH,  6c  fes  trois  parties  font  AF,  FL,. 
LV,  6c  la  première  AF  de  ces  trois-ci  , eft  la  même  que  la  pre- 
mière AF  des  trois  précédentes;  donc  les  deux  dernieres  FL,  L V 
doivent  être  égales  aux  deux  dernieres  FN  , NV  chacune  à cha- 
cune , (A^.  206.)  6c  partant  FL,  doit  être  égal  à FN  , 6c  le  point 
d’attouchement  P , doit  tomber  fur  le  point  d’attoueliement  B.. 

2p8.  Proposition  LXXVII.  Pofant  encore  que  AB  (Fig.  188.), 
la  fecante  AXi  qui  pajfe  par  le  centre  & la  perpendiculaire  BRH  /oient 
données  ; fi  d’un  point  quelconque  M pris  fur  la  circonférence;  on  mene. 

TtUji 
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t:tie  corde  MN  qui  fajfe  par  le  point  R où  la  perpendiculaire  BR  coupe 
la  fecante  A D , qu' apres  avoir  mené  des  extrémités  M , N cette 

CO} de,  deux  cordes  MT , NV  paraklles  à on  mene  les  droites 
VM,  NT  par  les  extrémités  des  cordes  ; je  dis  que  les  droites  VM  , 
NT  prolongées  au-delà  du  cercle , feront  deux  Jecantes  égales  qui  paf- 
feront  par  le  point  A & qui  feront  divifées  harmoniquement  par  la 
Circonférence  & la  perpendiculaire  BH. 

A caufe  des  cordes  paralelles  MT , VN , les  arcs  compris 
MV,  TV  font  égaux,  {N.  263.)  fie  ajoutantà  chacun  d’eux  lare 
MT,  les  deux  arcs  VMT,  MTN  font  égaux,  ôc  les  angles  à 
la  circonférence  MVN,  TNV  qui  embraffent  ces  arcs,  font  aulfi 
égaux;  or,  à caufe  que  la  corde  MN  ne  pafle  pas  par  le  centre 
O du  cercle , ôc  qu’elle  coupe , par  conféquent,  la  circonféren- 
ce en  deux  parties  inégales , l’arc  MTN  du  petit  fegment , vaut 
moins  qu’une  demi  circonférence  , ôc  l’angle  MVN  qui  en  vaut 
la  moitié,  eft  aigu . de  même  que  fon  égal  TNV  j ainfi , puifque 
les  deux  lignes  MV,  TN  font  fur  la  droite  VN  les  angles  inter- 
nes oppofés , 'moindres  enfemble  que  deux  droits;  ces  lignes  ne 
font  pas  paralelles,  {N.  72.)  fit  venant  à être  prolongées  du  côté 
de  A , elles  doivent  former  avec  la  bafe  VN , un  triangle  ifofcele 
dont  le  fommet  fera  fur  quelque  point  de  la  perpendiculaire  AQ 
qui  coupe  la  bafe  VN  en  deux  également  ( N.  107.)- 

Maintenant,  comme  nous  ne  fqavons  pas  encore  fi  le  point 
où  les  droites  MV , NT,  prolongées,  coupent  la  perpendicu- 
laire AQ  , eft  le  même  que  le  point  A ; nommons  ce  point  = x 
quelque  part  où  il  foit.  Le  triangle  MNV  étant  coupé  par  la  droite 
BH  paralelleà  fa  bafe , donne  MR.  RN  : : ML.  LV,(M  i y8.)fic 
dans  les  triangles  femblables  M<*R,  NQR,  nous  avons  MR.  RN. 
Ma.  NQou  VQ , donc  ML.  LV  : : Ma.  VQ;mais  les  triangles 
femblables  ;rMA , atVQ,  donnent  Ma.  VQ  ::  a;M.  *V  ; donc 
*M.  arV  : : ML.  LV  ou  ^M.  ML  : : xV.  LV , ôc  partant  la  droite 
xV  eft  divifé  harmoniquement  par  la  circonférence  ôc  la  droite 
BH,  fit  il  eft  vifible  qu’à  caufe  des  paralelles  MT,  HB,  VN , 
l’autre  côté  a:N  du  triangle  ifofcele  MxN  eft  anffi  divifé  harmo- 
niquement pac  la  circonférence  ôc  la  droite  HB  ; ainfi  les  deux 
lignes  V* , N*  étant  deux  fecantes  qui  partent  d’un  même  point 
X y ôc  qui  font  divifées  harmoniquement  par  la  circonférence  ôc  la 
droite  HB  perpendiculaire  fur  la  fecante  AD  qui  paffe  par  le  cen- 
tre ; la  tangente  menée  du  point  B , doit  pafier  pat  le  point  x , 
{N.  2$7.)  Ôc  ce  point  n’eft  pas  différent  du  point  A , puifque  la 
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tangente  BA  qui  coupe  AD  en  A,  ne  peut  la  couper  en  un  autre 
point. 

2pp.  Corollaire  1".  Si  dans  le  trapezoide}AT^Y  (Fig.  i88.) 
fait  par  les  quatre  cordes  WT,  TN>  VN.  MV,  on  mene  [autre dia- 
gonale VT,  cette  diagonale pajfera  aufji par  le  point  R.  Car  les  angles 
MNV,  TVN  étant  égaux  à caufe  des  arcs  égaux  MV,  TN,  les 
deux  diagonales  en  le  coupant,  font  un  triangle  ifofcele,  dont 
le  fommet  doit  être  fur  la  perpendiculaire  AR  qui  coupe  la  bafe 
VN  en  deux  également;  or , la  diagonale  MN  palTe  par  le  point 
R de  cette  perpendiculaire,  6c  ne  la  coupe  qu’en  ce  point;  donc 
la  diagonale  VT  doit  pafler  par  le  même  point. 

300.  Corollaire  II.  Si  tüunméme  point  A (Fig.  188.)  cCoù 
partent  la  tangente  AB,  /<i fecante  AD , ôcc.  on  mene  deux  fecantes 
égales  AV , AN , & qu’on  joigne  par  des  diagonales  MN , VT , les 
quatre  points  où  elles  coupera  la  circonférence  ; ces  deux  diagonales  Je 
couperont  au  point  R de  la  perpendiculaire  B H. 

Les  fecantes  AV,  AN  donnent  AV  x AM = AN x AT;  mais 
par  la  fuppofition  AV  = AN , donc , fi  d’une  part  l’on  divife  par 
AV,  6c  de  l’autre,  par  AN,  nous  aurons  AM  = AT;  d’où  il 
fuit  que  les  droites  VN , MT  menées  par  les  extrémités  des  fe- 
cantes AV,  AN  6c  de  leurs  parties  extérieures,  font  perpendi- 
culaires fur  AD  , {N.  23 é.  238.)  6c  par conféquent  paralellesà 
BH;  ainfiles  arcs  VM,  TN  compris  entre  les  paralellcs  MT , 
VN  étant  égaux,  {N,  253.) les  angles  à la  circonférence  MNV, 
TVN  qui  s’appuyent  fur  ces  arcs , font  aulTi  égaux  ; c’eft  pourquoi 
le  triangle  que  les  diagonales  MN  , TV  forment  du  côté  de 
VN  en  fe  coupant,  eft  ifofcele,  6c'fon  fommet  doit  être  fur  la 
perpendiculaire  AD  qui  coupe  la  bafe  VN  en  deux  également 
(A.  107.).  ' 

Or,  comme  nous  ne  fçavôns  pas  encore  fi  le  point  où  ces  deux 
diagonales  fe  coupent  fur  AD  efi  le  point  R;  nommons  ce  point 
Z,  quelque  part  où  il  foit  ; les  triangles  femblables  MAz,  NQz 
donnent  Mz.  zN  ::  Ma.  NQ  ou  QV,  6c  à caufe  des  triangles 
femblables MAa,VAQ, nous  aurons  Ma.  QV  ::  MA.  VA; donc 
Mz.  zN  : : MA.  VA;  or  , à caufe  que  la  fecante  AV  eft  coupée 
harmoniquement  par  la  circonférence  6c  la  droite  BH,  nous  avons 
MA.  ML  ; : AV.  LV  ou  MA.  VA  : : ML.  LV  ; donc  Mz.  zN 

ML,  LV  : ainfi  dans  le  triangle  MNV  les  côtés  MV  , MN 
étant  coupés  proportionnellement  aux  point  L , z , la  droite  Lz 
menée  pat  ces  deux  points,  eft  patalclle  à la  bafe  VN;  (A.  ij8.) 
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mais LR ou  HB  eft  aufli  paralclle  à la  bafe  VN,  & du  point  L 
on  ne  peut  mener  qu’une  feule  paralclle  à une  même  ligne  VN; 
donc  la  paralclle  LR  âc  la  paralclle  L^ne  font  qu'une  feule  6c 
même  ligne  , & le  point  z eft  le  même  que  le  point  R. 

50J.  CoKOLLAiRE  JII.  Donc,  fi  dcux  fccantes  égales  AV, 
AN  (i/g.  188.  ) font  menées  d’un  même  point,  6c  qu’après  avoir 
mené  les  diagonales  MN  , TV,  on  mene  par  le  point  R où  elles 
fe  coupent,  une  droite  HB  paralelle  à la  droite  VN  qui  palTe  par 
les  extrémités  des  fecantes;  les  points  H,  B de  la  droite  HB  fe- 
ront les  points  d’attouchement  des  deux  tangentes  égales  qu’on 

Îieut  mener  du  point  A»  car  on  prouvera  comme  ci-devant  que 
es  deux  fecantes  AV,  AN  font  coupées  harmoniquement  par 
le  cercle  6c  la  droite  HB,  6c c. 

302.  Proposition  ï\l.  Suppojam  toujours  la  tangente 

(Fig.  18p.)  lafecante  AD  qui  paj[e par  le  centre  (ir  la  perpendicu- 
laire BRH  données  ; Ji  du  point  A on  mene  une  droite  tndefinie  XZ 
paralelle  à la  perpendiculaire  BRH,  <ér  que  d'un  point  quelconque  C 
pn'S  fur  cette  paralelle  on  mene  une  fecante  CN  qui  paffe  par  le  point 
R,  cette  droite  CN  fera  coupée  harmoniquement  par  la  circonférence 
la  droite  BH. 

Des  points  M,  N je  mene  les  droites  MT,  NV  paralelles,  6c 
par  les  points  M,  V,  N,  T les  droites  VA,  NA  qui  feront  deux 
fecantes  égales  qui  pafferont  par  le  point  A , 6c  qui  feront  divi- 
fées  harmoniquentpar  la  circonférence  ôc  la  perpendiculaire  HB 
{N.  ap8.)  ou,  ce  qui  revient  au  même  parles  droites  MT,  HB; 
ainfi  dans  l’efpace  paralelle  XZVN,  la  fecante  AV  étant  divifée 
harmoniquement  par  les  droites  MT,  H B paralelles  aux  paralel- 
Ics  XZ , VN,  la  droite  CN  comprife  dans  ce  même  efpace 
doit  être  coupé  en  même  raifon  par  les  mêmes  paralelles  MT, 
HB,(A^.  I yj.)  6c  pat  conféquent  rtous  avons  CM.  MR::CN. 
RN. 

30  J.  Corollaire.  Si  d'un  point  quelconque  C du  la  droite  XZ 
(Fig.  rpo.)  paralelle  â BR,  on  mene  deux  tangentes  CP,  CQ  & 
la  droite  PQ  qui  joint  leurs  points  d attouchement  ; cette  droite  PQ 
pajje  par  le  point  R. 

Car  menant  la  fecante  CN  qui  palTc  par  le  point  R,  cette  droite 
eft  coupée  harmoniquement  en  M,  R,  N ; (/V.302.)6c  fes  trois 
parties  CM,  MR,  RN  ; or,  fi  on  veut  que  la  droite  PQ  ne  pafTe 
pas  par  le  même  point  R,  cette  droite  coupera  donc  la  fecante 
CN  en  un  autre  point  quelconque  x,  6c  comme  PQ  eft  la  même 

que 
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que  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du  point  d’attouchement 
P fur  la  fecante  qui  partant  du  point  C,  pafleroit  par  le  centre, 
(N.  2p3.)  la  droite  feroit  auffi  divifée  harmoniquement  aux  pointa 
C,x,  N,  & fes  trois  parties  feroientCM,  Mx,  xN ; mais  la 
première  partie  CM  de  ces  trois,  ell  la  même  que  la  première 
partie  CM  des  trois  précédentes  ; donc  les  deux  autres  Mx,  xN 
doivent  être  égales  chacune  à chacune  aux  deux  autres  MR,  RN, 
& par  conféquent  le  point  R ôc  le  point  x ne  peuvent  être  diffé- 
lens  & la  droite  PQ  aoit  palier  par  le  point  R. 

Nota.  On  peut  prouveravec  la  même  facilité  l’invcrfe  de  cette 
Propofition  , c’eft-à-dire  que  Ji  par  le  point  R on  mene  une  cordt 
quelconque  QP , & que  de  fes  extrémités  P,  Q on  mene  deux  tangen- 
tes QC , PC , ces  tangentes  fe  couperont  en  un  point  C de  la  ligne 
XZ.  Car  li  elles  fe  coupoient  en  un  point  a en  det^à  ou  en  delà 
de  RZ  ; la  fecante  âN  menée  du  point  a par  le  point  R , feroit 
coupée  harmoniquement  par  la  circonférence  & la  droite  PQ 
qui  )oint  les  points  d'attouchement  P,  Q,  & fes  trois  parties  fe- 
roientaM,  MR,  RN.  Or  comme  cette  même  fecante  aN  cou- 
peroit  XZ  en  quelque  points  C,  & que  la  ligne  CN  feroit  aulli 
coupée  en  trois  parries  harmoniquement  CM,  MR , RN,  nous 
autions  deux  lignes  aN  , CN  coupées  toutes  les  deux  harmoni- 
quement, ôc  qui  auroient  deux  parties  MR,  RN  communes,  5c 
dont  cependant  les  deux  troifiémes  aM , CM  ne  feroient  pas  éga- 
les » ce  qui  eft  impoflible  : {N.  207.)  donc , afin  que  aN  foit  divi- 
fée  harmoniquement,en  forte  que  MR,  RN  foient  deux  de  fes  par- 
ties ; il  faut  nécelTairement  que  aM  foit  égal  à CM  , ôc  que  les 
points  a,  C,  ne  foient  qu’un  même  point  de  la  ligne  XZ. 

304.  Proposition  LXXIX.  Suppojant  encore  la  tangente  , 
{Fig.  ipi.)  /a  fecante  AD  qui  pajfe  par  le  centre  & la  perpendicu- 
laire BRH  données  J filon  mene  deux  fecantes  inégales  AV,  AN , d" 
qu'on  joigne  leurs  points  de  divifions  par  des  droites  TM,  EL,  NV,' 
ces  droites  étant  prolongées  fi  couperont  en  un  même  point  fur  la  per- 
pendiculaire BH  prolongée  de  part  & et  autre. 

Les  lignes  TM , EL , NV  ne  font  pas  paralelles  entt’elles  ; car 
les  deux  TM,  NV  feroient  perpendiculaires  fur  la  droite  AD  qui 
pafle  par  le  centre,  à caufe  que  EL  efi  perpendiculaire  fur  AD; 
d’où  il  fuivroit  que  TM,  NV  feroient  divifées  chacune  égale- 
ment par  AD  de  même  que  leurs  arcs;  ôc  que  par  conféquent 
les  fecantes  AV,  AN  feroient  égales;  (M  25 é.)  ce  qui  efteon- 
tic  la  fuppofitioD  ; cela  pof^. 

Tome  4 V V 
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Puifquc  les  {ècantes  ÂN , AV  font  divifëes  hatmoniqQemem 
par  la  circonférence  6c  la  droite  6H,  6c  qu’elles  ont  un  point 
commun  A,  les  droites  TM,  EL,  NV  qui  joignent  leurs  au- 
tres points  de  divifion , font  paralelles  entr’ elles  ou  doivent  fè 
couper  toutes  en  un  même  point  lorfqu’on  viendras  les  prolon- 
ger; {N.  211.)  or  nous  venons  de  voir  qu’elles  ne  font  pas  pa- 
ralelles ; donc  elles  fe  coupent  en  même  point  ; mais  cela  oe  peut 
fe  faire  à moins  que  les  deux  TM,  NV  prolongées,  ne  coupent 
en  un  même  point  la  ligne  EL  prolongée  ; donc , ôcc. 

• 3oy.  Proposition  LXXX.  Pofa^  toujours  tfue  la  tangente  AB 
(Fig.  192.) , la  fecante  AD  qui  pt^e par  le  centre  &■  la  perpendicu- 
laire BH  foient  données  ; fi  Ion  prolonge  BH  de  part  & d’autre  y dr 
^ue  â un  point  quelconque  I de  fes  prolongement , on  mené  deux  tan- 
gentes iM,  IV.  la  ligne  VM  qui  joint  les  points  d’attouchement  étant 
prolongée , pajfera  par  le  point  A. 

Je  mené  du  point  A une  autre  fecante  APQ  ; du  point  I,  par 
le  point  P,  oit  cette  fecante  coupe  le  cercle  , je  mene  la  droite 
IPT  qui  eft  aulli  une  fecante  ; enfin  du  point  A , par  le  point  T, 
je  mene  une  fecante  ATN.  Les  deuxfccantes  AQ,  aN  font 
divifées  harmoniquement  par  le  cercle  ôc  par  la  droite  BH , 6c 
comme  elles  ont  un  point  commun  A , 6c  que  les  deux  lignes 
TP,  BH,  qui  joignent  quatre  de  leurs  points  de  divifion  fe  cou- 
pent en  un  point  1 ; la  ligne  droite  NQ  qui  joint  leurs  extrémités 
N , Q , doit  pafiier  par  le  même  point  I , cela  pofé.  Les  fecantes 
IT , IN  , font  coupées  harmoniquement  par  le  cercle  6c  par  la 
droite  MV  qui  joint  les  points  d’attouchement  des  tangentes  IM, 
IV  qui  partent  du  même  point  I , ( A'.  3 15.  ) 6c  les  droites  PQ , 
NT  qui  paficm  par  quatre  de  leurs  points , fe  coupent  au  point 
A ; donc  la  droite  VM  qui  palTe  par  les  points.V,  M , pafie  aulli 
par  le  point  A. 

; Nota.  On  peut  prouver  très-fecilement  l’inverfe  de  cette  pro- 

Kofition  ; c’eft-à-dire  que  fit  des  points  Ai.  ^ V de  la  partie  intérieure 
IV  dune  fecante  VA  qui  pajfe  par  le  point  A,  on  mene  deux  tangen- 
tes», ces  tangentes  fe  couperont  fur  la  perpendiculaire  BH  prolongée. 
Car,  fuppt^ons  pour  un  moment  que  le  point  I où  les  tangentes 
VI,  MI  fe  coupent , ne  foit  point  fur  le  prolongement  de  BH  , 
. je  mene  par  ce  point  I une  fecante  IPT  qui  coupe  le  cercle  en 
P 6c  T,  6c  qui  efi  coupée  harntoniquement  parla  circonférence 
6c  par  la  droite  VM  .qui  joint  les  points  d’attouchement  V,  M. 
Du  point  A , par  les  points  P ôc  T,  .je  mene  deux  autres  fccaïues 
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AQ,  AN,  fie  par  l’extrémité  N de  la  derniere  AN,  je  mene  la 
droite  NI  ; les  deux  fecanre&lT,  IN  font  coupées  harmonique- 
ment par  le  cercle  6c  la  droite  VMA  qui  foint  les  points  d’attou- 
chement V,  Mdes  tangences  IM,  IV  menées  du  même  point 
I;  6c  comme  les  droites  VMA,  NTA  qui  joignent  quatre  points 
de  divifîon  de  ces  deux  fecantes  IT , IN , palTent  par  le  point  A , 
la  ligne  QP  qui  joint  les  points  Q,  P,  palTe  aufll  pat  le  même 
point  A;  (Mail.)  ainfi  les  droites  ArQ  , ATN  étant  deux 
fecantes  qui  partent  du  point  A,  font  divifées  harmomquement 
par  la  circonférence  fie  la  droite  BR  ; 6c  à caufe  que  les  lignes 
TP,  NQ  qui  joignent  quatre  de  leurs  points,  palTent  par  le  point 
I,  la  ligne  BHqui  joint  deux  autres  de  leurs  points  doit  palTer 
auin  par  le  point  I , fie  par  conféquent  le  point  1 où  les  deux  tan- 

ê entes  MI , VI  fe  coupent , ne  peut  pas  être  hors  de  la  droite 
H prolongé,  comme  on  le  fuppoferoit. 

506.  Proposition  LXXXI.  Suppofant  encore  la  tangente  AB 
{Fig.  ipj.  IP4.  ) laficaute  AD  qnt  pajfe  par  le  centre  ë"  lapera 
pendiculaire  BH  damées  ; fi  eTun  ^oint  quelconque  M de  la  partie 
extérieure  AS  de  la  fecante prolongée , fi  ton  veut  au-delà  du  point  A , ' 
on  mene  une  droite  MP  par  ale  lie  à la  tangente  AB , & qui  Je  termine 
fur  la  droite  BH , prolongée  s'il  le  faut  au-delà  du  point  B ; le  quatre 
de  cette  droite  PM  Jera  toujours  plus  ^and  que  le  reÛangle  de  la  fecante 
M D quelle  coupe  par  fa  partie  extérieure  MS. 

Du  point  B , je  mene  aux  extrémités  du  diamètre  SD,  les  droi- 
tes BS , BD  ôc  du  point  P,  les  droites  PV , PN  paralelles  à BS, 
BD  ; je  prolonge  AB , en  Z 6c  MP  en  X. 

Des  triangles  iémblables  ABD , MPN  donnent  AB.  AD  : ; MP, 
MN  ; ôc  à caufe  des  triangles  femblables  ABS,  MPV , nous  avons 
AB.  AS  : : MP.  MV , multipliant  donc  les  termes  de  cette  pro- 
portion par  ceux  de  la  précédente , nous  aurons  AB.  AD  x AS  : : 

MP.  MN  X MV  ; mais  AB  = AD x AS  {N.  271.  ) ; donc  MP 
= MN  X MV.  Ainfi , il  ne  s’agit  plus  que  de  faire  voir  que 
MN  X MV  cft  plus  grand  que  MD  x MS , ôc  premièrement  dans 
la  Figure  19  J. 

L’angle  du  fegment  ABS  vaut  la  moitîé  de  Tare  BS  ( M ay  j.) 
fie  l’angle  à la  circonférence  SBH  vaut  la  moitié  de  Tare  BH 
{N.  2 y 2. ) ^gal  à Tare  SB , à caufe  du  diamètre  SD  perpendicu- 
laire fur  la  corde  (A'.  224.  ) ; donc  ces  deux  angles  font  égaux  ; 
or,  Tangle  ABQ  eft  égal  à fon  alterne  BQP  > donc  les  angles 

V V ij 
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QfiP,  6QP  font  égaux,  6c  dans  le  triangle  ifofceleBQP,  nous 
avons  BP  = QP.  De  même  l’angle  du  fegment  ZBD  eft  égal  à 
l’angle  à la  circonférence  HBD , ôc  à caufe  que  l’angle  ZBD  eft 
égal  à fon  alterne  BXP , le  triangle  BXP  eft  ifofcele,  6c  donne 
BP  = XP , donc  XP  = QP  ; ainfi  les  trois  lignes  MQ,  MP,  MX 
étant  eiiprogreftion  Arithmétique’,  à caufe  que  leurs  diSérences 
XP , QP  font  égales , la  première  eft  plus  petite  par  rapport  à la 
fécondé  , que  la  fécondé  par  rapport  à la  troifiéme  (A'.  216.)» 
c’eft-à-dire , MQ , MP  < MP,  MX  ; mais  les  triangles  fembla- 
bles  MQS , MPV , donnent  MQ.  MP  : : MS.  MV  , 6c  dans  les 
triangles  femblables  MPN , MXD,  nous  avons  MP , MX4i  MN, 
MD,  mettant  donc  dans  MQ,  MP  < MP,  MX,  la  raifon  MS, 
MV , au  lieu  de  fon  égale  MQ,  MP,  6c  la  raifon  MN,  MD, 
au  lieu  de  fon  égale  MP,  MX,  nous  aurons  MS,  MV  < MN,  MDj 
or,  fl  ces  quatre  termes  étoient  en  proportion,  le  produit  des  ex* 
rrêmes  feroit  égal  au  produit  des  moyens  ; donc  puifque  MS  eft 
plus  petit  qu’il  ne  faut  pour  faite  qu’il  y ait  proportion  , le  pro- 
duit MS  X MD  des  extrêmes  , eft  plus  petit  que  le  produit 
MN  X MV  des  moyens , c’eft-à-dire , plus  petit  que  le  quarré  de 
MP.  . 

Dans  la  Figure  ip4,  menant  les  droites  BS,  BD  , PV , PN , 
comme  ei-devant , nous  trouverons  par  les  mêmes  raifonnemens 

PM  = MV  X MN  , 6c  il  ne  s’agira  plus  que  de  prouver  que 
MV  X VN  eft  plus  grand  que  MS  x MD.  Ce  qu’on  fera  en  pro- 
longeant SB  en  X , 6c  DB  en  Q , car  les  angles  aBD  , HBD 
étant  égaux , comme  on  vient  de  voir,  leurs  oppofes  aux  fommets 
QBA , QBP  font  auflî  égaux , 6c  à caufe  que  QB A eft  égal  à fon 
alterne  BQP , le  triangle  BQP  eft  ifofcele  , 6c  donne  PB  = PQ. 
De  même  les  angles  ABS  , SBH  étant  égaux , leurs  oppolés  a» 
fommet  aBX , XBP  le  font  aulTi , 6c  à caufe  de  l’angle  aBX  égal 
à fon  alterne  BXP , le  triangle  BXP  eft  ifofcele , 6c  donne  PB 
= PX  J donc  PQ=PX,  6c  les  trois  lignes  MQ,  MP,  MX, 
font  en  progreffion  Arithmétique, ce  qui  donne  MQ,  MP  <!  MP , 
MX , 6c  le  refte  de  la  Démonftranon  s’achèvera  comme  aupara- 
vant. 
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CHAPITRE  VIL 

De  f Infcription  des  Polygones  réguliers  dans  un  Cercle, 
Cr  de  leur  Cirçonfcription  autour  du  Cercle. 

' 3°7*  T T N Polygone  régulier  eft dans  un  cerclcj  lorfquc 
tous  fes  angles  font  à la  circonférence  de  ce  cercle  ; 
& il  eft  «rfow/ÎT/r,  lorfquc  tous  fes  côtés  touchent  la  circonfé* 
rence. 

508.  Problème,  inferire  un  triangle  équilatéral  dans  un  cercle 
(Fig.  ipy.) 

Je  mene  un  diamètre  BD  , dont  je  coupe  la  moitié  OD  en 
deux  également  en  R ; pat  le  point  R , je  mene  une  corde  AC 
perpendiculaire  fur  le  diamètre , & des  extrémités  A , C de  cette 
corde , je  mene  à l’extrémité  la  plus  éloignée  du  diamètre  les 
droites  AB , BB  , ce  qui  donne  le  triangle  équilatéral  ABC  de- 
mandé. 

Pour  le  prouver , je  mene  la  corde  DC  ; l’angle  à la  citconfé- 
lence  BCD  étant  droit  {N.  2 ja.  ) le  triangle  BCD  eft  rectangle  ; 
& à caufe  de  la  perpendiculaire  CR,  nous  avons  RD.  DC  DC. 
DB  (A'.  1 70.  ) ; or , RD  = ^ DB  par  la  conftruéUon , donc  -J  DB. 

DC  : : bC.  DB  , d’où  l’on  tire  ^ DB  =r=  DC , & tirant  la  racine 
quarrée,  nous  aurons  ^DB  = DC  , c’eft-à-dire  , DC  eft  double 
de  RD  s mais  les  triangles  femblables  DRC  > B RC  donnent 
DR.  DC  : : RC.  BC.  Donc  BC  eft  double  de  RG,  de  même 
que  CD  eft  double  de  RD;  or,  AC  eft  auftl  double  de  RC 
{N.  224.) , donc  BC  = AC,  maisBC  = BA  à caufe  de  BD  per- 
pendiculaire fur  le  milieu  de  AC  {N.  );  donc  les  trois  côtés 

AB,  BC,  AC  du  triangle  ABC  font  égaux. 

30p.  Corollaire.  Le  côté  de  P Exagone  inferit  dans  un  cercle  ejl 
'égal  au  rayon.  L’arc  AD C eft  coupe  en  deux  également  par  le 
diamètre  BD  perpendiculaire  fur  le  côté  AC  du  triangle  équila- 
téral ABC  inferit  au  cercle  ; ainfi  l’arc  DC  eft  la  fixiérae  partie 
de  la  circonférence , & la  corde  DC  de  cet  arc  eft  le  coté  de 
l’exagone  qui  feroit  inferit  au  cercle.  Or,  nous  venons  de  trou- 
VerDC  = iDB=OD.  Donc.ôcc. 
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310.  Corollaire.  Autour  d'un  cercle  donné K&C  (Fig.  i$6.) 
chrcot^crire  un  triangle  équilatéral. 

Je  mené  le  diamètre  que  je  prolonge  de  part  & d’autre , fei- 
fant  RM  = RO  de  AN  = AO  du  point  O , 6c  avec  le  rayon 
ON , je  décris  un  cercle  NQMP  j du  point  A , je  mene  la  corde 
PQ  perpendiculaire  fur  MN , ÔC  des  points  P , Q je  mene  les  droi- 
tes PM , QM  qui  forment  avec  PQ  le  triangle  demandé. 

Car  à caufe  de  OA  = NA,  on  démontrera  comme  ci-defliis 
[N.  308.  ) , que  le  triangle  PQM  c(l  équilatéral  6c  infcrit  an  cer- 
cle PNQM;  ainfi  les  cordes  PQ,  QM,  MP  étant  égales,  les 
perpendiculaires  OA,OB,  OC  menées  du  centre  O fur  cec 
cordes  feront  égales  ; or,  la  perpendiculaire  OA  eft  le  rayon  du 
cercle  donné  ABC , donc  la  circonférence  de  ce  cercle  pafle 
par  les  autres  points  B,  C,  6c  les  trois  côtés  PQ , QM , MP  du 
triangle  , touchent  ce  cercle  aux  trois  points  A , B , C. 

31 1.  Problème,  inferireun  quarré  dans  un  certle  & le  eirconf- 
crire  autour  du  cercle  { Fig.  ipy.  ). 

Je  mene  deux  diamètres  AC,  BD  qui  fe  coupent  à angles 
droits,  6c  je  joins  leurs  extrémités  par  les  droites  A6,  BCy 
CD , D A , qui  forment  le  quarré  infcrit  demandé  ; car  ces  qua- 
tre droites  foutenant  des  arcs  égaux  font  égales  , 6c  les  an^es 
ABC,  BCD,  6cc.  font  chacun  droits  à caulè qu’ils  embraflent 
chacun  une  demi-circonférence. 

Par  les  extrémités  A , B , C , D des  deox  diamètres  , je  mene 
des  tangentes,  qui  en  s’entrecoupant,  forment  un  quarré  HMNR 
circonferit  au  cercle;  car  les  droites  HM,  RN  étant  perpendi- 
culaires fur  BD  font  paralclles  à AC  , 6c  à caufe  qu  elles  font 
comprifes  entre  les  droites  HR , MN  perpendiculaires  fur  AC  , 
elles  font  égales  à AC;  par  la  même  raifon  les  droites  HR,  MN 
font  paralelles  6c  égales  à BD  ; ainfi  les  quatre  côtés  HM , MN , 
6cc.  de  la  figure  HMNR  étant  égaux  entr’eux,  6c  les  angles  qu’ils 
forment  étant  droits , cette  figure  eft  un  quarré. 

312.  Problème.  Infirire  un  exagone  dans  un  cercle , & le  ch- 
conferire  autour  dt un  cercle  { Fig.  1 <jS.  ). 

Je  porte  le  rayon  OA  fur  Ta  circonférence  de  A en  B , de  B 
en  C,  6cc.  6c  joignant  les  points  de  divifion  pat  les  droites  AB  , 
BC , 6cc.  J’ai  l’exagone  infcrit  ABCDEF , ce  qui  eft  évident , 
après  ce  qui  a été  dit  ci-defius  ( fi/.  509.). 

A tous  les  fommets  A , B,  C,  ôcc.  des  angles  de  l'cxagone 
infcrit,  je  mene  des  tangentes  au  cercle,  6c  ces  tangentes  en 
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s'entrecoupant  forment  Texagone  circonfcrit  GHLMNR;  car 
les  cordes  AB,  AF,  de  même  que  leurs  arcs  étant  égales  , les 
angles  de  fegmcnt  HAB,  H6A , GAF,  GFA , font  tous  égaux 
entr’euz,  d’où  il  fuit  que  les  triangles  ifofceles  FGA , AHB  font 
par^tement  égaux , ôc  par  la  même  raifon  les  autres  triangles 
ifofceles  BLC , CMD,  DNE , ERF  font  égaux  entr’eux , 6c  aux 
deux  précédens  F GA  , AHB  : ainfi  les  côtés  de  la  figure  circonf- 
crite  étant  compofés  chacun  de  deux  côtés  égaux  de  ces  trian- 
gles ifofceles,  font  égaux  entr’eux  ; de  même  que  les  angles  qu’ils 
forment , ôc  panant  la  figure  eil  un  cxagone  circonfcrit. 

313.  REM/tR^UE.  Lorfqu’un  polygone  eft  infcrit  dans  un  cer- 
cle , on  peut  toujours  circonfcrire , a ce  meme  cercle , un  poly- 
gone femblable  de  la  façon  que  nous  venons  de  faire  pour  i’exa- 
gone.  C’eft  pourquoi  je  n’en  parlerai  plus. 

314.  Proposition  LXXXII.  Le  qtiarré  du  eSti du  pentaronr 
ir^crit  dans  un  cercle  ejî  égal  â la  Jimme  des  quarrés  du  côté  de  lexa- 
gone , & du  côté  du  décagone  injerits  dans  le  même  cercle. 

Soit  AB  (Er^.  ipp.)  le  côté  du  pentagone;  je  divife  Ton  arc  en 
deux  également  en  C,  & les  cordes  AC,  CB,  font  égales  cha- 
cune au  côté  du  décagone  » je  mene  les  rayons  AO , BO , cha- 
cun defquels  e(l  égal  au  côté  de  l’exagone  : du  centre  O , je 
jnene  fur  AC  la  perpendiculaire  OR  qui  divife  l’arc  AC  , & fa 
corde  en  deux  également  ( N.  224.  ) ; ainfi  menant  SC , le  trian- 
gle ASC  eû  ifofcele , & femblable  au  triangle  ifofcele  ACB  à 

caufe  de  l’angle  CAB  commun;  donc  AS.  AC  : : AC.  AB, d’où 
■ 2 

je  tire  AS  x AB  = AC. 

L’angle  SOB  embraOe  les  trois  quarts  de  l’arc  du  pentagone, 
Ac  vaut  par  conféquent  34  degrés  ; car  l’arc  du  pentagone  en  vaut 
72;  or,  l’angle  ABO  étant  l’un  des  angles  fur  la  bafe  du  penta- 
gone , vaut  aufli  y4  degrés  ; donc  le  triangle  SOB  eft  ifofcele  & 
fembUble  au  triangle  OAB,  à caufe  de. 1 angle  commun  SBO; 

ainfi  SB.  BO  : : BO.  AB , d’où  je  tire  SB  x AB  = BO , & ajoti- 
tant  chaque  membre  de  cette  équation  à chaque  membre  de  la 

précédente  AS  x AB  = AC  , j’ai  AS  x AB  -+-  SB  x AB  =»  ACÎ 

j-f-  BO  i or,  AS  X AB-t-  SB  x AB  = AB  x AS-j-  SB,  fie  AS 

»f-SB  = AB;  donc  ABx  AB  ou  AB  = AC-f-BO. 

. 315.  Proposition  LXXXIII.  Le  côté  AB  du  décagone  ittferit 
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dam  un  cercle  (Fig.  200.  ) ejl  égal  à la  médiane  OR  du  rayon  OB 
divifi  en  moyenne  & extrême  raifon. 

Dans  le  décagone  l’arc  AB  eA  la  dixiéme  partie  de  la  circon* 
férence , if.  vaur  par  conféquent  5 6 degrés  ; donc  des  extrémités 
A,  B menant  les  rayons  AO , BO , l’angle  AOB  vaut  35  degtés, 

& les  deux  autres  angles  OAB,  OBA  du  triangle  ifofcele  OBA  f 
valent  chacun  72  degrés , & font  doubles  de  l’angle  AOB  du 
(bmmet  ; or,  dans  tout  triangle  ifofcele  dont  chaque  angle  de  la 
bafe  e(l  double  de  l’angle  du  fommet , la  bafe  AB  e(l  égale  à la 
Riediane  du  côté  OB  divifé  en  moyennç  £c  extrême  raifon 
(N.  ipé.).  Donc,  ôcc. 

S 16.  PROBLEME.  Dans  un  cercle  donné , inferire  un  décagone 
(Fig.  201.). 

Je  mene  un  diamètre  AB  j du  centre  O j’éleve  le  rayon  OC 
perpendiculaire  fur  AB , je  coupe  le  rayon  AO  en  deux  égale- 
ment en  R ; du  point  R pris  pour  centre  , & d’un  rayon  égal  à 
la  didance  RC , je  décris  l’arc  CH  qui  coupe  le  rayon  OB  en 
H,  & la  droite  OH  ed  le  côté  du  décagone  ; ainfi  en  portant  ce 
côté  dix  fois  fur  la  circonférence , j’aurai  le  décagone. 

Car  par  la  condruâion,  fi  je  portois  OH  fur  le  rayon  CO,  de  O 
en  S , ce  rayon  feroit  coupé  en  S en  moyenne  & extrême  raifon, 

& la  droite  SO  feroit  la  médiane  {N.  190.),  donc  SO  ou  OH 
étant  la  médiane  du  rayon  coupé  en  moyenne  âc  extrême  raifon, 
doit  être  le  côté  du  décagone  ( M 3 1 y.  ). 

317.  Corollaire.  Toute  ligne  AH  compojie  du  cSté  AO  de 
texagone , & du  cûté  OH  du  décagone,  efl  coupée  en  moyenne  & ex- 
trême raifon  en  O. 

Si  je  portois  OH  fur  AO  le  rayon  AO  feroit  coupé  en  moyen- 
ne & extrême  raifon  , & OH  feroit  fa  médiane  ; donc  fi  à ce 
rayon  AO  , j’ajoute  fa  médiane  la  ligne  entière  AH  ed  encore 
coupée  en  moyenne  & extrême  raifon  (A^.  191.). 

318.  Problème.  Dam  un  cercle  donné,  inferire  un  pentagone  , 
(Fig.  201.). 

Je  fais  la  même  condruéiion  que  j’ai  faite  dans  le  Problème 
précédent  pour  le  décagone  ; & du  point  C au  point  H , je  me- 
né la  droite  CH  qui  ed  le  côté  du  pentagone  demandé. 

Car  le  triangle  reftangle  COH  donne  CH  = cd-l-OH 
{N,  171.  ) ; mais  CO  ed  le  côté  de  Texagone , ^ OH  ed  le  côté 
du  décagone  ; donc  CH  doit  être  le  côté  du  pentagone  (Mj  1 4.). 

319. 
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3 ip.  Problème.  Dans  un  cercle  donné,  ir^crire  un  pentadécago- 
ne,  cejl-à-dire  une  figure  de  cotés  (Fig.  202.). 

J’infcris  d’abord  un  pentagone  ABCDE , enfuite  j infcris  dans 
le  même  cercle  un  triangle  équilatéral  LDH  i donc  le  fommet 
D de  l’un  des  angles  foit  le  même  que  le  fommet  D de  l’un  des 
angles  du  pentagone,  & la  corde  AL  eft  le  côté  du  pentadéca- 
gonc  demandé  ; ce  que  je  démontre  ainfi  : 

Du  point  D,  je  mene  le  diamètre  DM  qui  coupe  le  cercle  ; 

& les  deux  polygones  chacun  en  deux  également  > ainfi  le  côté 
AB  du  pentagone , 6c  le  côté  LH  du  triangle  étant  coupés  cha- 
cun en  deux  également  par  DM,  font  perpendiculaires  fur  DM, 

& paralelles  entr’eux  ; donc  AL  = BH  (N.  263.)  i or  l’arc  AB 
du  pentagone  étant  de  72  degrés,  fa  moitié  AM  eft  de  35  ; de 
même  l’arc  LMH  du  triangle  étant  de  120  degrés,  fa  moitié 
LM  e(l  de  60,  retranchant  donc  de  l’arc  LM , l’arc  AM,  le  rede 
AL  fera  de  24  degrés  ; ainfi  divifant  la  valeur  360  de  la  circon- 
férence entière  par  24  , le  quotient  i y fera  voir  que  l’arc  AL  eft 
contenu  i y fois  dans  la  circonférence.  Donc , 6cc. 

320.  Remarque.  Si  l’on  coupe  en  deux  parties  égales  les  arcs 
des  polygones  qu’on  vient  de  trouver  , on  aura  des  polygones 
qui  auront  un  nombre  de  côtés  doubles.  Par  exemple,  le  quarré 
donnera  Toétogone  i l’oclogone  donnera  le  polygone  de  1 5 côtés; 
celui-ci  donnera  le,  polygone  de  32  côtés,  ôc  ainfi  des  autres. 
Mais  quant  aux  polygones  de  7 côtés,  de  p , de  11,  ôcc.  il  faut 
néceftairement  avoir  recours  à la  Géométrie  compofée,  6c  ce 
que  cette  Géométrie  nous  enfeigne,  n’eft  guércs  facile  à mettre 
en  pratique.  A la  vérité  quelques  Auteurs  nous  donnent  des  Mé- 
thodes faciles  qui  ne  font  que  des  approximations  ; 6c  d’autres 
nous  apprennent  à conftruire  des  courbes  nommées  Q^uadratri- 
ces  , par  le  moyen  defquelles , il  femble  qu’on  peur  aif^ent  inf- 
crire  tel  polygone  que  l’on  voudra  : Cependant , fi  l’on  y prend  * 
garde  de  près,  tout  cela  n’avance  de  rien,  les  approximations  font 
toujours  imparfaites , 6c  les  quadratrices  ne  pouvant  être  décrites 
que  pat  plufieurs  points,  font  toujours  peu  exaâes,  à caufe  qu’il 
n’eft  pas  pofiible  de  trouver  abfolument  tous  leurs  points.  Ainfi, 
ce  que  je  vois  de  plus  fur  dans  ces  occafions , c’eft  de  tâtonner 
jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  exaêlement  le  polygone  qu’on  deman- 
de , ou  de  fe  fetvir  du  compas  de  proportion  , ainfi  que  nous 
l’enfeignerons  dans  la  fuite , ce  qui  vaut  encore  mieux. 

Tome  I.  X X 
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CHAPITRE  VIII. 

De  la  Trigonométrie , delà  Longime'trie  & du  Nivellement. 

# 

J 2 1.  T A Trigonométrie  eft  la  fcience  de  connoître  tous  les  cô- 
1 ^ tés  & les  angles  d’un  triangle  par  la  connoiflance  de 
quelques-unes  de  ces  ehofes. 

522.  Il  faut  obferver  que  parmi  les  chofes  connues,  il  doit  y 
avoir  tout  au  moins  un  côté , car  j’ai  démontré  [N.  101.)  que 
deux  ou  pludcurs  triangles  peuvent  avoir  les  aAgles  égaux  cha- 
cun à chacun  fans  avoir  les  côtés  égaux. 

323.  Un  angle  aigu  ABC  étant  donné  ( F/g. 20 3 ),  fon  angle 
de  fuite  AB£  , fe  nomme  Complément  à deux  droits  de  l’angle 
ABC,  & l’angle  DBA  qui  manque  à l’angle  ABC  pour  valoir  un 
droit,  fe  nomme  Complément  à l’angle  ABC.  Il  faut  prendre  gar- 
de de  ne  pas  confondre  ces  deux  fortes  de  complemens. 

324.  Le  fommet  B de  l’angle  ABC  étant  au  centre  d’un  cer- 
cle, la  perpendiculaire  AS  tirée  de  l’extrémité  A de  l’une  de  fes 
jambes  fur  l’autre  BC,  fe  nomme  Sinm  droit , ou  Amplement 
Sinus  de  l’angle  ABC  ou  de  l’arc  AC,  la  partie  SC  , que  cette 
perpendiculaire  coupe  du  côté  de  la  circonférence  , eil  le  Sinus 
verfe  ; le  côté  BA  ou  BC , eft  le  Sinus  total,  ou  le  rayon  , la  per- 
pendiculaire RC  élevée  à l’extrémité  C du  rayon  BC,  jufqu’àla 
rencontre  "du  rayon  BA  prolongé  , fe  nomme  la  Tangente , ôc  la 
droite  BA  eft  la  Secante. 

527.  Il  faut  donc  diftinguer  la  Secante  qu’on  employé  dans  la 
Trigonométrie,  d’avec  celle  dont  nous  avons  parlé  dans  le  Cha- 
pitre du  Cercle  ; car  l’une  s’arrête  au  centre  du  cercle,  ôc  l’autre 
coupe  lacirconférence  en  deux  points. 

3z<y.  Si  l’on  prolonge  le  finus  AS  d’un  angle  ABC,  jufqu’à 
ce  qu’il  coupe  la  circonférence  en  T , la  corde  AT  lèra  double 
du  ftnus  AS,àcaufe  que  la  perpendiculaire  BC  menée  du  centre, 
la  coupe  en  deux'  également,  ôc  fon  arc  A CT  fera  double  de 
l’arc  AC  ; ainfi  l’on  doit  dire  que  le  finus  AS  dun  angle  ABC , efi 
la.  moitié  de  la  corde  AT  qui  foutient  un  arc  double. 

' 327.  De-là  il  luit  i“.  que  le  finus  de  l’angle  ABE  complément 
a deux  droits  de  l’angle  ABC  eft  le  même  que  le  finus  de  l’angle 
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ABC , car  la  corde  AT  foutient  l’arc  AET  double  de  l’arc  A£ 
de  r angle  ABE , ôc  par  conféquent  la  moitié  AS  de  cette  cor- 
de cft  le  finus  de  l’angle  ABE.  2®.  Que  le  finus  de  l’angle  droit 
DBC  eft  le  rayon  DB  ; car  ce  finus  étant  prolongé  foutiendroit  la 
demi-circonférence,  laquelle  eft  double  ce  l’arc  DC , que  l’angle 
droit  embrafie. 

328.  Le  finus  de  l’angle  ABD  complément  à un  droit  de  l’an- 
gle ABC  étant  la  perpendiculaire  AN  ( A’,  3 24.  ) , laquelle  eft  pa- 
ralelle  5c  égaie  à BS , il  eft  clair  que  fi  du  rayon  BC  on  retran- 
che le  finus  verfe  SC  de  l’angle  ABC , le  refte  BS  ou  AN  fera 
le  finus  du  complément  de  l’angle  ABC. 

32p.  On  a calculé  les  finus , tangentes  ôc  fecantes  de  tous  les 
degrés  du  quart  de  cercle , 6c  de  leurs  minutes  par  des  voyes 
affez  fimples  ôc  faciles  qu’on  trouve  à la  tête  de  toutes  les  Tri- 
gonométries,  ôc  dont  il  feroit  inutile  de  parler  ici.  Or,  comme 
on  ne  pouvoir  faire  ces  calculs  fans  employer  la  Régie  de  Trois 
qui  donne  fouvent  des  fraftions,  oul’extraâion  de  la  racine  qua- 
rée  qui  ne  peut  pas  toujours  fe  faire  exaâement , on  a foppofé  le 
rayon  divifé  en  dix  millions  de  parties,  afin  de  pouvoir  négliger 
les  fraûions  ou  les  reftes , lefquels  étant au-deflbus  de  l’unité,  ne 
peuvent  jamais  valoir  la  dixiéme  millionième  partie  du  rayon  , 
ce  qui  peut  être  compté  pour  rien  : Ces  calculs  faits , on  a difpofé 
en  colonnes  d’une  part  les  finus , tangentes  ôc  fecantes  , depuis 
un  degré  jufqu’à  quarante-cinq , en  y joignant  les  finus , tangen- 
tes fie  fecantes  des  minutes  de  chacun  de  ces  degrés , ôc  de  l’au- 
tre, on  a mis  aufti  en  colonnes  les  finus  tangentes  ôc  fecantes 
des  complemens  des  degrés,  depuis  on  jufqu’à  quarante-cinq , en 
y joignant  aufti  les  finus  tangentes  ôc  fecantes  de  leurs  minutes , 
ce  qui  eft  d’une  grande  utilité  à caufe  qu’on  a fouvent  befoin  des  • 
complemens. 

Or , il  faut  obferver  qu»  quoique  lés  Mefures  dont  nous  nous 
fervons  pour  mefuret  un  rayon , un  finus , ôcc.  foient  différentes 
de  celles  qu’on  a employé  en  calculant  les  Tables  des  finus , tan- 
gentes ôc  fecantes,  celan’altére  en  rien  leur  rapport.  Suppofons 
par  exemple  , que  le  rayon  étant  divilé  en  cent  millions  de  par- 
ties , il  fe  trouve  une  tangente  qui  n’en  contienne  que  cinquante 
millions,  ôc  qui  pat  conféquent  ne  foit  que  la  moitié  du  rayon  , 
il  eft  clair  que  fi  je  divife  le  rayon  6c  la  tangente  en  pieds  ou  en 
pouces , le  nombre  de  pieds  que  la  tangente  contiendra  ne  fera 
que  la  moitié  du  nombre  de  pieds  contenus  dans  le  rayon.  Ainfi 
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quand  les  Tables  nous  auront  fait  connoître  le  rapport  de  deux 
lignes  , n nous  connoiflbns  la  valeur  de  l’une  des  aeux  en  toifes, 
pieds  ou  pouces  > nous  trouverons  aifément  la  valeur  de  l’autre 
en  toifes,  pieds  ou  pouces  > par  le  moyen  d’une  fimple  réglé  de 
Trois.  Par  exemple,  fi  la  Table  nous  donne  pour  la  tangente  cinq 
millions , & que  le  rayon  foit  de  dix  toifes  ; je  dirai  comme  dix 
millions  valeur  du  rayon , félon  les  Tables  , efi  à cinq  millions 
valeur  de  la  tangente  , félon  les  mêmes  Tables,  ainfi  lo  toifes 
valeur  du  rayon  en  toifes  , efi  à un  quatrième  terme  qui  fera  la 
valeur  de  la  tangente  en  toifes , ôc  ce  quatrième  terme  fera  cinq 
toifes  , & ainfi  des  autres. 

530.PROP0SIT10N  LXXXIV.Dam  ««rm’flng/f  ABC(Fig.204.) 
les  côtés  font  entr^eux  comme  les  finus  des  angles  oppofés  à ces  côtés. 

L’angle  ABC  étant  à la  circonférence , vaut  la  moitié  de  l’arc 
"ARC  qu’il  embrafle  ; or,  le  côté  AC  oppofé  à l’angle  ABC  fou- 
tient  l’arc  entier  ARC , ou  le  double  de  l’arc  qui  mefure  l’angle 
ABC,  donc  la  moitié  du  côté  AC  eft  le  finus  de  l’angle  ABC. 
Par  la  même  raifon  la  moitié  du  côté  BC  efi  le  finus  de  l’angle 
Mpofé  A , & la  moitié  du  côté  AB , eft  le  finus  de  l’angle  oppofé 
C ; or,  les  côtés  AC,  AB,  BC  font  entr’eux  comme  leurs  moi- 
tiés ; donc  ils  font  entr’eux  comme  les  finus  des  angles  qui  leurs 
font  oppofés. 

55  ).  Proposition  LXXXV.  Dans  tout  triangle  fealene  ABC 
( Fig.  2oy.  ) la  fomme  de  deux  côtés  AB,  BC  eft  à leur  différence,  com-' 
me  la  tangente  de  la  moitié  delà  fomme  des  deux  angles  BAC,  BCA 
faits  fur  le  troiftéme  côté  AC , eft  à la  tangente  de  la  moitié  de  la  dif 
férence  de  ces  mêmes  angles. 

Du  fommet  B pris  pour  centre , 6c  avec  un  rayon  égal  au  côté 
BC , qui  eft  le  plus  grand  des  deux  côtés  AB , BC  ; je  décris  un 
cercle , je  prolonge  le  petit  côté  AB  de  part  ôc  d’autre  jufqu’à  la 
circonférence,  ce  qui  donne  AD  égal  à la  fomme  AB  plus  BC 
des  côtés  AB,  BC,  ôc  AE  égal  à la  différence  de  ces  mêmes 
côtés  ; l’angle  DBC  externe  au  triangle  ABC  eft  égal  à la  fomme 
des  deux  angles  internes  oppofés  BAC , BCA , ôc  l’angle  à la 
circonférence  DEC,  étant  la  moitié  de  l’angle  au  centre  DBC, 
vaut  par  conféquent  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  BAC , 
BCA  ; or,  l’angle  BAC  externe  au  triangle  ACE  , vaut  les  deux 
internes  oppofés  AEC,  ACE,  donc  la  différence  de  l’angle  BAC 
à l’angle  AEC  eft  le  petit  angle  ACE  ; mais  dans  le  triangle 
ifüfcelc  EBC  , l’angle  BEC  étant  égal  à l’angle  BCE  , la  diffe- 
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rence  de  Tangie  BEC  à l’angle  BCA  efl  encore  le  petit  angle 
ACE  ; donc  puifque  l’angle  BAC  furpafle  l’angle  AEC  du  petit 
angle  ACE,  6c  que  l’angle  AEC  furpafle  l’angle  BCA  encore 
du  petit  angle  ACE  ; il  s’enfuit  que  la  différence  des  angles  BAC, 
BCA  cft  double  de  l’angle  ACE , 6c  que  par  conféquent  la  moi- 
tié de  cette  différence  eft  l’angle  ACÉ. 

Du  point  E pris  pour  centre  , ôc  avec  la  droite  EC  ntife  pour 
rayon,  je  décris  un  arc  CN,  ôc  Je  mene  la  tangente  DC  qui  va 
aboutir  à l’extrémité  de  la  droite  ED  , à caufe  que  l’angle  droit 
ECD  doit  embraffer  une  demi- circonférence  ; du  point  C pris 
pour  centre , ôc  avec  la  même  droite  EC  prife  pour  rayon , je  dé- 
cris l’arc  El , ôc  je  mene  fa  tangente  EF  ; ainfi  en  prenant  EC 
pour  rayon  , l’arc  NC  eft  la  mefure  de  l’angle  DEC , ôc  la  droite 
DC  eft  fa  tangentes  de  même  l’arc  El^ft  la  mefure  de  l’angle 
ECI , ôc  la  droite  EF  eft  fa  tangente  ; or , les  tangentes  DC , 
EF  étant  paralelles  entr’elles  à caufe  qu’elles  font  perpendiculai- 
res fur  EC  , l’angle  FED  eft  égal  à fon  alterne  EDC,  mais  l’an- 
gle FAE  eft  égal  à l’angle  DAC  qui  lui  eft  oppofé  ; donc  les 
deux  triangles  DAC,  FAE  font  femblables,  ôc  nous  avons  DA. 
AE  : : DC.  EF  , c’eft-à-dire,  la  fomme  des  côtés  AB  , BC  eft  à 
leur  différence  AE  comme  la  tangente  DC  de  la  moitié  de  la 
fomme  des  angles  BAC,  BCA  eft  à la  tangente  EF  de  la  moi- 
tié de  la  différence  de  ces  deux  angles. 

332.  Proposition  LXXXVI.  Dans  tout  triangle  fcalene  ABC 
(Fig.  20(5.  ) le  pjus  grand  coté  AC  ejl  à la  fomme  AB  -+-  BC  des 
deux  autres , comme  la  differente  de  ces  cotés  eft  à la  différence  desfeg- 
mens  AR,  RC  du  grand  coté  AC  faits  par  la  perpendiculaire  BR, 
menée  de  f angle  oppofè. 

Du  point  B pris  pour  centre,  ôc  avec  le  rayon  BC,  je  décris 
le  cercle  CDSE,  Ôc  je  prolonge  le  côté  AB  jufqu’à  la  circonfé- 
rence en  D;  ainfi  j’ai  BD  = BC  = BS,  ôc  partant  AB  — SB 
ou  AS  e/l  la  différence  des  côtés  AB , BC , ôc  AB-f-  BD  ou  AD 
en  eft  la  fomme  ; de  même  à caufe  de  la  corde  EC  divifée  en 
deux  également  par  la  perpendiculaire  BR , j’ai  ER  = RC , ôc 
par  conféquent  AR  — ER  ou  AE  eft  la  différence  des  fegmens 
AR , RC  ; or,  les  fecantes  AC , AD  donnent  AC.  AD  AS. 
AE  ( A’.  273.)  ; donc  le  grand  côté  AC  eft  à la  fomme  AD  des 
deux  autres , comme  leur  différence  AS  eft  à la  différence  AE 
des  fegmens  AR,  RC. 
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De  la  Réjolution  des  Triangles  Retîangles. 

53  J.  Problème.  Connoijfam  t hypothenufe  AB  de  toifes , & 
lecùü  BC  de  iS6  , troitver  les  angles  (Fig.  207.). 

L’angle  ACB  oppofé  à l’hypothenufe  étant  droit,  fon  finus  eft 
égal.au  rayon  6c  vaut,  fclon  IcsTables  1 0000000^; or, l’hypothe- 
nufe  AB  dl  au  côté  BC , comme  le  fmus  de  l’angle  droit  ACB 
oppofé  à l’hypothenufe  eft  au  finus  de  l’angle  CAB  oppofé  au 
coté  CB  (A'.  550.)  ; je  dis  donc,  par  réglé  de  Trois  ; 65  6 eft  à 
385,  comme  looooooo  eft  à un  quatrième  terme , lequel  en  fai- 
fant  la  régie  eft  5069135 , 6c  cherchant  ce  nombre  dans  la  co- 
lonne des  finus  marqué&dahs  les  Tables  ; je  trouve  qu’il  appar- 
tient à l’angle  de  37  de^és  22  minutes  ; ainfi  l’angle  CAB  eft  de 
37  degrés  22  minutes  i or,  cet  angle  joint  à l’angle  CBA  vaut  un 
droit  ou  90  degrés.  Retranchant  donc  de  90  degrés  ,-37  degrés 
22  minutes,  le  refte  52  degrés  28  minutes,  eft  la  valeur  de  l’an- 
gle CBA. 

334..  Remarque.  Pour  abréger  le  calcul,  on  retranche  du 
rayon,  des  finus,  des  tangentes  6c  des  fecantes,  deux  caraôléres 
à droites  en  obfervant  que  fi  les  deux  caraâéres  qu’on  retranche 
valent  plus  de  50 , on  ajoute  i au  dernier  caraâére  reftant  i 6c 
en  voici  la  raifon. 

Soit  le  finus  3785486;  fuppofons  d’abord  qu’il  foit  3786400 , 
tandis  que  fon  rayon  eft  locooooo,  il  eft  clair  qu’en  retranchant 
deux  zéros  de  part  6c  d’autre , c’eft  comme  fi  j’avois  divifé  l’un 
6c  l’autre  par  100 , 6c  par  conféquent  le  rapport  du  finus  au  rayon 
eft  le  môme  après  la  divifion  qu’il  l’étoit  avant  la  divifion.  Mais 
fi  le  finus  eft  3786486,  6c  que  je  divife  le  finus  6c  le  rayon  par 
100,  le  quotient  du  finus  fera  37864  avec  un  refte  ~ , qui  n’eft 
pas  bien  éloigné  de  valoir  1.  Ainfi,  fi  je  néglige  ce  refte  , je  né- 
glige près  d’une  unité  , 6c  comme  le  rayon  divifé  par  100  eft 
100000 , l’unité  négligée  eft  un  cent  millième  du  rayon , 6c  quoi- 
que ce  cent  millième  foit  peu  de  chofe  ; cependant  pour  plus 
d’exa£titude , on  fait  fort  bien  d’ajouter  une  unité  au  refte  du  fi- 
nus, & de  dire  que  ce  finus  eft  37865  .plutôt  que  37864;  au  con- 
traire, fi  les  deux  derniers  caraâéres  qu’on  retranche  du  finus  y 
font  au-deflbus  de  cinquante  , alors  ces  deux  caraftéres  valent 
moins  qu’une  demi -unité  du  rayon  ou  la  moitié  d’un  cent  mil- 
lième, 6c  par  conféquent  on  peut  négliger  cette  valeur  fans  crain- 
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dre  que  le  rapport  du  rayon  au  finus  en  foit  fenfiblement 
altéré. 

jjy.  PROBLEME.  Comoijfant  le  côté  AC  de  toifes , dr 
t angle  oppofé  B de  3 ^ degrés  48  minutes  , trouver  f hypothenufe  AB 
(Fig.  208.). 

Je  dis,  comme  le  Hnus  de  l’angle  B qui  e(l  dans  les  Tables 
yytfjo  en  retranchant  deux  caraâéres  eft  au  finus  de  l’angle  droit 
C,  qui  efi  100000  en  retranchant  aufil  deux  caraâéres  , ainfi  le 
côté  AC  de  45  tf  toifes , eft  à un  quatrième  terme , qui  eft  l’hypo- 
thenufe , & la  régie  faite , je  trouve  que  cette  hypothenufe  vaut 
820  toifes. 

535.  PROBLEME.  Connoijfant  le  côté  AC  de  4 jS  toifes  ,&f  an~ 
gle  BAC  de  ^6  degrés  12  minutes,  trouver  le  côté  BC  oppofé  à cet 
angle  ( Fig.  20p.  ). 

Du  point  A pris  pour  centre , & avec  un  intervalle  égal  au 
côté  AC , je  décris  l’arc  CD , ainfi  prenant  AC  pour  rayon  , le 
côté  CB  eft  la  tangente  de  l’angle  A -,  c’eft  pourquoi  prenant  dans 
les  Tables  la  valeur  149378  de  la  tangente  de  l’angle  À:  je  dis, 
le  rayon  AC  de  100000  , félon  les  Tables,  eft  à la  tangente  CB 
de  149378,  félonies  mêines  Tables , comme  le  même  rayon 
AC  de  435  toifes,  eft  à on  quatrième  terme  qui  fera  la  valeur 
en  toifes  de  la  tangente  CB , ôc  la  réglé  faite,  je  trouve  58 1 pour 
la  valeur  de  CB. 

337.  Problème.  Connoijfant  les  côtés  AC , CB , connaître  les 
angjes  ( Fig.  210.). 

Je  décris  l’arc  CD  , & par  conféquent  CB  eft  la  tangente  de 
Pangle  A & AC  eft  le  rayon  ; je  dis  donc,  comme  le  rayon  AC 
en  toifes  eft  à la  tangente  CB  aufti  en  toifes,  ainfi  le  rayon  AC 
de  100000 , félon  les  Tables,  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera 
la  tangente  CB  exprimée  en  parties  égales  à celles  du  rayon  , & 
cherchant  dans  les  Tables  cette  tangenre,  je  trouverai  à quel 
angle  elle  appartient. 

338.  PROBLEME.  Les  côtis  AC , CB  ctartt  connus , conmttre  Thy~ 
pothenufe  ( Fig.  211.). 

Je  cherche  d’abord  l’angle  A par  le  Problème  précédent, 
après  quoi , je  trouverai  l’hypothenufe  AB  , comme  ci  - delTus 
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De  la  Rcfolution  des  Triangles  Obliquangles  , ou  qui  ne  font 
pas  ReCiangles. 

5 5 p.  Problème.  Connoijfam  deux  a<igUs  C , B ( Fig.  212.) 
ù"  le  coté  AB  oppoji  à l'un  des  angles  connus  C , trouver  les  deux 
autres  côtés. 

Je  cherche  dans  les  Tables  les  finus  des  angles  C ôc  B > & je 
dis , comme  le  Hnus  de  l’angle  C oppofé  au  côté  connu  AB  , 
e(l  au  linus  de  l’angle  B oppofd  au  côté  inconnu  AC  ; ainll  le 
côtd  AB  ell  au  côté  AC,  & faifant  la  régie,  je  trouve  la  valeur 
de  AC. 

Les  angles  C fie  B étant  connus , le  troifléme  eft  auUî  connu 
puifqu’il  ell  le  complément  à deux  droits  de  la  Tomme  des  angles 
C fie  B;  ainfi  je  dis,  le  finus  de  l’angle  C oppofé  au  côté  connu 
AB  eft  au  finus  de  l’angle  A oppofé  au  côté  inconnu  BC,  com- 
me le  côté  AB  eft  au  côté  cherché  BC , ficc. 

340.  Problème.  Connoijfam  le  côté  AB  (Fig.  2 1 3.)  4dp  toifeSy 
le  coté BCi/fj84,e>'/’ angle  compris  B de  68  degrés , trouver  les  au- 
tres angles  éf  le  côté  AC.  ^ 

Par  la  propofition  8 y (A'.  331.),  la  fomme  des  côtés  AB , BC 
èft  à leur  différence,  comme  la  tangente  de  la  moitié  de  la  fom-  ' 
me  des  angles  A,  C eft  à la  tangente  de  la  moitié  de  leur  diffé- 
rence. J’ajoute  donc  les  deux  côtés  469  ôc  y 84,  ôc  la  fomme 
eft  loyy , je  retranche  le  petit  du  plus  grand  , ôc  la  différence 
eft  1 1 y.  Cÿr,  les  trois  angles  pris  enfemble  étant  de  1 80  degrés , 
fi  j’en  retranche  l’angle  B = 68,  le  refte  112  eft  la  fomme  des 
deux  angles;  j’en  prens  la  moitié  y6,  fie  je  trouve  dans  les  Tables 
que  la  tangente  de  y 6 degrés  eft  i482y6  ; je  dis  donc  , la  fom- 
me loy  3 des  côtés  AB,  BC  eft  à leur  différence  1 1 y , comme  la 
tangente  i482y6  de  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  A,  C eft  à 
un  quatrième  terme,  ôc  la  régie  me  donne  1 6ip6,  qui  eft  la  tan- 
gente de  P degrés  1 2 minutes  ; ainfi  j’ai  la  tangente  de  la  moitié 
de  la  différence  des  angles  A , C ; or,  je  fixais  que  la  moitié  de 
la  fomme  de  deux  grandeurs  inégales , plus  la  moitié  de  leur  dif- 
férence eft  égale  à la  grande,  fit  que  la  moitié  de  la  fomme  moins 
la  moitié  de  la  différence  eft  égale  à la  pi^|te  ( Livre  premier  y 
A'.  200.  );  ajourant  donc  à y6  degrés,  p degrés  12  minutes,  la  • 
fomme  6y  degrés  12  minutes , fera  la  valeur  de  l’angle  A oppofé 
au  plus  grand  des  deux  côtés  BC  , ôc  retranchant  p degrés  12 
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minutes  de  j 5,  le  relie  ^6  degrés  48  minutes  , fera  la  valeur  de 
l’angle  C oppofé  à l’autre  côté  AB. 

Les  angles  étant  ainfi  trouvés.  Je  dis  : le  finus  de  l’angle  A eft 
au  côté  CB  qui  lui  eft  oppofé,  comme  le  finus  de  Pangle  B eft 
au  côté  oppolé  AC. 

541.  Problème.  Comoijfant  le  coté  AC  ( Fig.  213.)  348 

toijes,  le  coté  hh  de  2^6 , & le cSté^C,  de ^i^,connoître  les  angles. 

Par  la  propofition  85  (A'.  352.),  le  plus  grand  côté  AC  eft  à 
la  fomme  des  deux  autres  AB,  BC  , comme  la  différence  de  ces 
côtés  eft  à la  différence  des  fegmens  AE , EC  coupés  par  la 

{>erpendiculaire  menée  de  l’angle  B fur  le  grand  côté  ÀC  ; or  , 
a fomme  des  côtés  AB , BC  eft  j y o , ôc  leur  différence  eft  78.  Je 
dis  donc  : le  côté  AC  = 348  eft  à la  fomme  AB  -f-BC  = y yo , 
comme  la  différence  78  eft  à un  quatrième  terme,  & la  régie  me 
donne  123  pour  la  différence  des  fegmens  AE  , EC,  mais- la 
fomme  des  fegmens  eft  348  , ajoutant  donc  la  moitié  de  cette 
fomme  à la  moitié  de  la  différence  123  , la  fomme  23  y x fera  le 
grand fegment  EC,  & retranchant  de  la  moitié  de  la  fomme  la 
moitié  de  la  différence  , le  refte  1127  fera  le  petit  fegment. 

Cela  fait , j’ai  deux  triangles  reâangles  ABE,  BEC  dans  cha- 
cun defquels , je  connois  l’hypothenufe  & un  côté  ; ainfi  je  trou- 
verai les  angles  de  ces  deux  triangles,  de  même  que  ci-deffus 

(A^.333.). 

J42.  Remarque.  Je  n’entrerai  pas  dans  un  plus  grand  détail 

f>our  laifferaux  Commen<;ans  le  plaifir  de  refoudre  eux- mêmes 
es  autres  cas  qui  peuvent  fe  prefenter , mais  je  ferai  obfervcr 
que  fi  au  lieu  des  finus,  des  tangentes,  &c.  fie  des  grandeurs 
exprimées  en  toifes , on  met  leurs  logarithmes , on  abrégera 
beaucoup  le  calcul,  & la  difficulté  des  opérations.  En  voici  un 
exemple  : 

Soit  le  triangle  reélangle  ABC  ( Fig.  210)  dont  je  connois  l’an- 
gle BAC  de  y5degrés  12  minutes,  fie  le  côté  AC  de  4y5  toi- 
fes > fi  je  veux  trouver  l’autre  côté , je  dois  faire  cette  proportion 
(A’1335.),  le  rayon  AC  de  1 00000 , félon  les  Tables,  eft  à la  tan- 
gente CB  de  149378',  félon  les  mêmes  Tables , comme  le  mê- 
me rayon  de  4y5  toifes  eft  à un  quatrième  terme , fie  la  régie  me 
donne  58 1 toifes  pour  la  valeur  de  CB.  Or , pour  faire  cette 
régie,  il  faut  que  je  multiplie  149348  par4y5,  ôc  quejedivife 
le  produit  par  100000,  oe  qui  ne  laiffe  pas  que  de  faite  des  opé- 
Tome  1.  , ’ Y y 
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rations  un  peu  longues , & qui  quelquefois  deviennent  fort  en- 
nuyantes. 

Pour  éviter  donc  cet  embarras  , je  cherche  le  logarithme  du 
rayon  qui  eft  loooooooo,  ôc  celui  de  la  tangente  14PÎ78,  qui 
eft  101742873;  ces  logarithmes , dans  les  Tables  de  M.  Oza- 
nam,  fe  trouvent  à côté  de  leurs  finus,  & de  leurs  tangentes , ce 
qui  eft  d’une  grande  commodité.  Je  cherche  aufti  dans  la  Table 
des  logarithmes  des  nombres , laquelle  fe  trouve  à la  fuite  des 
Tables  des  fmus,  le  logarithme  25j8p(Î48  de  4^6  ;or,  lorfqu’on 
opère  par  les  logarithmes,  il  faut  faire  par  l’addition  & la  fouftrac- 
tion,  ce  qu’on  lèroit  obligé  de  faire  par  la  multiplication  & la  di- 
vifion  ( Livre  premier , N.  344.)  ; c’eft  pourquoi , j’ajoute  enfem- 
ble  les  deux  derniers  logarithmes  que  je  viens  de  trouver,  ôc  leur 
fommeeft  i28332y2i , j’en  retranche  le  logarithme  looocoooo, 
ôc  le  refte  eft  le  logarithme  28332321,  lequel  étant  cherché  dans 
les  Tables  des  logarithmes , appartient  au  nombre  58r  , ôc  par 
conféquent  le  côté  cherché  BC  eft  de  <58 1 toiles,  ôc  ainfi  des 
autres. 

De  la  Longimétrie, 

343.  La  Longimétrie  eft  la  fcience  de  mefurer  fur  le  terrein  les 
longueurs , les  hauteurs  ôc  les  profondeurs  acceftibles  ou  inaccef- 
fibles;  on  employé  pour  cela  les  triangles  , ôc  on  en  mefure  les 
angles  par  le  moyen  du  Graphomètre  , qui  eft  un  demi-cercle , 
fur  lequel  tous  les  degrés  font  marqués , ôc  au  centre  duquel  eft 
une  régie  tournante , armée  à fes  extrémités  de  deux  Pinules  ou 
plaques  de  cuivre  fendues  par  le  milieu  , afin  de  pouvoir  vifer 
plus  fûrement  un  objet  ; cet  inftrument  eft  fi  commun  qu’il  feroit 
inutile  d’en  faire  une  plus  ample  defeription. 

344.  Comme  on  ne  mefure  ordinairement  les  longueurs  fur  le 
terrein  que  pour  les  rapporter  fur  le  papier  , ôc  que  le  papier  eft 
toujours  beaucoup  plus  petit  que  le  terrein  qu’on  veut  reprefen- 
ter  ; il  faut  nécefiairement  fe  lervir  d’une  mefure  qui  foit  à pro- 
portion plus  petite  que  celle  que  l’on  a employé  pour  mefurer  , 
ôc  c’eft  ce  qu’on  fait  par  le  moyen  d’une  Echelle  ou  d’une  ligne 
droite  que  l’on  divife  ôc  foudivife  proportionnellement  aux  divi- 
fions  ôc  foudivifions  de  la  mefure  dont  on  s’eft  fervi.  Quand  l’é- 
tendue que  l’on  veut  reprefenter , eft  extrêmement  grande  com- 
me feroit  une  grande  campagne,  on  fe  contente  de  divifer  une 
ligne  en  grand  nombre  de  parties  égales  qui  reprefentent  des  toi- 
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fes , & l’on  néglige  les  pieds , les  pouces  & les  lignes , parce  que 
ces  foudkvilions  ne  n^auroiem  èrre  fcnfibles  fur  le  papier  ; mais 
fl  ce  qu’on  veut  rcprcfcnter  n’efl  pas  d’une  grande  étendue,  com- 
me feroit  le  plan  d’une  maifon , d’un  jardin , &c.  alors  il  ne  faut 
point  négliger  les  pieds , ni  les  pouces  . &c.  ôc  peur  une  plus 
grande  exaditude,  on  fera  l’échelle  ainfi  qu’on  va  voir  dans  le 
Problème  fuivant. 

34J.  Problème.  Conjlrulre  une  Echelle  qui  reprefente  des  toifes  , 
pieds , pouces  & lignes  ( P ig.  2 1 4.  )• 

Je  prens  une  ligne  AB  que  je  divife  en  parties  égales , pat 
exemple , en  4,  qui  reprefentent  quatre  toifes;  je  divife  la  qua- 
trième IIIB  en  6 parties  égales,  qui  reprefentent  des  pieds , car 
la  toife  contient  6 pieds;  je  conftruis  fur  AB  un  redangle  ABEH, 
en  lui  donnant  une  hauteur  AH  à volonté.  De  tous  les  points  de 
divilion  de  la  ligne  AB , je  mene  des  paralelles  à la  ligne  AH , 6c 
par  cette  conftrudion  il  fe  trouve  fur  la  quatrième  toife  IIIB  fix 
petits  redangles  tous  égRux.  Je  mene  la  diagonale  IIIR  du  pre- 
mier de  ces  redangles  , ôc  divifant  fa  hauteur  IIIN  en  douze 
parties  égales,  jtfmene  parles  points  de  divifions  des  paralelles 
à AB,  ainfi  le  triangle  IIINR  étant  coupé  par  12  bafes  paralel- 
les, c’eft  comme  fi  l’on  avoir  douze  triangles  femblables  qui  au- 
loient  leurs  fommets  au  point  III  , ôc  qui  par  conféquenr  au- 
roient  leurs  bafes  proportionnelles  à leurs  hauteurs  ; or,  les  hau- 
teurs font  I.  2.  5.  4,  &c.  jufqu’à  12  , donc  la  première  bafe  du 
côté  du  fommet  eft  i ; la  fécondé  eft  2 , la  troifiéme  eft  3 , ôc 
ainfi  de  fuite,  jufqu’à  la  derniere  NR  qui  eft  douze  ; or,  NR  vaut 
un  pied , ôc  par  conféquent  douze  pouces , donc  la  première  bafe 
du  côté  du  fommet  vaut  un  pouce  , la  fécondé  en  vaut  deux , la 
troifiéme  en  vaut  trois , ôcc.  Que  fi  je  veux  repréfenter  des  li- 
gnes , je  prolonge  HE  en  S jufqu’à  ce  que  ES  foit  de  la  gran- 
deur d’un  pouce , c’eft-à-dire  de  la  grandeur  de  la  première  bafe 
des  douze  triangles  prccédens,  ôc  du  point  S menant  la  droite 
SB , j’ai  un  autre  triangle  ESB , lequel  en  prolongeant  les  para- 
lelles à AB  fe  trouvera  coupé  pat  12  autres  bafes  paralelles , ôc 
comme  un  pouce  vaut  12  lignes  ; on  prouvera , comme  ci-delTus, 
que  la  première  des  bafes  du  côté  du  fommet  B vaut  une  ligne , 
que  la  fécondé  en  vaut  deux,  ôcc. 

Cette  Eclfelle  étant  conftruite  , fi  je  veux  prendre,  par  exem- 
ple, 2 toifes  trois  pieds,  quatre  pouces.  Je  mets  la  pointe  du 
compas  fur  le  point  I de  la  droite  AB , ôc  je  l’ouvre  jufqu’à  ce 
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que  l’autre  pointe  tombe  fur  le  point  j marqué  fur  la  quatrième 
roifc  lîIB  ; ainfi  j’ai  2 toifes  3 pieds  ; je  porte  le  compas  ainfi  ou- 
vert , de  forte  que  l’une  de  fes  pointes  tombe  fur  le  nombre  4 
marqué  fur  la  ligne  IIIN  , ôc  que  l’autre  tombe  fur  quelque  point 
V de  la  ligne  4V , & fixant  la  pointe  en  V , j’ouvre  le  compas 
jufqu’à  ce  que  l’autre  pointe  tombe  en  X , & j’ai  la  grandeur  VX 
qui  vaut  2 toifes  3 pieds  4 pouces  , & ainfi  des  autres. 

345.  Corollaire.  Ileftaiféde  voir  que  par  le  moyen  d'une 
Echelle  on  peut  repréfenter  fur  le  papier  telle  longueur,  ôc  telle 
étendue  de  terrein  que  l’on  voudra  , ce  qui  fe  fait  en  réduifant 
cette  étendue  en  triangles , ôc  tranfportant  enfuite  ces  triangles 
fur  le  papier.  Car  fuppofons  que  les  cotés  d’un  triangle  que  j’ai 
mefuré  uir  le  terrein  foient  l’un  de  deux  toifes , l’autre  de  3 , ôc 
le  troifiéme  de  4 , fi  je  prens  fur  mon  Echelle  trois  grandeurs  , 
dont  l’une  vaille  2 parties  ou  toifes  de  cette  Echelle , l’autre  3 , 
ôc  la  troifiéme  4 , & qu’avec  ces  trois  côtés , je  décrive  un  trian- 
gle , ce  triangle  fera  femblable  à celui  du  terrein , puifque  les 
côtés  du  triangle  mefuré  furie  terrein  feront  entr’eux  comme  les 
côtés  du  triangle  deflîné  fur  le  papier,  ôc  ainfities  autres. 

347.  Problème.  Mefurcrunt  longueur  qui  neft  accejftble  que  par 
f une  de  fes  extrémités. 

Soit  la  muraille  ABCD  ( Fig.  2 1 j.  ) dont  on  ne  peut  approcher 
que  du  côté  de  A , je  prens  fur  le  terrein  deux  points  , dont  l’un 
K foit  en  ligne  droite  avec  les  points  A , B de  la  muraille,  ôc 
l’autre  S foit  hors  de  l’alignement  ôc  alTez  écarté  de  R ; je  pofe 
mon  Graphométre  en  S , enforte  que  le  plan  de  l’inftrument  foit 
horizontal  ; je  vife  en  R,  où  je  fais  mettre  un  piquet,  ôc  vifant 
enfuite  à l’extrémité  de  la  muraille  en  M , j’écris  le  nombre  de 
degrés  que  ces  deux  rayons  vifucls  embraffenr.  Je  metranfportc 
en  R , en  mefurant  la  diftance  SR  , ôc  pofant  le  Graphométre  en 
R , je  vife  en  S ôc  en  M , ôc  j’écris  le  nombre  de  degrés  compris 
par  les  deux  rayons  vifuds.  J’ai  donc  un  triangle  , dans  lequel 
JC  connois  la  bafe  RS,  ôc  les  deux  angles  fur  la  bafe,  donc  l’an- 
gle au  fommet  eft  aulli  connu  , à caufe  qu’il  eft  le  complément 
des  deux  angles  fur  la  bafe , ôc  par  conféquent  je  n’ai  qu’à  dire  : 
le  finus  de  l’angle  B efl  au  finus  de  l’angle  S,  comme  la  bafe  RS 
efl  au  côté  RB,  ôc  ce  côté  étant  connu  , fi  j’en  retranche  la  dif- 
tance  RA  , le  refte  AB  fera  la  longueur  cherchée  de  la  mu- 
raille. 

Si  je  ne  veux  point  employer  la  Trigonométrie  , je  fais  une 
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Echelle,  & par  fon  moyen , je  tranfporte  fur  le  papier  la  bafc  RS  : 
cnfuite  avec  un  Rapporteur  ou  petit  demi-cercle  gradué,  je  fais 
en  R & en  S les  angles  que  j’ai  trouvé  fur  le  terrein  , ce  qui  me 
donne  le  petit  triangle  rbs  femblable  au  triangle  RBS , je  retran- 
che de  rb  la  valeur  ra  de  RA , & portant  le  refte  ab  fur  mon 
Echelle,  je  trouve  la  valeur  de  la  longueur  de  la  muraille. 

Si  je  n’ai  point  de  Graphométre,  ou  que  je  veuille  m’en  paffer. 
Je  prens  fur  l’alignement  RS , une  partie  RZ  de  quatre  toifes 
ou  de  cinq , &c.  & une  partie  SV  égale  à RZ  ; de  même  fur  RB , 
je  prens  RX  = RZ,  & fur  SB  je  prens  ST  = SV  ; je  mefurc 
X2i,  & VT,  & par  conféquent  je  connois  les  côtés  des  deux 
triangles  ZRX , VST  ; je  tranfporte  fur  le  papier  la  bafe  RS  par 
le  moyen  de  mon  Echelle,  je  prens  fur  rs  la  partie  rz  & la  partie 
su , chacune  de  quatre  toifes  de  mon  échelle  ; enfuite  avec  rz  , 
& deux  autres  lignes  rx,  zx  qui  contiennent  chacune  autant  de 
toifes  de  mon  Echelle  que  les  droites  RX , ZX  en  contiennent 
fur  le  terrein  , je  conftruis  le  triangle  rzx  qui  fe  trouve  fembla- 
ble au  triangle  RZX;  je  fais  de  la  même  façon  le  triangle  «tt, 
femblable  au  triangle  VST,  ôc  prolongeant  les  côtés  rA:,  st  juf- 
qu’à  ce  qu’ils  fe  coupent  en  i,  le  triangle  rbs  eft  femblable  au 
triangle  RBS,  puifque  les  angles  r,  s font  égaux  chacun  à chacun 
aux  angles  R,  S,  ainfi  retranchant  de  rb  la  droite  ra  d’un  même 
nombre  de  toifes  que  RA,  le  relie  ab  porté  fut  mon  Echelle  don- 
ne le  nombre  de  toifes  de  la  muraille  AB. 

Cette  dernierc  méthode  me  paroît  la  plus  commode , non- 
feulement  parce  qu’elle  difpenfe  d’avoir  des  inllrumens  ; mais 
encore , parce  qu’on  n’eft  point  obligé  de  mefurer  les  angles  qu’il 
n’ell  pas  toujours  aifé  de  prendre  avec  la  derniere  exaêlitude. 

Rem  ARQUE.  J’ai  dit  qu’il  falloir  que  le  plan  du  Graphornetre 
f.it  horizontal , car  comme  cet  inflrument  eft  toujours  élevé  fur 
un  piquet  au  deffus  du  terrein  ; il  eft  vifible  que  fi  l’on  vifoit  au 
piea  de  la  muraille,  les  rayons  vifuels  feroient  plus  longs  que  les 
diftances  SB  , RB , ôc  que  les  angles  changeroient  ; c’eft  pour- 
quoi s’il  falloir  vifer  néceffairement  en  B , comme  lorfqu’il  s’agit 
de  mefurer  une  longueur  fans  hauteur,  on  fcroit  mettre  fur  l’ali- 
gnement du  rayon  vifuel , quelques  piquets;  après  quoi  remettant 
î’inftrument  dans  fa  pofition  horizontale  , on  vifcroit  félon  cet 
alignement,  ôc  félon  l’alignement  RS  pour  mefurer  l’angle  fait^ 
en  S,  ôc  il  ftiudroit  faire  la  même  chofe  en  R.  On  fe  peut  trom- 
per fouvent  faute  de  faire  attention  à ceci. 
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349.  Problème.  Aiefurer  une  longueur  AB  inaccèjftb/e  de  toutes 
parts  ( Fig.  a 1 5.). 

Je  prens  une  bafcRS  furie  terrein;  du  point  S je  vife  en  R, 
en  A,  en  B , & je  mefure  les  angles  RSA,  ASB;  du  point  R je 
vife  en  S , en  B & en  A , ôc  je  mefure  les  angles  SRB , BR  A ; 
ainli  dans  le  triangle  RAS  , la  bafe  RS  6c  les  angles  fur  la  bafe, 
drant  connus  , la  Trigonométrie  me  fera  connoitre  aifément  les 
côtés  RA , AS,  ôc  je  connoîtrai  de  la  même  façon  les  côtés  RB, 
SB  du  triangle  RBS,  ôc  pat  conféquent  dans  le  triangle  ARB, 
les  côtés  AR,  RB  étant  connus  de  même  que  l’angle  compris 
ARB  , il  fera  facile  de  connoitre  la  bafe  AB  (M  340.). 

Sans  trigonométrie , je  tranfporte  la  bafe  RS  fur  le  papier , ôc 
les  angles  ARS , BRS , BSR , ASB  ; ce  qui  me  donne  les  trian- 
gles ARS , BRS  femblables  à ceux  du  terrain , après  quoi , me- 
nant la  ligne  AB,  je  connois  par  mon  échelle  la  valeur  de  cette 
ligne. 

Sans  inllrument , je  fais  fur  RS  tranfporté  fur  le  papier,  des 
triangles  ARS , BRS  femblables  aux  triangles  qui  font  fur  le  ter- 
rain en  employant  la  troifiéme  méthode  ci-delTus , (M  347.  ) ôc 
je  trouve  AB  de  même  qu’auparavant. 

3JO.  Problème.  Alefurer  une  hauteur  accejfib le  ou  inaccejfible 
(Fig.  217.). 

Je  prens  un  point  R dans  la  campagne , ôc  mettant  le  Grapho- 
metre  dans  unefituation  perpendiculaire  à l’horifon,  en  forte  que 
fon  diamètre  foit  horizontal  ; je  vife  par  le  diamètre  au  point  M, 
ôc  tournant  la  réglé,  je  vife  au  fommet  B,  ôc  je  mefure  l’angle 
BHM  Suppofant  donc  que  je  puiffe  approcher  de  la  hauteur  AB, 
j’ai  un  triangle  HMB  dans  lequel  je  connois  le  côté  HM  ôc  l’an- 
gle aigu  BHM , ôc  par  conféquent  l’autre  angle  HBM  m’eft  aullî 
connu  d’où  je  connoîtrai  aifément  le  côté  BM,  {N.  336.)  ôc 
ajoutant  à ce  côté  la  hauteur  HR  ou  MA  de  l’inftrument , j’aurai 
la  valeur  de  BA. 

Si  je  dois  agir  fans  Graphometre,  je  plante  un  piquet  TS  entre 
R ôc  A à trois  ou  quatre  toifes  de  diftance , 6c  vifant  horizonta- 
lement en  M,  ôc  enfuiteen  B,  j’obferve  les  points  N,  S ou  les 
rayons  vifuels  coupent  le  piquet  TS,  6c  je  mefure  NS;  je  porte 
HM  fur  un  papier,  par  le  moyen  de  mon  échelle  ; je  prens  (ùr  cette 
ligne  une  partie  égale  à la  diftance  RT  ou  HN , 6c  j’élevc  en  N la 
perpendiculaire  NS  égale  à la  valeur  que  j’ai  trouvée  fur  le  piquet, 
après  quoi  je  mene  HSB  qui  coupe  la  perpendiculaire  MB  en  B , 
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& portant  AlBfur  l'échelle,  je  trouve  fa  valeur,  à laquelle  ajou- 
tant la  valeur  de  AIA  , j’ai  la  hauteur  entière  AB. 

Si  le  pied  de  la  hauteur  AB  n’eft  pas  accefltbie  , je  prens  un 
autre  point  Z qui  foit  en  ligne  droite  avec  les  points  A,  R,  6c 
après  avoir  fait  en  R les  opérations  qu’on  vient  de  dire , je  porte 
le  graphometre  en  Z , êc  vifant  en  M , puis  en  B , je  mefure  l’an- 
gle BF M ôc  la  bafe  FH  ; or  l’angle  FHB  étant  le  complément  à 
deux  droits  de  l’angle  BHM , eft  aulTi  connu;  donc , dans  le  trian- 
gle BFH  dont  la  bafe  ôc"  les  deux  angles  fur  la  bafe  font  donnés , 
je  puis  aifément  connoître  le  côté  BH , 6c  par  le  moyen  de  ce 
côté  BH'ôc  de  l’angle  aigu  BHM  ; je  puis  cônnoître  aufli  le 
côté  BM , &c. 

On  peux  aifément  fe  fervit  de  la  troifiéme  méthode  ci-deflus  , 
pour  ce  cas  ci,  de  même  que  pour  les  précédents. 

5 y I . PROBLEME.  Mener  une  ligne paralelle  à une  ligne  AB  inac- 
cejftble(¥\g.2i%.). 

Je  cherche  la  longueur  AB  ainfi  que  ci-delTus,  (M  349.)  6c 
6c  faifant  en  R l’angle  VRO  égal  à l’angle  R AB  que  j’ai  connu 
par  le  moyen  du  triangle  RAB  > la  ligne  RO  eft  la  paralelle  de- 
mandée, a caufe  que  les  angles  VRO , RAB  du  même  côté  font 
égaux. 

Si  je  ne  me  fers  point  d'inftrument,  je  tranfporte  fur  le  papjer, 
la  bafe  RS  ôc  les  triangles  RAS,  RBS  ; je  mene  enfuitc  la  droite 
AB,  6c  du  point  R la  droite  RO  paralelle  à AB  ; je  prens  fur  RO 
ôc  RS  les  parties  RY,  RT  égales  entr’elles , ôc  de  quatre  ou  cinq 
toifes  chacune,  ôc  je  mefure  par  le  moyen  de  mon  échelle  , la 
droite  TY ; je  prens  fur  le  terrain  la  partie  RT  de  quatre  toifes  , 
6c  mettant  un  piquet  en  R ôc  un  autre  en  T aufquels  j’attache  des 
cordeaux;  je  fais  le  cordeau  RY  de  quatre  toifes , ôc  le  cordeau 
TY  égal  au  nombre  de  toifes  que  j’ai  trouvé  pour  la  valeur  deTY; 
je  tens  les  deux  cordeaux  jufqu’à  ce  que  leurs  extrémités  fe  tou- 
chent en  Y,  ôc  le  triangle  RYT  eftfemblable  au  triangle  RYT, 
furie  papier;  ainfi  RY  furie  papier  étant  paralelle  à AB  , la 
même  RY  fur  le  terrain  fera  aufli  paralelle  à AB. 

3J2.  Problème.  Lever  le  plan  d'une  grande  Campagne 

(Fig.  219.)*  . , . , 

Je  prens  une  bafe  AB,  d’où  j’obfcrve  plufieurs  points  tels  que 
C,  D,  E,  H,  6cc.  aufquels  je  vife  parles  extrémités  AB  dem» 
bafe  ; ainfi  je  puis  connoître  aifément  les  diftances  CD , DE , 
HG,  GF  de  tous  les  points  qui  font  à gauche  ou  à droite  de  mat 
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bafe,  & leurs  diftances  aux  extrémités  de  la  bafe;  c’ell  pourquoi 
j’aurai  les  politions  de  tous  ces  points.  Quand  au  point  L qui  e(i 
en  ligne  droite  avec  la  bafe  AB , je  prens  une  autre  bafe  AM , & 
de  fes  extrémités  A,  M,  je  vife  aux  points  C , L,  & par  confé- 
quent  je  connoîtrai  comme  ci-defliisla  droite  LC,  la  droite  LM, 
&c.  ce  qui  me  donnera  la  pofition  du  peint  L ; fie  je  ferois  la 
même  chofe  s’il  fe  trouvoit  du  côté  de  B un  point  qui  fût  en 
ligne  droite  avec  AB  -,  tout  ceci  e(i  Ci  facile  qu’il  fuHit  d’en  indiquer 
les  voyes. 

3 n*  Problème.  Lever  le  plan  d'un  endroit  fermé  dans  lequel  on 
ne  fauroit  entrer  ( Fig.  220.  ). 

Je  mefure  le  côté  AB,  & le  prolongeant  enfuite  en  R,  je  me- 
furc  l’angle  extérieur  RBC  , & le  côté  BC  ; ce  qui  me  donne 
la  pofition  des  deux  côtés  AB,  BC;  je  prolonge  BC  en  S , & je 
mefure  l’angle  SCD  & le  côté  CD  ; ce  qui  me  donne  la  pofition 
CD , & j’acheve  le  refte  de  la  même  façon. 

Comme  la  muraille  BC  pourroit  empêcher  de  prendre  l’angle 
RBC  avec  le  graphometre , il  faut , fur  le  prolongement  BRN , 
prendre  un  point  R,  d’oô  l’on  mènera  une  droite  RH  paralelle 
a BC , ôc  l’on  mefurera  l’angle  NRH  qui  eft  égal  à l’angle  RBC, 
& ainli  des  autres. 

Si  je  veux  agir  fans  inftrument,  je  prens  fur  le  prolongement 
BR  & fur  le  côté  BC  les  parties  BP , BM  de  la  valeur  d’environ 
quatre  ou  cinq  toifes;  je  mefure  la  droite  MP,  & tranfportantle 
tout  fur  le  papier,  par  le  moyen  de  mon  échelle  ; j’ai  la  pofition 
des  deux  côtés  AB,  BC,  & je  fais  la  même  chofe  à l’égard  des 
autres  côtés. 

3 J 4.  Problème.  Lever  le  plan  d'un  lieu  hors  duquel  on  ne  peut 
fortir,  & dans  le  milieu  duquel  on  ne  fauroit  pénétrer  221.). 

Je  mefure  les  côtés  EA,  AB  6c  l’angle  compris  A , 6c  le  tout 
étant  tranfporté  fur  le  papier , j’ai  la  pofition  des  deux  côtés  EA, 
AB,  6c  ainfi  des  autres. 

Dm  Nivellement. 

3 y y.  Une  ligne  droite  eft  dite  de  Niveau  y lorfque  tous  fes 
points  font  également  éloignés  du  centre  de  la  terre  ; 6c  com- 
me la  figure  de  la  Terre  approche  beaucoup  de  la  figure 
Sphérique  ; il  s’enfuit  qu’une  ligne  de  niveau  eft  une  ligne  circu- 
laire. 

3yff.  Si 
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3f6.  Si  l’on  plante  à plomb  fur  la  furface  de  la  terre  ^ un  pi- 
quet AO  (Fig.  222.)  à l’extrémité  duquel  on  ait  mis  une  lunette 
ou  une  réglé  i,  j,  qui  lui  foit  perpendiculaire  , & qu’on  vienne 
à travers  la  lunette  ou  par  les  pinules  mifes  aux  extrémités  de 
4 la  réglé,  un  objet  éloigné  D;  le  rayon  vifuel  AD  fera  tangente 
de  la  ligne  de  niveau  AC , & s’en  écartera  d’autant  plus  qu'il  fera 
plus  long  ; cependant  comme  cette  ligne  AD  nous  paroît  hori- 
zontale , on  la  nomme  ligne  de  Niveau  apparent , & on  la  prend 
même  pour  la  ligne  de  vrai  niveau  AB,  lorfque  fa  longueur  AD 
n’eft  pas  au-delTus  de  100  ou  de  1 10 , parce  que  la  circonférence 
de  la  terre  étant  extrêmement  grande  à l’égard  de  100  ou  iio 
toifes , le  haulfement  BD  du  point  D du  niveau  apparent  au-del^ 
fus  de  B n’edpas  fenfible;  mais  lorfque  AD  devient  plus  longue, 
la  différence  BD  commencera  à fe  faire  fentir,  ôcl’on  doit  né- 
ceflâirement  la  corriger  comme  on  verra  bien-tôt. 

3Î7.  Le  niveau  dont  onfe  fert  le  plus  communément,  lorf- 
qu’ilne  s’agit  que  d’une  diflance  de  100  ou  iio  toifes,  eft  le 
niveau  d’eau;  il  eH  compofé  d’un  tuyau  de  fer  blanc  ABCD 
(Fig,  223.)  recourbé  à fes  extrémités,  à chacune  dcfquelleson 
met  un  autre  petit  tuyau  de  verre.  Au  milieu  O , efl  un  autre 
tuyau  de  fer  blanc  qui  lui  efl  perpendiculaire  & dans  lequel  on 
enchaffe  un  piquet  qu’on  plante  à plomb  fur  le  terrein.  Quand 
on  veut  fe  fervir  de  cet  inflrument,  on  le  remplit  d’eau , 6t  alors 
la  furface  d’eau  RS  qui  paroît  à travers  le  tuyau  de  verre  mis  en 
A,  fe  met  de  niveau  avec  la  furface  d’eau  TX  qui  paroit  en  D ; 
l’expérience  nous  apprend  que  les  liquides  qui  agiffent  librement, 
fe  mettent  toujours  de  niveau  ; ainfi,  fi  l’on  viie  de  R en  X,  le 
rayon  vifuel  R aura  fes  extrémités  R , X de  niveau , & G l’on 
vife  en  Z , la  ligne  RZ  fera  une  ligne  de  niveau  apparent. 

3$S,  Les  autres  niveaux  dont  on  fe  fert  pour  les  diGances  plLs 
grandes  que  100  ou  1 10,  ne  différent  prefque  de  celui-ci , qu’en 
ce  qu’on  employé  des  verres  de  lunette  au  lieu  d’eau , pour  voir 

f)lus  diGinclement  les  objets;  on  en  trouve  les  defcriprions  dans 
e T raité  de  Nivellement  de  Mr.  Picard  mis  au  jour  par  Mr.  de  la 
Hire,  & dans  celui  de  Bullet. 

3 S 9.  Le  Nivellement  fe  nomme  fimple  lorfqu’il  peut  fe  faire 
d’un  feul  coup  de  niveau , & on  le  nomme  compofe  lorfqu’il  eft 
ndceffaire  de  donner  pluGèurs  coups  de  niveau  pour  parvenir  à ce 
qu’on  cherche. 

3<So.  Problème.  Deux  points  A,  B (Fig.  224.)  étant  donnés  fur- 
Tome  I.  Z Z 
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/f  terrain , trouver  fi  ces  deux  f oints  font  de  niveau , ou  lequel  des 
deux  eft  plus  éloigné  du  centre  de  la  terre,  & de  combien. 

Suppofons  d’abord  que  ia  diftance  AB  ne  foit  pas  au-deflus  de 
loo  ou  I to  toifes  , je  mets  le  niveau  en  A , 6c  j’cnvoye  en  B un 
homme  à qui  je  donne  une  double  toife  qu’il  doit  mettre  à plomb  i 

en  B,  ôc  un  carton  fur  lequel  ell  une  grande  ligne  noire  > 6c  je 
lui  ordonne  de  faire  glilTer  ce  carton  le  long  de  la  double  toife , 
enforte  que  la  ligne  noire  foit  toujours  perpendiculaire  fur  la  toife. 

Je  vife  par  les  furfaces  R»  S de  l’eau,  ôc  lorfque  je  m’apperc^ois 
que  la  ligne  noire  du  carton  palfe  par  l’extrêmitéT  du  rayon  vi- 
fuel  RST , je  fais  fi|ne  à mon  aide  de  s’arrêter,  afin  qu’il  mefure 
la  hauteur  TB  , ôc  je  mefure  en  même  tems  la  hauteur  VA  du  , 
rayon  vifuel.  J’ordonne  a mon  Aide  de  revenir,  6c  fila  hauteur 
TB  qu’il  a trouvée  fe  trouve  égal  à la  mienne  AV,  les  deux  points 
A , B font  de  niveau;  car  les  points  V , T étant  également  éloi- 
gnés du  centre  de  la  terre;  fi  de  ces  diftances  égales  je  retranche 
les  parties  égales  VA,  TB,  les  points  AB  feront  aufii  également 
éloignés  du  même  centre:  que  fi  la  hauteur  TB  eft  moindre  que 
la  hauteur  VA , je  retranche  TB  de  VA , 6c  le  refte  HA  fait  voit 
que  le  point  A eft  plus  proche  du  centre  de  la  terre  que  le  point 
B de  la  quantité  HA  ; & il  eft  aifé  de  voir  ce  qu’il  faudroit  faite 
fi  TB  étoit  plus  grand  que  VA. 

Si  la  diftance  AB  ( Fig.  22 y.)  eft  au-deflus  de  100  toifes,  fans 
être  au-deffus  de  200  ; je  coupe  cette  diftance  en  deux  parties 
égales  AC , CB,  ôc  mettant  le  niveau  en  C ; je  vife  d’abord  du 

i>oint  R par  le  point  S au  point  T ; enfuite  je  vife  du  point  S par 
e point  H , 6c  li  je  trouve  que  les  deux  hauteurs  AH , BT  foient 
égales,  les  points  AB  feront  de  niveau;  mais  fi  l’une  eft  plus 
grande  que  l’autre , je  retranche  la  moindre  de  la  plus  grande , 

6c  le  refte  me  fait  voir  de  combien  l’un  des  points  eft  plus  éle- 
vé que  l’autre,  ou  de  combien  il  eft  plus  éloigné  du  centre  de  la 
terre. 

Que  fi  la  diftance  AM  eft  au-deflus  de  200  toifes , je  la  coupe 
en  parties  égales , dont  chacune  ne  foit  pas  au-deflus  de  1 00  : 
par  exemple  , en  trois  AC , CB , BM,  puis  mettant  mon  niveau 
en  C , je  nivelle  les  deux  points  A , B,  après  quoi  menant  le  ni- 
veau en  B , j’éleve  les  points  B , M 6c  ainfi  des  autres. 

361.  Remarque.  Cette  méthode  eft  excellente  pour  fe  paflêr 
du  calcul  qu’il  faut  néceflaircment  faire  lorfqu’il  eft  queftion  de 
corriger  l’erreur  des  coups  de  niveau  trop  étendus  ; mais  comme 
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elle  oblige  à multiplier  les  opérations  > nous  allons  voir  de  quelle 
maniéré  Te  doivent  faire  les  coitefUons  dont  nous  venons  de 
parler. 

5<Î2.  Problème.  Corriger  les  erreurs  du  Niveau  apparent. 

Suppofons  que  le  cercle  ADI  {Fig.  226.  ) repréfentc  la  furface 
de  la  terre  y & que  la  diilaoce  AD  des  deux  points  A,  D qu’on 
veut  niveler,  foit  de  $00  toifes,  le  niveau  apparent  AB  fera  la 
tangente , & ladroiq^BOI  menée  parle  centre,  fera  la  fecante; 
ainH  nous  aurons  BA  : : BA.  BI  > {N,  271.)  or , la  partie 
DB  de  la  fecante  étant  extrêmement  petite,  à l’égard  du  diamè- 
tre DI  de  la  terre,  on  ne  peut  la  négliger;  & par  conféqucnt 

DB.  BA  ::  BA.  DI,  d’où  jetireDBxDI  = BA  fie  DB=^. 
c’eA-à-dire  quedondivifeje  quarté  de  lajdiftanceABparle  diamè- 
tre de  la  terre , le  quotient  fera  le  haulTement  du  niveau  apparent 
audelTus  du  vrai. 

Or , félon  Meilleurs  Picard  Sx.  de  la  Hire , le  diamètre  de  la 
Terre  eA  de  toifes  ; faifant  donc  le  quarté  2^0000  de  la 

diAance  BA  = yoo toifes,  fie  le divifant par  j8p4,  je  trouve  2 

Îouces  P lignes  pour  le  haulTement  BD , ainfi  après  avoir  nivelé 
l’ordinaire , je  dois  retrancher  2 pouces  p lignes  de  la  hauteur 
que  je  trouve  du  côté  de  B lotfque  je  vife  de  A en  B. 

3 5 J Remarque.  Quoique  cette  méthode  ne  paroilTe  pas  de 
la  detniere  exaèUtude , cependant  elle  eA  extrêmement  juAe  ; car 
liau  quarré  de  AB  on  ajoute  le  quarré  de  AO,  ces  deux  quarrés 
enfemble  feront  égaux  au  quarré  de  Thypothénufe  BO , fie  tirant 
la  racine  quarrée,  on  aura  la  valeur  de  BO,  de  laquelle  retranchant 
DO  = AO,  on  trouvera  que  la  valeur  de  BD  eA  effedivement 
A pouces  P lignes,  comme  ci-deAus. 

S 64.  Corollaire.  Les  haujfemens  BD,*  EH  ficc.  de  différents 
points  B,  E,  ficc.  du  Niveau  apparent , font  comme  les  cjuarrés  de 
leurs  dijlances  AB,  AE  ficc.  au  point  A oàfe  fait  le  nivellement. 

—a 

Nous  avons  BD=s^  {N.  362.)  fie  pat  la  même  raifon  EH 


—a 

donc  nous  avons  BD.  EH  : : or , les  deux  der- 

niers termes  étant  divifés  par  la  même  grandeur  DI , font  entre 
eux  comme  s’ils  n’étoient  pas  divifés;  donc  BD.  EH  ;;  AB. 


A£. 


Z z i) 


« 
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i5y.  Corollaire  II.  Connoijfànt  donc  le  haujfemem  BD  ^un 
point  B de  niveau  apparent , on  peut  connotîre  Us  hauffemens  de  tous 
Us  autres  points  E , ôcc.  de  ce  niveau  dont  on  connoît  Us  dijiances 
A£,  &c. 

Car  je  n’ai  qu’à  dire  par  réglé  de  Trois,  comme  le  quarrë 
de  AB  eüau  quarrë  de  A£  ; ainfi  le  hauflemeut  connu  BD  eÂ  àun 
quatrième  terme  qui  fera  le  hautement  cherché  EH  ; & ainfl  des 
autres.  ^ 

C’ell  de  cette  maniéré  que  Mr.  Picard  a calculë  les  hauflemens 
des  points  de  niveau  apparent  au-deflus  du  vrai  niveau , depuis  la 
diHance  de  ;o  toifes , julqu’à  celle  de  ^ooo. 


Tahle  des  Haujfemens  du  Niveau  apparent. 


DiJIaucet. 

Haujftnunt. 

Toifts, 

PQHCtt,  Ligntt. 

ISO 

0 6 3 « 

800 

O 7 I 

8;o 

0 7 ii^ 

900 

, 0 8 II 

9SO 

0 0 

1000 

o.«. . *1-1  . 0 

llfo 

» s 

1500 

* 0......  9 

I7ÎO 

» 9 8f 

1000 

3 8 0 

IfOO 

S 8 9 

3000 

8 3 0 

3ÎOO 

Il 1 9 

4000 

14 8 0 

'366.  Problème.  NiveUr  deux  termes  dont  on  ne  connoît  pas  la 
dijlance. 

Je  mets  le  niveau  en  A (Fig.  227.)  & je  vife  en  B;  je  tranfporte 
le  niveau  en  B & je  vife  en  A.  Je  mefure  les  hauteurs  CA , SB  ; 
j’en  retranche  de  part  & d’autre  la  hauteur  AR  ou  BT  de  l’inf- 
trument,  fle  fi  les  relies  CR,  ST  font  égaux,  je  dis  que  les  points 
A , B font  de  niveau  ; car  le  haulTement  du  niveau  apparent,  lorf- 
que  je  vife  de  A en  B , efi  le  même  que  le  hauflement  lorfque  je 
vife  de  B en  A ; donc  les  points  C , S doivent  être  égale- 
ment éloignés  du  centre  de  la  terre  ; & par  conféquent  à caufe 
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de  CA  = SB,  les  points  A,  Ben  doivent  être  aufli  également 
éloignés. 

Si  les  relies  ST,  CR  (Fig.  228.)  font  inégaux , je  retranche  le 
moindre  CR  du  plus  grand  ST,  & la  moitié  du  relie  marque  de 
de  combien  le  point  A ell  au-delTus  du  niveau  du  point  B;  car 
fuppofons  que  le  point  A fe  trouvât  en  un  point  F qui  fut  de  ni- 
veau avec  le  point  B ; le  niveau  au  lieu  d’être  en  R , feroit  en  X, 
& les  hauteurs  LT , CX  feroient  égales  î or,  le  point  A venant 
à s’élever , le  niveau  s’élève  aulTi  de  X en  R ; ce  qui  fait  augmen- 
ter la  hauteur  LT  de  la  quantité  LS;  ôc  de  l’autre  côté,  la  hau- 
teur CX  diminue  d’une  quantité  égale  à LS  } ainfi  CR  = LT 
■ — LS  ; retranchant  donc  de  la  hauteur  ST , la  hauteur  CR  ou 
LT — LS,  le  relie  ST — LT  -+-  LS  ell  égal  à 2LS  ou  à deux  fois 
la  hauteur  SL  ou  AF  du  point  A au|-  delTus  du  point  F > donc  la 
moitié  de  ce  relie  ell  la  hauteur  AF. 

Et  il  ne  faut  pas  dire  que  la  hauteur  AF  ou  RX  n’ell  pas  égale 
à la  hauteur  SL , à caufe  que  les  lignes  RF , SB  ne  font  pas  pa- 
ralelles  , puifqu’elles  vont  aboutir  au  centre  de  la  terre,  la  dif- 
tance  des  points  F,  B au  centre  de  la  terre  étant  extrêmement 
grande  à l’égard  des  lignes  RF , SB  ôc  de  leur  dillance  FB  qui 
eft  auffi  très-petite  par  rapport  à la  circonférence  de  la  terre  ; les 
deux  lignes  FR,  SB  peuvent  palier  Dourparalelles;  ce  qui  rend 
les  parties  RX,  SL  fenfiblement égales. 

Enfin , fl  je  trouve  d’une  part  la  hauteur  SB  ( Fig.  229.  ) plus 
grande  que  la  hauteur  BT,  ôc  de  l’autre,  la  hauteur  AX  moin- 
dre que  la  hauteur  AR  du  même  niveau  ; j’ajoute  l’excédent  ST 
au  défaut  RX,  ôc  la  moitié  de  la  fomme  cil  la  hauteur  du  point  A 
au-deflus  de  niveau  du  point  B ; car  fuppofons  que  le  point  A 
s’abbaiffe  en  F où  il  foit  du  niveau  avec  le  point  B,  le  niveau  au 
lieu  d’être  en  R , defeendra  en  V,  ôc  les  hauteurs  HT,  XV  feront 
égales.  Or,  le  niveau  montant  en  R,  la  hauteur  HT  augmente 
d’une  partie  SH  égale  à AF , ôc  le  pointX  au  lieu  d’être  au-deflus 
du  niveau,  commç  il  étoit  auparavant , fe  trouve  au-deflbus,  en 
forte  que  la  partie  XV  dont  il  furpaflbit  le  niveau  jointe  à la  par- 
tie RX  dont  il  en  eftfurpallé,  fontenfemble  égales  à SH;  donc 
RX=^  SH — HT  ; ôcpar  conféquent  ajoutant  ST  ou  SH-hH’T 
avec  RX  ou  SH  — HT,  la  fomme  aSH  cil  le  double  de  SH  ou 
de  la  hauteur  AF  du  point  A au-deflus  du  point  B. 

Cette  méthode  ell  excellente  pour  niveler  des  termes  dont  il 
feroit  trop  embarallant  de  trouver  la  dillance. 

Züj 
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3 (Î7.  PROBLEME.  Niveler  deux  termes  A > R (Fîg,  a 30.)  f,:» 
tre  lefijaels  il  fe  trouve  des  hauteurs  & des  defcentes.  • 

Je  donne  pluHeors  coups  de  niveau  en  montant  de  A enS  , 
puis  en  defcendant  de  S en  X ; enfuite  en  remontant  de  X en 
Z , ôc  enfin  en  redefeendant  de  Z en  R ; je  fais  une  colonne  de 
toutes  les  hauteurs  que  j’ai  trouvées  en  montant  de  A en  S ôc  de 
X en  Z , âc  une  colonne  de  celles  que  j’ai  trouvées  en  defcendant 
de  S en  X ôc  de  Z en  R ; puis  faifant  les  fommes  de  chacune 
de  ces  colonnes,  je  retranche  la  petite  de  la  grande , & le  refie 
marque  la  hauteur  du  point  A au-deflus  du  point  R ; ce  qui  n’a 
pas  befoin  de  démonflration. 


CHAPITRE  IX 

De  la  Flanimétrie  ou  Mejitre  des  Surfaces  planes  , Ù*  de  leur 
rapport  entr’ elles. 

3 58.  7 Ous  nommerons  EUmens  d’une  furface  plane  les  lignes 

infiniment  proches  dont  on  conçoit  qu’elle  ell  com- 
pofée;  toute  ligne  CR  (F/g.  231.)  qui  coupera  perpendiculai- 
rement tous  les  Eléments , fera  la  ligne  qui  exprimera  leur  mul- 
titude ou  la  fomme  de  leur  épaifieur,  ou  leur  épaiffeur  totale. 

35p.  Proposition  LXXXVII.  Les  paralello^ammesN%QXy, 
EBCF  ( Fig.  232.  ) qui  ont  la  même  bafe  BC  & qui  font  entre  deux 
paralelles  AF , BH , fint  égaux  entreux, 

A caufe  des  paralellogrammes , nous  avons  AB=DC,BE 
s=CF,  ôc  AD  = EF  s ajoutant  donc  à ces  deux  dernieres,  la 
pattie  DE,  nous  aurons  AE  = DFj  donc  les  deux  triangles 
AEB  , DGF  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  , font 
parfaitement  égaux  ; i^N.  100.)  je  retranche  de  part  ôc  d’autre  le 
petit  triangle  DOE,  ôc  j’ai  ADOB  = OEFC,  ôc  ajoutant  de 
part  Ôc  d’autre  le  petit  triangle  BOC,  je  trouve  ABCD  = EBCF; 
donc,  ôcc. 

570.  Corollaire  I*.  Les  paralellogrammes  KBCD  y EMHF 
qui  (ont  entre  deux  paralelles  AF,  BH,  & qui  ont  les  bafes  égales  BC , 
font  égaux. 

Je  mène  les  droites  BE , CF  ; j’ajoute  aux  deux  droites  égales 
AD , EF,  la  partie  commune  DE,  ôc  j’ai  AE  = DF,  ôc  AB 
= DCior, l’angle  EAB=FDC  ; donc  les  triangles  EAB,FDC 


Digiti2>ed  by  Googl( 


DES  MATHEMATIQUES.  357 
ayant  les  côtés  EA , AB  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  ED  , 
DC , fie  Fangle  compris  égal  à l’angle  compris , font  parfaite-* 
ment  égaux  > fie  l’angle  AEBeftégal  àl’angk  DFC,  ainfîles 
droites  BE , CF  éant  égales  fie  également  inclinées  entre 
les  paralelles  AF , BH,  font  paralelles  entr’elles,  fie  parconfé* 
quent EBCF e(l  un  paralellogramme  ; or,  EBCF  = ABCD; 
{N.  s 69.)  fie  par  la  même  uifon  EBCF=EMHF  ; donc  ABCD 
= EMHF. 

371.  Corollaire  IL  Tout  paralelhgramme  EBCF  tjî  égal 
au  produit  de  fa  bafe  BC  multipliée  par  fa  hauteur  ou  par  la  perpen- 
diculaire ER  menée  de  fonjommet  fur  fa  bafe.  Suppofons  que  le  jpa- 
ralellogramme  ABCD  loit  reâangle,  le  produit  de  la  bafe  BC 
multipliée  par  la  hauteur  AB  fera  valeur  de  cereâangle  ; or,  le 
paralcllogramme  EBCF  eft  égal  au  reâangle  ; donc  le  paralello» 
gramme  EBCF  eft  aulli  le  produit  de  fa  bafe  BC  par  ER  ou  par 
fon  égale  AB. 

373. Corollaire  III.  £«para/r//ogr<j»jwj«BEFC,  MEFH^ni 
ont  les  bafes  & les  hauteurs  égales , font  égaux.  Ils  font  chacun  égaux 
à un  reâangle  BADC  qui  auroit  même  bafe  fie  même  hauteur 
qu’eux,  ou  qui  ayant  la  bafe  égale  à la  bafe  feroit  entre  mêmes 
paralelles;  donc,  ficc. 

373.  Corollaire  IV.  Les paralellogrammes  qui  ont  les  bafes 
inégales  ù"  les  hauteurs  égales  y font  entf  eux  comme  les  bafes  ceux 
qui  ont  les  hauteurs  inégales  & les  bafes  égales , font  entr  eux  comme 
leurs  hauteurs  , & ceux  qui  ont  les  hauteurs  réciproques  â leurs  bafes 
font  égaux  entr  eux. 

Suppofons  que  la  bafe  BC  du  paralellogramme  BADC  foit  plus 
grande  que  la  bafe  MH  du  paralellogramme  EMHF,  fit  que  les 
hauteurs  AB , ER  foient  égales  ; le  paralellogramme  BADC  eft 
donc  le  produit  de  fa  bafe  BC  par  fa  hauteur  B A , fie  le  paralello* 
gramme  MEFH  eft  aufli  le  produit  de  (à  bafe  MH  par  (a  hauteut 
ER  ou  par  fon  égale  BA;  mais  noos  fçavons  que  fi  deux  grandeurs 
inégales  BC,  MH  font  multipliées  par  une  même  grandeur  B A f 
les  produits  font  entr’eux  comme  les  grandeurs  inégales  BC  > 
MH  ; donc  les  deux  paralellogrammes  font  entr’eux  comme  leurJ 
bafes  inégales  BC , MH. 

Si  l’on  foppofe  que  les  bafes  BC , MH  font  égales  fie  leurs 
hauteurs  BA  , ER  inégales  , on  démontrera  de  la  même  fà- 
^on  que  les  deux  paralellogrammes  font  entr’eux  comme  leurs 
hauteurs. 
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Enfin  , fi  les  hauteurs  font  réciproques  aux  bafes , on  démon- 
trera comme  ci-deflus  ( A^.  184.  ) que  les  paralcllogrammes  font 
égaux. 

374.  CoROi.LAiRE  V,  Les  triangles  ABC,  AEC  (Fig.  233.) 
qui  ont  même  bafe  & qui  font  entre  deux  paralelles  font  égaux. 

Je  mene  CR  paralelle  à AB , & CH  paralelle  à AE , ce  qui 
me  donne  les  deux  paralellogrammes  égaux  ABRC,  AEHC; 
(M  3 69.)  mais  BC  étant  la  diagonale  du  paralcllogramme  ABRC, 
le  triangle  ABC  efi  la  moitié  de  ce  paralcllogramme,  ôc  par  la 
même  raifon , le  triangle  AEC  eft  la  moitié  du  paralellogramme 
AEHC  ; donc  ces  deux  triangles  font  égaux  à caufe  que  les  moi- 
tiés  font  entr’elles  comme  leur  tout. 

37y.  Corollaire  VI.  Tout  triangle  eft  égal  au  produit  déjà 
bafe  multiplié  par  la  moitié  de  fa  hauteur.  Car  tout  triangle  eft  la 
moitié  d’un  paralellogramme  de  même  hauteur  6c  de  même  bafe; 
mais  le  paralcllogramme  eft  le  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ; 
donc  le  triangle  eft  le  produit  ae  la  bafe  par  la  moitié  de  fa  hau- 
teur. 

375.  Corollaire  VII.  Donc  y 1®.  Les  triangles  qui  ont  des  ba^ 
fes  égales  & qui  font  entre  mîmes  paralelles  ou  qui  ont  des  hauteurs 
égales , font  égaux , 2°.  Ceux  qui  ont  des  bafes  inégales  & des  hau- 
teurs égales,  font  entre  eux  comme  leurs  bafes,  3°.  Ceux  qui  ont  des 
hauteurs  inégales , font  entreux  comme  leurs  hauteurs , 4°.  Ceux  qui 
ont  les  hauteurs  réciproques  aux  bajes , font  égaux.  Tout  cela  eft 
évident,  par  la  raifon  que  les  triangles  font  moitiés  des  paralello- 
grammes  de  même  bafe  ôc  de  même  hauteur  qu’eux. 

377.  Corollaire  VIII.  Tout  polygone  régulier  EF  CGH 
(Fig.  234.)  eft  égal  à un  triangle  ABC;  donc  la  bafe  BC  eft 

' é^le  au  circuit  du  polygone  ,&  la  hauteur  AB  eft  égale  à F apothème 

Suppofons  que  le  polygone  foit  un  pentagone;  du  centre  O 
je  mene  des  rayons  à tous  les  angles,  ce  qui  le  divife  en  cinq  trian- 
gles de  même  hauteur  6c  de  même  bafe  ; or  le  triangle  OHG 
eft  égal  à fa  bafe  HG  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  OR; 
(A^  3 7y.)  donc  le  pentagone  eft  égal  à yHG  multiplié  par  | OR; 
mais  le  triangle  ABC  eft  égal  à BC  multiplié  par  |AB,  IN.  37y.) 
6c  pat  la  fuppofition,  nous  avons  BC  = yHG  , ôc  AB=OR  ; 
donc  le  triangle  ABC  eft  égal  au  polygone. 

378.  Corollaire  IX.  Tout  cercle  eft  égal  à un  triangle  qui  au- 

rait 
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roit  pour  bazeune  ligne  égale  à la  circonférence , & pour  hauteur  une 
ligne  égale  au  rayon. 

Le  cercle  eft  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés  dont  le  cir- 
cuit eft  la  circonférence,  ôc  dont  l’apothéme  n’eft  pas  différent  du 
rayon,  à caufe  que  les  côtés  font  infiniment  proches  de  la  circon- 
férence. Donc , ôcc. 

Ceci  peut  fe  démontrer  encore  en  cette  forte  ; foit  le  cercle 
BQM  {rig.  23  y.  ) dont  le  rayon  eft  OB  ; je  conçois  que  du  mê- 
me centre  O , ôc  par  tous  les  points  infiniment  proches  du  rayon, 
foient  décrites  des  circonférences  CRS,  DHN , ôcc.  qui  feront  les 
élemens  du  cercle  , enforte  que  leur  fomnie  ne  différera  pas  du 
cercle  même.  Du  point  B , j’éleve  la  perpendiculaire  BA  que  je 
conçois  égale  à la  circortférence  BQM.  Du  point  A,  je  mene 
au  centre  Ta  droite  AO;  ôc  de  tous  les  points  de  divifion  , je 
conçois  des  droites  CF,  DG,  ôc  paralelles  à la  droite  BA , 
& qui  fe  terminent  fur  AO  ; les  cercles  BQM  , CRS  étant  fem- 
blables  (A'.  287.) , nous  avons  BQM.  CRS  ::  OB.  OC  , ôc  à 
caufe  des  triangles  femblables  OBA , OCF , nous  avons  auflî 
BA.  CF  : : OB.  OC  ; donc  BQM.  CRS  : : BA.  CF  ; mais  par  la 
fuppofition  BQM  = BA,  donc  CRS  = CF  ; ôc  on  prouvera  de 
même  que  la  circonférence  DHN  eft  égale  à la  droite  DGi  d’où 
il  fuit  que  tous  les  élemens  DG , CF , BA  du  triangle  OBA  font 
égaux  chacun  à chacun  à tous  les  élemens  du  cercle  BQM , ôc 
que  par  conféquent  ce  cercle  eft  égal  au  triangle  OBA , qui  a 

Îiour  bafe  la  droite  BA  égale  à la  circonférence  , ôc  pour  hauteur 
e rayon  OB. 

3 79.  Corollaire  X.  Donc  tous  les  cercles  de  differens  rayons , . 
tels  que  BQM,  CRS,  DHN,  ôcc.  peuvent  fe  changer  en  triangles 
femblables  OBA , OCF , ODG , ôcc. 

380.  Corollaire  XI.  Toute  couronne,  c'cfl-à-dire,  tout  efpace 
compris  entre  deux  circonférences  BQM,  CRS  concentriques  dr  iné- 
gales , ejl  égale  à un  trapezoïde  BCFA,  dont  les  côtés  paralelles  & 
inégaux  BA , CF  font  égaux  chacun  à chacun  aux  deux  circonféren- 
ces , CT*  dont  la  hauteur  CB  ejl  la  différence  des  rt^ons  OB , OC.  Car 
la  couronne  n’eft  autre  chofe  que  le  cercle  BQM  moins  le  cer- 
cle CRS  ; or , le  cercle  BQM  eft  égal  au  triangle  OBA  , ôc  le 
cercle  CRS  eft  égal  au  triangle  OCF , donc  la  couronne  eft  égale 
au  triangle  OBA,  moins  le  triangle  OCF,  c’eft-à-dire  au  trape- 
zoïde BCFA. 

381.  Remarque.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire , il  pa- 
Tome  I.  A a a 
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roit  s’cnfuivre  qu’on  peut  trouver  la  quadrature  du  cercle  , c’elî- 
à-dire  une  figure  rediligne  égale  au  cercle  ; mais  la  difiiculté  con- 
fifte  à trouver  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence,  & c’eft 
à quoi  il  n’y  a pas  d’apparence  qu’on  parvienne  fi-tôt. 

Comme  les  côtés  des  polygones  inferits  & circonferits  au  cer- 
cle , approchent  d’autant  plus  de  la  circonférence  que  leur  nom- 
bre eft  plus  grand , il  eft  (ur  qu’à  force  d’inferire  6c  de  circonf- 
crire  des  polygones  femblables  , on  en  trouveroit  à la  fin  deux 
dont  les  côtés  le  confondroient  avec  la  circonférence , mais  parce 
qu’il  faudroit  pour  cela  faire  des  calculs  à l’infini , ce  qui  n’eft 
pas  poffible.  Archimède  n’a  pouffé  le  lien  que  jufqu’aux  polygones 
irifcrit  ôc  circonferit  de  ptf  côtés  ; ôc  il  a trouvé  que  le  diamètre 
étoit  au  circuit  du  polygone  circonferit , comme  i eft  à 5 J , ou 
comme  7 à 22  , 6c  que  le  môme  diamètre  étoit  au  circuit  du  po- 
lygone inferit , comme  1 à 3 J , ou  comme  7 à 2 1 , de  forte 
qu’en  réduifant  le  diamètre  7,  6c  les  deux  circuits  22, 6c  21 
au  même  dénominateur  7 1 , ce  qui  donne  pour  le  diamètre , 
fie  ^7^  pour  les  deux  circuits , la  différence  des  deux  cir- 
cuits eft  un , c’eft-à-dire  , une  partie  du  diamètre  divifé  en  <j.p7 
parties  ou  du  diamètre.  Or  , comme  la  circonférence  du 
cercle  approche  beaucoup  plus  du  circuit  du  polygone  circonf- 
crlt,  que  de  celui  de  l’infcrit,  il  eft  clair  que  la  différence  de  la 
circonférence  du  cercle  au  circuit  du  polygone  circonferit  doit 
être  moindre  que  la  moitié  de  la  457®  partie  du  diamètre  , c’eft- 
à-dire  moindre  que  la  pp-j.®  partie  du  diamètre  , 6t  c’eft  pourquoi 
on  fe  fert  plutôt  du  rapport  de  7 à 22 , pour  exprimer  le  rapport 
du  diamètre  du  cercle  à fa  circonférence , que  du  rapport  de  7 à 
21  ; cependant  quoique,  le  rapport  de  7 à 22  foit  affez  jufte 

dans  la  pratique  , les  Géomètres  qui  fe  piquent  de  grande  exac- 
titude y empfoyent  ordinairement  des  nombres  plus  grands  pour 
diminuer  la  différence  ; celui  qui  me  paroit  le  plus  commode 

[>ourl’ufage,  c’eft  le  rapport  de  1000  a J141,  parce  que  dans 
es  Régies  de  Trois  qu’il  faut  faire  le  nombre  1000,  épargne 
quelquefois  une  multiplication , 6c  quelquefois  une  divifion. 

382.  PROBLEME.  Trouver  taire  et  un  cercle  dont  on  connost  le  rayon 
OB  ( Fig.  235.). 

Soit  le  rayon  OB  de  j roifes  ; le  diamètre  en  contiendra  6 ; 
ainfi  Jen’ai  qu’à  dire  par  Régie  de  Trois  1000  eftà  3 141 , comme 
6 efl  à un  quatrième  terme , 6c  ce  quatrième  terme  fera  la  cir- 
conférence , laquelle  étant  multipliée  par  la  raoiüé  du  rayon  don- 
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ocra  l’aire  du  triangle  OBA  , lequel  cft  égal  à la  furfacc  du 
cercle. 

38  J.  C O R O L L A 1 R E.  Si  on  connoiflbit  la  circonférence  du 
cercle,  & qu’on  cherchât  le  rayon  pour  trouver  enfuite  la  fur- 
face  du  cercle  ; on  diroit  par  Régie  ae  Trois  : 5 14-1  eû  à 1000  , 
comme  la  circonférence  donnée  eft  à un  quatrième  terme  , qui 
feroit  le  diamètre  delà  circonférence  donnée,  6c  par  conféquent 
la  moitié  de  ce  diamètre  feroit  le  rayon  cherché. 

384..  Corollaire  II,  Tout feileur  {¥\g.  216.)  e(l  égal 

au  produit  de  fort  arc  AC  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  AB.  Le 
cercle  ARC  étant  un  polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés 
efi  compofé  d’une  infinité  de  triangles  qui  ont  tous  pour  hau- 
teur le  rayon , 6c  dont  la  fomme  des  bafes  eft  égale  à la  circon- 
férence , 6c  par  la  même  raifon  le  feâeur  ABC  cft  compofé 
d’une  infinité  de  petits  triangles  qui  ont  aulli  pour  hauteur  le 
rayon  AB , 6c  dont  la  fomme  des  bafes  eft  égale  a l’arc  RC  ; mais 
la  fomme  des  triangles  qui  compofent  le  cercle  eft  égale  à la 
fomme  totale  des  bafes  ou  à la  circonférence  multipliée  par  la 
moitié  du  rayon  i donc  la  fomme  des  triangles  qui  compofent  le 
fecteur,  eft  égale  à la  fomme  totale  des  baies , c’eft-à-dire  à l’arc 
AC  multiplié  par  la  moitié  du  rayon. 

38y.  Corollaire  III.  L’aire  d’un  fegment  ASC  efl  égale  au Jêc- 
teur  ABCS , moins  le  triangle  ABC.  Ce  qui  eft  évident. 

385.  PROBLEME.  Aîefurer  un  Trapezoïde  ABCD  (Fig.  237.). 

J’ajoute  enfemble  les  deux  bafes  AD,  BC,  6c  multipliant  leur 
•fomme  par  la  moitié  de  la  hauteur  ou  de  la  perpendiculaire  AB,  ' 
menée  encre  les  deux  bafes , le  produit  eft  la  valeur  du  trapezoï- 
de. Ce  que  je  démontre  ainfi: 

Je  divife  l’un  des  côtés  non-paralclles  DC  en  deux  également 
en  O , ôc  du  point  A par  le  point  O , je  mène  la  droite  AR  qui 
coupe  BC  prolongé  en  R.  Les  triangles  ADO , OCR  ayant 
l’angle  AOD  égal  a l’angle  COR  qui  lui  eft  oppofé  au  fommer, 
l’angle  ADO  égal  à fon  alterne  OCR , ôc  le  côté  DO  égal  au 
côté  OC,  font  parfaitement  éga’ux  {N.  100.  ) , 6c  le  côté  AD  eft 
égal  au  côté  CR  ; ajoutant  donc  de  part  ôc  d’autre  la  partie  com- 
mune AOCB,  nous  aurons  le  trapezoïde  ADCB  égal  au  trian- 
gle ABR  ; mais  le  triangle  ABR  eft  égal  au  produit  de  fa  balë 
BR  ou  BC-4-  ad  multipliée  par^  AB  (A/.  373.  )>  donc  le  tra- 
pezoïde eft  égal  au  même  proauit. . , 

Ou  bien  je  coupe  les  côtés  non-paralelles  AB,  DC  ^Fig,  238.) 
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chacun  en  deux  également  en  R,  S , & menant  la  droite  RS  qui 
fera  paralellc  à AD  ou  BC , je  multiplie  cette  ligne  RS  par  la 
hauteur  AB , ce  qui  donne  la  valeur  du  trapezoïde,  & pour  le 
prouver  : 

Du  point  S J je  mène  FE  perpendiculaire  fur  BC , & qui  ren- 
contre AD  prolongé  en  E ; les  triangles  DSE,  CSF  ayant  l’an- 
gle DSE  égal  à l’angle  CSF  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , l’an- 
gle EDS  égal  à fon  alterne  FCS  , & le  côté  DS  égal  au  côté  SC 
font  parfaitement  égaux.  Ajoutant  jionc  à chacun  d’eux  la  partie 
commune  ADSFB,  nous  aurons  le  rectangle  AEBF  égal  au 
trapezoïde  ADCB  ; mais  le  tetlangle  eft  égal  au  produit  de  BF 
ou  RS  par  la  hauteur  AB,  donc  le  trapezoïde  eft  égal  au  même 
produit. 

387,  Problème.  Mefurer  une  bande  à retours  ABCDEFG 
(Fig.  239.). 

Je  coupe  les  droites  AH,BG,  CF,  DE,  chacune  en  deux 
également,  ôc  par  les  points  de  divifion,  je'menc  la  ligne  ORST, 
laquelle  étant  multipliée  par  la  largeur  AH  de  la  bande , donne 
la  furfacc  de  cette  bande  ; car  le  trapezoïde  ABGH  eft  égal  au 
produit  de  OR  multiplié  par  AH  ( A'.  j85.)  le  trapezoïde  BCP  G 
* eft  égal  à RS  x AH , & le  trapezoïde  CDEF  eft  égal  à ST  x AH  ; 
nuis  ces  trapezoïdes  compoiènt  la  bande  ; donc  cette  bande  eft 
égale  àORxAH-j-RSxAH-HSTxAH  ou  ORSTx  AH. 

388.  Corollaire.  Une  couronne  ABCDEFGN  (F/)ç.  240.) 
étant  égale  au  trapezoïde  EART,  dont  les  bafes  paralelles  AR, 
E r font  égales  chacune  à chacune  aux  deux  circonférences , 6c 
dont  la  hauteur  eft  la  différence  AE  des  deux  rayons  ; il  eft  clair 
que  fi  du  centre  O 6c  du  point  H qui  divife  AE  en  deux  egale- 
ment, on  décrit  une  circonférence,  la  couronne  fera  égale  à 
cette  circonférence  multipliée  par  AE,  car  cette  circonférence 
fera  égale  à la  droite  HS  qui  coupe  en  deux  également  les  côtés 
non-paralelles  AE,  RT  du  trapezoïde,  ôcc. 

58p.  fROBLEUE.MeJiirerunefigure  trréguiiére  ABDEC  (Fig. 24 1.). 

De  l’un  des  angles  C , je  mène  des  droites  aux  angles  oppofés , 
ce  qui  divife  la  figure  en  triangles:  je  mefure  chacun  de  ces  trian- 
gles, 6c  leur  fomme  me  donne  la  valeur  de  la  figure. 

3Po.  Proposition  LXXXVIII.  Les  ReHangles , les  ParaUlo- 
fframmes  tes  Triangles  ,fint  en  rai  fon  compofée  de  la  raifon  de  leurs 
hauteurs  , de  celle  de  leurs  bafes. 

Soient  comme  dans  la  Figure  242,  deux  reûangles,  dont  la 
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hauteur  del’un  eft  a , la  bafe  b , la  hauteur  de  l’autre  c , & la  bafe  d ; 
je  compare  la  hauteur  du  premier  à la  hauteur  du  fécond  , ôc  la 
bafe  à la  bafe,  ce  qui  me  donne  les  deux  Raifons  a,c\b , d,  je  fais 
la  raifon  compofée  de- ces  deux  rayons,  & j’ai  ab , cd.  Or,  le 
premier  terme  ab  de  cette  raifon  , dtant  le  produit  de  la  hauteur 
du  premier  rcclangle  par  fa  bafe,  eft  égal  à ce  rectangle , & par 
la  même  raifon  le  fécond  terme  cd  eft  égal  au  fécond  rectangle; 
donc  les  deux  reêtangles  font  en  raifon  compofée  de  la  raifon  de 
leurs  hauteurs,  & de  celle  de  leurs  bafes. 

Les  paralellogrammes  étant  égaux  aux  reélangles  de  même  bafe 
& de  même  hauteur  , font  donc  aufti  en  raifon  compofée  de  la 
raifon  de  leurs  hauteurs,  & de  celle  de  leurs  bafes  ; & il  faut  dire 
la  même  chofe  des  triangles,  à caufe  qu’ils  font  moitiés  des  rec- 
tangles de  même  hauteur  & de  même  bafe. 

3pi.  Problème.  Sur  un  coté  donné  ab , conjîruire  une  Figure 
Jemblable  à une  Figure  donnée  ABCDE  (Fig.  243.). 

De  l’un  des  angles  A de  la  Figure  donnée , je  mene  des  droi- 
tes AC,  AD  aux  angles  oppofés  ; aux  extrémités  , ê de  la  droite 
donnée  ab,  je  fais  les  angles  cab , cba  égaux  chacun  à chacun  aux 
angles  CAB,  CBA  , & par  conféquent  le  triangle  cab  eft  fem- 
blablc  au  triangle  CAB  ; je  fais  aux  extrémités  <1 , e de  la  droite 
ac  les  angles  dac , dca , égaux  chacun  à chacun  aux  angles  DAC , 
DCA,&  le  triangle  dac  eft  aulli  femblable  au  triangle  DAC. 
Enfin , je  fais  aux  extrémités  d de  la  droite  ad  les  angles  eady 
eda,  égaux  chacun  à chacun  aux  angles  EAD,  EDA,  & le  trian- 
gle ead  eft  femblable  au  triangle  EAD  ; ainfi  les  Figures  abede , 
ABCDE  étant  compofées  d’un  même  nombre  de  triangles  fem- 
blables  chacun  à chacun  , font  femblables  entr’elles  ( N.  1 54.  ). 

392.  Proposition  LXXXIX.  Les  Figures  femblables  /ont  en- 
tr  elles  comme  les  quarrés  de  leurs  cotés  homologues  ou  des  lignes  fem- 
blablement  pofées.  . 

Soient  comme  dans  la  Figure  244,  deux  retlangles  fembla- 
bles , enforte qu’on  ait  <r.  b ::  c.  d-,  je  fais  le  quarré aa  de  la  hau- 
teur a du  premier , & le  quarré  cc  de  la  hauteur  c du  fécond.  Or , 
le  quarré  aa  ayant  même  hauteur  que  le  premier  redangle  ab  ; 
ces  deux  Figuresfont  cntr’elles comme  leurs  bafesrt,ê(A'.373.); 
donc  aa.  ab  a.  b -,  àc.  par  la  même  raifon , nous  avons  cc.  cd  : : 
c.  d ; mais  les  raifons  a,b-,c,d,  font  égales  à caufe  des  redangics 
femblables  ab , cd,  donc  les  raifons  aa,  ab  , cc,  cd  font  autli 
dgales , & partant  nous  avons  aa.  ab  : : cc.  cd,  ou  aa.  cc  y.  ab.  cd  ; 
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ce  qui  fait  voir  que  les  redangles  ab  , cd  font  entr’cux  comme  les 

quarrés  aa , cc  de  leurs  côtés  homologues  a &c  c.- 

Or,  à caufe  de  la  fimilitude  des  Figures  ab ,cd,  nous  avons 
a.  c ::  b.  d,  donc  aa.  cc  : : bb.  dd , mais  les  deux  redangles  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  aa,  cc  de  leurs  hauteurs  ; donc  ils 
font  auffi  comme  les  quarrés  bb , dd  de  leurs  bafes , 6c  on  démon- 
trera de  la  même  façon  qu’ils  font  comme  les  quarrés  des  lignes 
femblablement  pofées,  à caufe  que  ces  lignes  font entr’elles  com- 
me les  bafes,  ou  comme  les  hauteurs  (A^.  ‘ 

Les  paralellogrammcs«femblables  étant  égaux  aux  redangles 
de  même  hauteur  ôc  de  même  bafe , font  donc  aufli  entr  eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  , ou  des  lignes 
femblablement  pofées , Ôc  il  faut  dire  la  même  chofe  des  trian- 
gles femblables , à caufe  qu’ils  font  moitiés  des  redangles  de  mê- 
me hauteur  ôc  de  même  bafe.  ’ 

Quant  aux  Polygones  femblables  réguliers  ou  irréguliers  ; il 
eft  clair  que  ces  Figures  étant  compofées  d’un  même  nombre 
de  triangles  femblables  chacun  à chacun  , tous  ces  triangles  fe- 
ront entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes,  ôcc.  Par  exem- 
ple, dans  la  Figure  243  les  triangles  ABC , aie  feront  entr’eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  BC,Ar,  de  même  les  trian- 
gles ACD , acd  feront  entt’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes 
CD , cd , ou  comme  les  quarrés  des  bafes  BC , bc  à caufe  de  BC. 
bc  : : CD.  cd,  ôc  ainfi  de  fuite  , ôc  par  conféquent  les  Figures 
feront  auflTt  entr’elles  comme  les  quarrés  de  BC , bc  ,o\i  de  CD, 
cd,  ôcc. 

Enfin , les  Cercles  étant  des  polygones,  font  entr’eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  diamètres,  ôcc. 

3P3.  Proposition  XC.  Si  trois  lignes  a , b,  c,  (Fig.  24y.  ) 
font  en  proportion  continue , le  quatre  de  la  première  ejl  au  quatre  de 
la  fécondé  , comme  la  première  eft  à la  troifiéme.  • 

Je  fais  le  redanglc  ab  de  la  première  par  la  fécondé,  ôc  j’y 
ajoute  le  quarré  aa  de  la  première.  Je  fais  de  même  le  redangle 
bc  de  la  fécondé  par  la  troifiéme , ôc  j’y  ajoute  le  quarré  bb  de  la 
fécondé.  Le  quarré  aa  6c  le  reélanglc  ayant  même  hauteur, 
font  entr’eux  comme  leurs  bafes  a Sa  b , donc  aa.  ab  a.  b , èc 
par  la  même  raifon  bb.  bc  ::  b.  c;  mais  les  raifons  a,  b,  &tb ,c 
font  égales  par  la  fuppofition  ; donc  aa.  ab  ; : bb.  bc , ou  aa.  bb  : : 
ab.  bc  ; ôc  les  rectangles  ab , bc , ayant  une  dimenfion  commu- 
ne b font  entr’eux  comme  leurs  dimenfions  inégales  a,c\  donc 
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ab.  bc  : \ a,  c , Sx.  par  conféquent  »a.  bb  a.  c , es  qui  fait  voir 
que  le  quarré  de  la  première  ligne  a eft  au  quarré  de  la  fécondé , 
comme  la  première  eft  à la  troifiéme. 

394.  Remarque.  J’aurois  pû  démontrer  ces  propofitions  de  la 
même  fa<^on  que  )e  l’ai  fait  dans  l’Algebre  ; mais  j’ai  été  bien  aife 
de  faire  voir  qu’on  peut  tirer  les  vérités  Géométriques  des  prin- 
cipes les  plus  fimples  de  cette  fcience  d'une  maniéré  même  plus 
naturelle  qu’on  ne  le  feroit  par  l’ Algèbre. 

39J.  Proposition  XCI.  Si  fur  Us  trois  eStés  d'un  triangle  rec- 
tangle ABC  (Fig. 247. ) on  confirait  trois  Figures femblables , la  Fi- 
gure AHLC  faite  fur  Phypothenufe  AC  ejl  égale  aux  deux  autres 
ADEB,  BFGC  faite  fur  les  deux  autres  côtés  AB , BC. 

Les  trois  Figures  étant  femblables , font  entr’elles  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AC,  AB,  BC,  mais  le  quar- 
ré de  AC  eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés  AB,  BC 
{N,  171.), donc  la  Figure  AHLC  cftégale-aux  deux  autres. 

3p5.  Corollaire.  Si  fur  les  trois  cotés  AC , AB,  BC  (Fig.247.) 
du  triangle  reÜangle  ABC,  0»  décrit  des  AEBRC,  AHB, 

BSC,  le  triangle  ABC  égal  aux  deux  portions  de  cercles  AHBE  , 
BSRC  , quon  nomme  communément  Lunules. 

I^e.s  demi-cercles  étant  femblables , font  entr’eux  comme  les 
quarrés  de  leurs  diamètres  (N.^Ç2.) , & par  conféquent  le  demi- 
cercle  AEBRC  eft  égal  aux  deux  autres,  ôc  retranchant  de  part 
& d’autre  les  fegmens  communs  AEB,  BRC , il  refte  le  trian- 
gle ABC  égal  aux  deux  Lunules. 

397.  Corollaire  IL  Si  le  triangle  reSlangle  ABC  (Fig.  248.) 
efl  ifofeeUf  chaque  Lunule  ejl  égale  à la  moitié  du  triangle  ABC, 
c ejl-à-dire  qtPen  abaijfant  du  fommet  B la  perpendiculaire  BT  , la  Lu- 
nule AHBE  efi  égale  au  triangle  ABT , & la  Lunule  BSCR  égale 
au  triangle  BTC.  Les  deux  demi-cercles  AHB , BSC  font  égaux 
à caufe  des  diamètres  égaux  AB,  BC  , ôc  les  fegmens  AEB  , 
BRC  font  auffi  égaux  à caufe  des  cordes  égales  AB , BC  i retran- 
chant donc  des  deux  petits  demi-cercles  les  deux  fegmens  , les 
deux  Lunules  reftantes  feront  égales.  Or,  ces  deux  Lunules  font 
^ales  au  triangle  ABC,  donc  chacune  d’elles  vaut  la  moitié  de 
ce  triangle. 

398.  Remarque.  Ce  n’eft  que  dans  le  cas  où  le  triangle  rec- 
tangle ABC  eft  ifofcele , qu’on  peut  trouver  en  particulier  la  va- 
leur de  chaque  Lunule  , ôc  alors  l’une  ou  l’autre  de  ces  Lunu- 
les fe  nomme  Lunule  d’ Flypocrate , fameux  Mathématicien,  qui 
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vivolt  du  tcms  des  Grecs  , 6c  <}ui  le  premier  en  a trouvé  la  qua- 
drature ; or,  dans  cetre  Lunule,  il  faur  obfervcr  que  le  quart  de 
cercle  BTCR  efl  égal  au  demi-cercle  BSC , car  le  triangle  BTC 
étant  égal  à la  Lunule  BSCR  ; fi  on  ajoute  de  part  ôc  d’autre  le 
fegment  BRC , on  aura  le  quart  de  cercle  BTCR  égal  au  demi- 
cercle  BSC.  Et  de-là,  IP'tJlhon  , célébré  Anglois , a trouvé  le 
moyen  de  diviler  la  Lunule  d’Hypocrate  en  telles  parties  qu'on 
voudra,  ainfi  qu’on  va  voir  dans  le  Problème  fuivanr. 

PROBLEME.  Divifer  la  Lunule  cf Hypocrate  BSCR  en  tel 
nombre  de  parties  que  [ûnvoudra[¥\g. 

Du  centre  T du  quart  de  cercle  , je  mene  par  le  centre  O du 
demi-cercle  la  droite  TS  qui  divife  la  Lunule  en  deux  parties 
BSR,  RSC  ; ainfi  fuppofé  qu’on  veuille  la  divifer  en  quatre  par- 
ties égales  , je  divife  le  diamètre  BC  en  quatre  parties  égales , 

& des  points  de  divifion , j’éleve  des  perpendiculaires  MP,  ZY, 

fjuis  des  points  P , Y , menant  les  droites  PT , YT , qui  coupent 
a circonférence  du  quart  de  cercle  aux  points  H , V,  je  dis  que 
les  parties  de  Lunule  SRHP,  SRVY  en  font  chacune  le  quart , 
ce  que  je  démontre  ainfi: 

Je  mene  les  droites  OP,  TM,  6c  à caufe  des  paralellesPM  , 

ST , les  triangles  PMO,  PMT  qui  ont  la  même  bafe  PM,  6c  . 
qui  font  entre  deux  paralelles  font  égaux  {N.  974.),  6c  retran- 
chant de  part  6c  d’autre  la  partie  commune  PXM , il  relie  le  trian- 
gle POX  égal  au  triangle  MXT. 

Dans  le  triangle  ifofcele  POT  , l’angle  extérieur  POS  érant 
égal  aux  deux  intérieurs  oppofés , eft  par  conféquent  double  de 
l’angle  OTP;  or,  à caufe  que  le  quart  de  cercle  BTCR  eft  égal 
au  demi-cercle  BSC  , il  s’enfuit  que  le  cercle  entier  du  rayon 
BT  eft  double  du  cercle  enrier  du  rayon  OB,  6c  que  par  confé- 
quent le  fecleur  SOP  du  demi-cercle  eft  égal  au  fedeur  RTH 
du  quart  de  cercle , à caufe  de  l’angle  SOP  double  de  l’angle 
RTH.  Retranchant  donc  de  ces  deux  fedeurs  la  partie  commu- 
ne ORL  , le  refte  SRLP  eft  égal  au  refte  LOTH , 6c  ajoutant 
PLH  de  part  6c  d’autre  , j’ai  SRHP  égal  au  triangle  POT , ou 
aux  deux  triangles  POX,  OXT  , 6c  enfin  mettant  au  lieu  du 
triangle  POX , le  triangle  XMT  qui  lui  eft  égal  ; nous  avons 
SRHP  égal  au  triangle  OTM  ; mais  le  triangle  OMT  ayant  la 
même  hauteur  OT  que  le  triangle  BTC,  n’eft  que  le  quart  de 
ce  triangle,  à caufe  que  fa  bafe  OM  eft  le  quart  de  la  bafé  BC 
( N.  31 6.)  y donc  la  partie  SRHP  eft  égale  au  quart  du  triangle 
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PTC,  ou  au  quart  de  la  Lunule  BSCR , laquelle  eft  égale  au 
triangle  BTC. 

400.  Problème.  Trouver  un  quarré  égal  à plu/leurs  quarrés 
donnés,  ou  une  Figure femblable  & égale  à plusieurs  f/gures  femblables 

(Fig.  2 f O.). 

Suppofons  que  les  droites  AB , BC  foient  les  côtés  des  deux 
premiers  quarrés  donnés  ; je  leur  fais  faire  Uh  angle  droit  ABC  , 
& menant  la  droite  AC  , j'ai  le  triangle  rectangle  ABC,  dans 
lequel  le  quarré  de  AC  e(t  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés 
ABjBC  {N.  17 1.);  je  prens  le  côté  CD  du  troifiéme  quarré 
donné , fie  lui  faifant  faire  un  angle  droit  ACD  avec  AC  î je  mene 
la  droite  AD , ce  qui  me  donne  un  autre  triangle  rectangle  ACD , 
dans  lequel  le  quarré  de  AD  eft  égal  aux  quarrés  de  AC  fit  de 
DC,  mais  le  quarré  de  AC  eft  égal  aux  quarrés  de  AB , BC , donc 
le  quarré  de  AD  eft  égal  aux  trois  premiers  quarrés  donnés  , fit 
continuant  de  la  même  façon , je  trouverai  le  quarré  de  AE  égal 
aux  quatre  premiers  quarrés  donnés  ; faifant  donc  le  quarré  de 
AE  , j’aurai  ce  qu’on  demande,  fit  ainft  des  autres. 

Et  fi  l’on  demandoit  une  Figure  femblable  fit  égale  à plufieurs 
Figures  femblables , je  mettrois  au  lieu  des  droites  AB , BC  , 
CD  , DE , fit  les  côtés  homologues  de  ces  Figures  , après  quoi 
la  Figure  femblable  faite  fur  AE  feroit  égale  aux  quatre  Figures 
données , fitc.  à caufe  que  les  Figures  femblables  font  entr’elles 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues. 

401.  Proposition  ys-Cil.  Si  Nnmene dans  un  cercle  \ .) 

deux  diamètres  AC , BD  qui  faffent  entr  eux  un  angle  aigu,  que 
de  leurs  extrémités  A , B on  mene  des  tangentes  A V , BR,  qui fe  termi- 
nent aux  diamctres , er  qui  fe  coupent  en  H.  Je  dis  i que  les  trian- 
gles A VO  , BKO  faits  par  les  deux  diamètres , avec  chacune  des  tan- 
gentes font  égaux.  2°.  Otte  les  triangles  AHR , EHY/n/rr  par  les 
langrentes  avec  chaque  diamètre  font  auffi  égaux. 

A caufe  des  tangentes  perpendiculaires  fur  les  diamètres  aux. 
points  A , B les  triangles  AVO , BRO  font  reétangles , fit  à caufe 
de  l’angle  aigu  O commun  , fit  du  côté  AO  égal  au  côté  BO, 
ces  deux  triangles  font  égaux  ( A^.  100,).  Ce  qu’il  falloir  1°.  dé- 
montrer. 

Retranchant  donc  des  deux  triangles  égaux  AVO,  BRO  le 
trapezoide  commun  AHBO,  le  reftevHB  eft  égal  au  refte  RH  A. 
Ce  qu’il  falloir  2°.  démontrer. 

402.  Corollaire.  Si  des  extrémités  A , B diamètres , on  mene 
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des  perpendiculaires  AX , BF  fur  les  diamètres  oppops , le  triangle 
AS 'A  fait  entre  les  diamètres  par  tune  des  perpendiculaires  AX  , dr 
la  tangente  AV  menée  du  même  point  A ejlégal  au  trapezoïde  AXBR 
fait  entre  les  diamètres  par  la  même  perpendiculaire  ÀX  , t autre 

tangente  BR. 

Par  la  PrOTofition  précédente , le  triangle  VHB  eft  égal  au 
triangle  AHR . ajouamt  donc  à chacun  de  ces  triangles  le  trape* 
zoïde  commun  AHBX,  on  aura  AVX  = BRAX. 

403.  Proposition  XCIII.  Pofant  que  les  deux  diamètres 
AC, BD  (Fig.  aya.)  f oient  donnés  avec  leurs  tangentes  AV , BR  ; 
ft  dt  un  point  quelconque  S pris  fur  la  circonférence , on  mene  entre  les 
diamètres  deux  droites  LZ , MT  paralelles  aux  tangentes  AV , BR  ; 
le  triangle  LST  fait  par  ces  deux  paralelles  avec  (un  des  diamètres 
prolongé  en  V,  ^ égal  au  trapezoïde  BRMT  fait  par  la  tangente 
BR  de  ce  diamètre  DBV,  & faparalelle  MT  ; & le  triangle  MSZ 
fait  par  les  mêmes  paralelles  avec  Faune  diamètre  CAR  ejl  égal  au 
napezoïde  AVLZ  fait  par  la  tangente  AV  de  ce  diamètre  &fapa~ 
râtelle. 

Du  point  A , je  mene  AX  perpendiculaire  fur  DB , & j’ai 
AVX=  BRAX  ( A^.  40a.  ).  Or,  a caufe  de  la  perpendiculaire 
AX  paralelle  à la  tangente  RB,  & à fa  paralelle  MT,  & de  LZ 
paralelle  à AV , les  triangles  VAX , LST  font  femblables  & font 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  [N.  3pa.)  y 

donc  VAX.  LST  ::  AX.  ST.  Mais  par  la  propriété  du  cercle, 

nous  avons  AX=BO*  — XÔ  {N.  384.  ) , & ST  = BO* — TO ; 

donc  VAX.  LST  : : BO — XO.  BO — TO  ; or , les  triangles 
BRO,  TMO,  XAO  étant  femblables  font  entPcux  comme  les 

quarrés  BO,  TO , XO  de  leurs  côtés  homologues  BO,  TO, 
XO  ( N.  393.  ) ; mettant  donc  les  triangles  au  lieu  des  quarrés , 
nous  aurons  VAX.  LST  ::  BRO  — XAO.  BRO  — TMO  ou 
VAX.  LST  ::BRAX.  BRMT  ; mais  l’antecédent  VAX  cil  égal 
à l’antecédent  BRAX , donc  le  conféquent  LST  eft  égal  au  con- 
féqucnt  BRMT , & on  prouvera  la  même  chofe  toutes  les  fois 
que  la  paralelle  ST  coupera  le  diamètre  BD  entre  le  centre  O & 
le  point  B. 

Mais  fi  le  point  Q d’où  l’on  mene  les  droites  QL , QE  para- 
lelles aux  tangentes  AV , BR  eft  tellement  pofé  que  la  paralelle 
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QE  coupe  le  diaoiétre  BD  en  deflbus  de  O.  Je  mené  à l’extré- 
mité D la  tangente  DF  qui  coupe  RC  prolongé  en  F,  & com- 
me le  triangle  LQP  fait  par  les  deux  paralelles  avec  le  diamètre 
BD  cft  encore  femblable  au  triangle  VAX  ; j’aî  de  même  VAX. 

LQP  ::  AX.  QP  ::  BO — XO.  OD — OP , & au  lieu  des  quar- 
rés  mettant  les  triangles  BRO , AXO  , ODF , OPE  , qui  font 
entr’eux  commé  ces  quartés,  nous  aurons  VAX.  LQP  : : BRO 
—AXO.  ODF  — OPE,  c’eft-à-dire  VAX.  LQP  ::  BRAX. 
DFEP,  mais  VAX  = BRAX,  donc  LQP  = DFEP  ; ainfi  le 
triangle  LQP  fait  avec  le  diamètre  BD  par  les  paralelles  QL  , 
QE  menées  du  point  Q , eft  toujours  égal  au  trapezoïde  DFEP 
fait  par  ces  mêmes  paralelles  avec  la  tangente  DF,  & ce  feroit 
encor*  la  même  chofe  fi  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles 
aux  tangentes,  étoit  pris  fur  la  demi- circonférence  BCD.  Ce 
qu’il  falloir  1°.  démontrer. 

Maintenant  pour  démontrer  que  le  triangle  MSZ  fait  avec 
l’autre  diamètre  AC  par  les  paralelles  LZ,  MT  eft  égal  au  trape- 
zoïde AV  LZ  fait  par  la  tangente  AV  de  ce  diamètre  & fa  para- 
lelle  LZ.  Je  n’aurois  qu’à  mener  du  fommét  B de  l’autre  diamè- 
tre une  perpendiculaire  B3  fur  AC , & achever  le  refte,  comme 
ci-delfus  ; mais  comme  cette  démonftiation  ne  réufTiroit  pas  par 
rapport  aux  Seétions  Coniques  que  ceci  concerne  ; voici  une 
autre  démonftration  qui  fera  commune  aux  Seélions  Coniques  , 
& au  Cercle. 

Nous  avons  VAX  = BRAX  {N.  402.) , & retranchant  de 
VAX  le  triangle  LST,  ôc  de  BRAX,  le  trapezoïde  BRMT 
égal  au  triangle  LST  , comme  on  vient  de  voir  ; jnous  aurons 
A V LSTX  = MTX  A^  6c  retranchant  la  partie  commune  STXa , 
nous  aurons  AVLa  = MS2A,  ôc  ajoutant  de  part  6c  d’autre  le 
triangle  AaZ , aous  aurons  enfin  AVLZ  = MSZ. 

Si  le  point  Q d’où  les  paralelles  QL , QE  aux  tangentes  font 
menées,  eft  tellement  pofé  ^e  la  patalelle  foit  en-deflbus  du 
centre  O,  je  mene  du  point  D une  tangente  KDF  qui  coupe 
AC  prolongé  en  F , ôc  la  tangente  AV  prolongée  en  K ; les 
triangles  rcdanglcs  BRO , DOF  font  femblables  6c  égaux  à cau- 
fe  de  BO=  OD,  ôc  des  artglcs  fur  BO  égaux  chacun  à chacun 
aux  angles  fur  DO.  Or,  le  triangle  BRO  eft  égal  au  triangle 
A\0{N.  401.);  donc  AVO==FOD  , Ôc  ajoutant  de  part  ôc 
d!autre  le  trapèze  AKDO,  nous  avons  VKD  ==  AKF,  ôc  retran- 
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chant  de  VKD  le  triangle  LQP , & de  ARF  le  trapezoïde  PEFD 
égal  au  triangle  LQP,  comme  on  a vû  ci-dcflus  ; il  refte 
VLQPDK=AEPDK  ; enfin  [retranchant  de  part  & d’autre  la 
partie  commune  AKDPQZ,  nous  aurons  VAZLi=ZQE,  c’eft- 
a-dire  le  triangle  ZQE  fait  par  les  paralelles  mondes  du  point 
Q,  avec  le  diamètre  AC  égal  au  trapezoïde  AVLZ  f»ît  par  la 
tangente  AV  de  ce  diamètre  & fa  paralelle. 

' Si  le  point  Q d’où  l’on  mène  des  paralelles  aux  tangentes  ètoit 
fur  la  demi-circonfèrence  BCT  ( Fig.  2J5O  > façon  que  la  pa- 
ralelle QT  coupât  le  diamètre  BD  en-deflus  de  O , la  fimilitude 
des  triangles  QTL,  VAX,  feroit  conclure  comme  auparavant 
que  le  triangle  TLQ  fait  avec  le  diamètre  BD  eft  égal  au  trape- 
zoïde BRMT,  puis  menant  du  point  C la  tangente  CK  qui  coupe 
BD  en  r,  & MA  en  K,  on  trouveroit  aifèment , comme  on  vient 
de  voir , que  le  triangle  QME  fait  avec  l’autre  diamètre  eft  égal 
au  trapezoïde  ELtC  fait  par  la  tangente  Cr  de  ce  diamètre , ôc 
fa  paralelle. 

Enfin , la  Figure  254  fait  voir  que  fi  le  point  Q ètoit  fur  la  demi- 
circonfèrence  BCD,  6c  que  la  paralelle  QT  coupât  BD  en-def- 
fous  de  O , il  faudroit  faire  de  ce  côté  ce  qu’on  a fait  de  l’autre 
dans  la  Figure  25  a.  Ce  qu’il  falloir  2“.  démontrer. 

REMARQirE.  Cette  Propofition  6c  la  précédente  , fonteflTentiel-. 
les  pour  les  Secüons  Coniques,  6c  j’avertis  d’avance  que  pourvu 
qu’on  fçache  bien  ceci , 6c  ce  que  nous  avons  dit  touchant  le 
Cercle , on  fera  furpris  quand  on  viendra  aux  Serions  Coniques, 
de  voir  que  l’étude' de  ces  Courbes  ne  fera  plus  qu’une  applica- 
tion naturelle  des  principes  les  plus  fimples. 

Du  changement  des  Figures  & de  leur  réduBion  de  grand 
en  petit  Ù'  de  petit  en  grand. 

40^ . Une  Figure  quelconque  ABCDEF  ( Fig.  282.  ) étant  donnée, 
faire  un  triangle  qui  lui  fait  égal. 

Je  retranche  de  la  Figure  un  triangle  ABC  par  la  diagonale 
AC  ; du  fommet  B , je  mene  la  droite  BP  paralelle  à AC  , juf- 
qu’à  ce  qu’elle  coupe  en  P,  l’un  des  côtés  AF  prolongé,  ce  qui 
me  donne  un  quadrilatère  PBCA  , dans  lequel  menant  l’autre 
diagonale  PC,  j’ai  deux  triangles  égaux  BAC,  CPAà  caufe  qu’ils 
ont  la  même  balè  CA , 6c  qu’ils  font  entre  les  deux  paralelles 
CA,  BP.  Retranchant  donc  de  la  Figure  donnée,  le  triangle 
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BAC , & fubftituant  en  fa  place  le  triangle  PAC , j’ai  la  figure 
PCDF  égale  à la  figure  donnée , & qui  a une  angle  de  moins. 

Je  coupe  le  triangle  DEF  par  la  diagonale  DF  ; du  fonimet  E 
de  ce  triangle,  je  mene  EH  paralelle  à DE,  jufqu’à  ce  qu’elle 
rencontre  le  côté  AF  prolongé  en  H;  ce  qui  me  donne  le  qua- 
drilatère P'DEH,  dans  lequel  menant  l’autre  diagonale  DH, 
J’ai  deux  triangles  égaux  P'ED , FHD , à caufe  qu’ils  ont  la  bafe 
commune  FD , & qu’ils  font  entre  deux  paralelles  ; retranchant 
donc  de  la  figure  PCDF  letiangle  FDE,  & mettant  en  fa  place 
le  triangle  FDH,  j’ai  la  figure  PCDH  égale  à la  figure  donnée 
& qui  a deux  angles  de  moins. 

Je  retranche  de  cette  figure  le  triangle  CDH  par  la  diagonale 
CH , & du  fommet  D de  ce  triangle  , je  mene  DR  paralelle  à 
CH  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  AF  prolongé  en  R , & menant 
la  droite  CR,  les  triangles  CDH  , CHR  qui  ont  la  même  bafe 
CH  6c  qui  font  entre  deux  paralelles , font  égaux  ; ainfi  mettant 
CHR  au  lieu  de  CDH  , j’ai  le  triangle  PCR  égal  à la  figure 
donnée. 

40J.  Problème.  Faire  un  reâangU  égal  âuntriangle  donné  ABC 
(Fig.ayy.) 

Du  fommet  B j’abaifie  la  perpendiculaire  BS  fur  la  bafe  AC; 
je  coupe  BS  en  deux  également  en  R,  ôc  avec  la  bafe  AC  ôc  la 
hauteur  SR , je  fais  le  rctlangle  AEDC,  lequel  eft  égal  au  trian- 
gle donné  ABC;  car  le  triangle  ABC  eft  égal  à fa  bafe  AG 
multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  BS  , c’eft-à-dire  par  SR, 
(M  î7y.)  ôc  le  rectangle  AEDC  eft  égal  au  même  produit. 

Ou  bien  je  coupe  la  bafe  AC  du  triangle  en  deux  également 
en  R,  {Fig.  2^6.)  6c  avec  la  moitié  AR  ôc  la  hauteur  BS  du 
triangle  , je  fais  un  reélangle  AEDR  lequel  eft  égal  au  triangle 
donné.  Car  le  reélangle  AEFC  de  même  hauteur  6c  de  même 
bafe  que  le  triangle , eft  double  du  triangle  ; or , les  rectangles 
AEDR,  AEFC  ayant  même  hauteur  AL,  font  entr’eux  connue 
leurs  bafes  AR  ; AC(A^.  37?.)  donc  AEDR  étant  la  moitié  de 
AEFC  , eft  pat  conféquent  égal  au  triangle. 

405.  Problème.  Un  triangle  ABC  étant  donné , (Fig.  2^7.) 
faire  un  paralellogramme  qui  lui  fiit  égal , dr  qui  ait  un  angle 
donné. 

Du  fommet  B , je  mene  EF  pataWle  à la  bafe  AC  ; je  fais  en 
A un  angle  CAE  égal  à l’angle  donné,  ôc  achevant  le  paralello- 
gramme AEFC,  je  coupe  AC  en  deux  également  en  P;  d’où  je 
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mene  PB  paralelle  à AE , ce  qui  donne  le  triangle  ABC  égal  au 
paralellogramnie  A EBP  ; car  les  paralellogrammes  AEBP  , 
AEFC  ayant  la  même  hauteur,  font  entr’eux  comme  leurs  bafes 
AP,  AC  ; c’eft-à-dire  le  paralellogramme  AEBP  eft  la  moitié  du 
paralellogramme  AEFC;  or,  le  triangle  ABC  eftaufli  la  moitié 
du  paralellogramme  AEFC  ; donc , ôcc. 

Ou  bien  je  coupe  le  côté  AE  en  deux  également  en  H , d’où 
je  mene  HR  paralelle  à AC,  ce  qui  me  donne  le  paralellagram- 
me'AHRC  égal  au  triangle  , à caufe  que  Pun  fie  l’autre  font  la 
moitié  du  paralellogramme  AEFC. 

407.  Problème.  Une  figure  quelconque  étant  donnée  j faire  un 
reSfangle  ou  un  paralellogramme  qui  lui  Joit  égal. 

Je  change  la  figure  en  un  triangle  qui  lui  foit  égal , (A^.  404.) 
fie  de  ce  triangle  je  fais  le  leâangle  ou  le  paralellogramme  requis 
(A'.  4oy.  405.) 

408.  Problème.  Faire  un  quatré  égal  à un  paralellogramme  ou  à 
un  triangle  ou  à une  figure  quelconque  donnée. 

Pour  faire  un  quarté  égal  au  paralellogramme  ABCD,  je  prens 
( Fig.  2j  8.  ) , je  prens  une  moyenne  proportionnelle  AE  entre  la 
hauteur  AB  ôc  la  bafe  AD,  fie  le  quarré  AF  fait  fur  cette  propor- 
tionnnelle  efi  égal  au  reâangle  ; car  puifque  nous  avons  AB. 

AE  ::  AE.  AD,  nous  avons  aufli  AE=ABxAD;  or  ABx  AD 
efi  le  paralellogramme  ; donc  le  quarré  AF  eft  égal  à ce  paralel- 
logramme. 

Si  la  figure  donnée  eft  un  triangle , je  prens  une  moyenne  pro- 
poriionelTe  entre  la  moitié  de  fa  hauteur  fie  fa  bafe,  fié  le  quané 
de  cette  moyenne  proportionnelle  étant  égal  au  produit  des  extrê- 
mes, eft  par  conféquent  égal  au  triangle  donné. 

Enfin  U la  figure  eft  un  polygone  régulier , je  la  réduis  en 
triangles , ôc  j’acheve  le  refte  comme  il  vient  d’être  dit. 

409.  Problème.  Changer  m triangle  en  un  autre  qui  ait  une  hau~ 
leur  donnée  ou  une  bafe  donnée. 

Soit  le  triangle  ABC  (F;g.  279.)  qu’on  demande  de  changer  . 
en  un  autre  qui  ait  la  hauteur  EH.  Je  cherche  une  quatrième 
proportionnelle  à la  hauteur  donnée  EH , à la  hauteur  BD  du 
triangle  ABC  ôc  à fa  bafe  AÇ  ; à l’extrémité  H de  la  hauteur  EH, 
j’éleve  la  perpendiculaire  KP,  que  je  fais  égale  à la  quatrième 
proportionnelle  trouvée,  ôc  menant  les  lignes  RE,  PE,  le  triangle 
REP  dont  la  hauteur  eft  EH,  eft  égal  au  triangle  donné  ABC  ; car 
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par  la  conflrnâion,  les  hauteurs  EH,  BD  de  ces  deux  triangles 
font  réciproques  aux  bafes  AC , RP  ; donc  les  deux  triangles  Ibnt 
égaux  (/v.  575.). 

Si  on  demande  ^ue  le  triangle  ABC  foit  changé  en  un  autre 
qui  ait  la  bafe  RP  ; je  cherche  une  quatrième  proportionnelle  à 
cette  bafe  RP , à la  bafe  AC  & à la  hauteur  BD , & élevant  fur 
RP  une  perpendiculaire  HE  que  je  fais  égale  à la  quatrième 
proportionnelle  trouvée;  je  mene  les  droites  RE,  £P  qui  me 
donnent  le  triangle  REP  égal  au  triangle  ABC , à caufe  des 
bafes  RP,  AC  réciproques  aux  hauteurs  BD.  EH  par  la  conf- 
truâion. 

41 0.  Corollaire.  On  changera  de  la  même  façon  un  rectangle 
OM  un  paralellogramme  en  un  autre  qui  ait  une  hauteur  ou  une 
donnée. 

411.  Corollaire.  De  même,  li  on  vouloir  changer  un  poly- 
gone quelconque  régulier  ou  irrégulier  en  un  triangle  qui  eût  une 
hauteur  ou  une  bafe  donnée , on  changeroit  d’abord  cette  hgure 
en  triangle,  {N.  404.  ) & on  changeroit  enfuite  ce  triangle  en  un 
autre  qui  eût  la  hauteur  ou  la  bafe  donnée , ôc  H on  vouloir  chan- 
ger le  polygone  en  un  reêlangle  ou  paralellogramme  qui  eût  une 
hauteur  ou  une  bafe  donnée , on  le  changeroit  d’abord  en  redan- 
gle  ou  en  paralellogramme,  {N.  407.)  après  quoi  on  changeroit 
ce  redangle  ou  ce  paralellogramme  en  un  autre  qui  eût  la  hauteur 
ou  la  bafe  donnée  {N.  410.). 

412.  Problème.  Faire  une  Figure  égale  â plufieurs  Figures 
données. 

Je  réduis  les  figures  données  en  triangles  (A^.  404.)  que  je 
fuppofe  être  le  triangle  ABC , EFD , HIL  -,  ( Fig.  260.  ) je  réduis 
ces  trois  triangles  une  même  hauteur  IM , {N.  409.)  ou  ce  qui 
revient  au  même , je  cherche  la  bafe  LP  qu’il  faut  donner  au 
triangle  ABC , afin  qu’il  puilTe  avoir  la  hauteur  IM  ; je  mets  cette 
bafe  en  ligne  droite  avec  la  bafe  HL , ôc  menant  la  droite  PI,  le 
triangle  PLIeft  égal  au  triangle  ABC , {N.  375.)  ôc  parconfé- 
quent  le  triangle  HlPeft  égal  aux  deux  HIL,  ABC.  Je  cherche 
de  même  la  bafe  PQ  qu’il  faut  donner  au  triangle  EFD,  afin 
qu’il  puiffe  avoir  la  hauteur  IM , ôc  mettant  cette  bafe  en  ligne 
droite  avec  HP , ôc  menant  la  droite  QI , le  triangle  PQI  efi 
égal  au  triangle  ÈFD  ; donc  le  triangle  entier  HIQ  efi  égal  aux 
trois  triangles , ôc  par  conféquenc  aux  trois  figures  données. 

413.  Problème.  Deux  figure  étant  données,  {Fig.  261.) 


58.1.  ELEMENS 

trouver  une  troiftème  figure  qui  Jon  fembiable  à la  première 
égale  à la  féconde  Q. 

Je  change  la  figure  X en  un  triangle  que  je  change  enfuite 
en  un  autre  AMB  qui  air  pour  bafe  le  côte  AB  ; je  change 
de  même  la  figure  Q en  un  triangle  BMP  qui  ait  la  même  hau- 
teur que  le  triangle  AjMB  ; ainli  le  triangle  AMP  eft  égal  aux  deux 
figures  données.  Je  décris  fur  AP  un  demi  cercle  APR  , & au 
point  B j’éleve  la  perpendiculaire  BR  fur  laquelle  je  conftruis  la 
figure  Y femblable  à la  figure  X , & je  dis  que  la  figure  Y ell  égale 
à la  figure  Q. 

Car  les  triangles  AMB , BMP  ayant  la  même  hauteur  , font 
entr’eux  comme  leur  bafes  ABj  BP  ; mais  AMB  = X & BMP 
= Q ; donc  X.  Q ::  AB.  BP  ; or,  les  figures  femblables  X , Y 

font  entr’elles  comme  les  quarrés  AB.  BR  de  leurs  côtés  homolo- 
gues AB,  BR,  (N.  Î92.)  & à caufe  que  dans  le  demi  cercle 
APR,  la  ligne  BR  eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  feg- 
ments  AB,  BP,  nous  avons  AB.  BR  ::  BR.  BP;  donc  nous 

avons  aulfi  AB.  BR  : ; AB.  BR , & par  conféquent  X.  Y : : AB. 
BP  ; mais  nous  venons  de  trouver  X.  Q : : AB.  BP  j donc  X.  Y 
: : X.  Q ; ce  qui  donne  Y = Q. 

414.  Corollaire.  On  peut  donc  par  ce  moyen  changer  plu- 
fieurs  figures  qui  ne  font  pas  femblables  entr’elles  en  un  même 
nombre  de  figures  toutes  femblables  à l’une  des  figures  données. 

415'.  Problème.  Le  côté  d'un  Polygone  régulier  étant  donné  y 
trouver  lePolygone. 

Soit  la  droite  AB  ( Fig.  262.)  fur  laquelle  on  demande  de  dé- 
crire un  pentagone  régulier , je  décris  un  cercle  avec  un  rayon 
quelconque  OM,  & dans  ce  cercle  j’inferis  un  pentagone  r 'gu- 
lier  que  je  divife  en  fes  cinq  triangles  égaux;  enfuite  fur  la  droite 
AB  je  conftruis  un  triangle  ARB  femblable  au  triangle  MON, 
en  faifant  les  angles  A , B égaux  chacun  à chacun  aux  angles  M , 
N ; enfin  du  fommet  R pris  pour  centre,  & avec  le  rayon  RA, 
je  décris  un  cercle  dans  lequel  portant  cinq  fois  la  corde  AB , j’ai 
le  pentagone  demandé.  Car  l’angle  ARB  égal  à l’ange  MON 
vaut  la  cinquième  partie  de  la  circonférence  A BVTX,  de  même 
que  l’angle  MON  , vaut  la  cinquième  partie  de  la  circonférence 
MNPQT. 

415.  Problème.  Changer  une  figure  quelconque  en  Polygone 
rcfulter. 

Je 
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Je  change  la  figure  donnde  en  un  triangle  que  je  fuppofe  être 
le  triangle  ABC;  ( Fig.  26^.)  je  divife  fa  bafc  AC  en  cinq  parties 
égales  , ôc  des  points  de  divifion  je  mené  au  fommet  les  droites 
DB,  EBj  &c.  qui  divifentle  triangle  en  cinq  triangles  égaux, 
à caufe  qu’ils  ont  tous  la  même  hauteur  ôc  les  bafes  égales.  Je 
décris  avec  un  rayon  quelconque  OR  un  cercle  dans  lequel  j’inf- 
cris  un  pentagone  que  je  divife  en  fes  cinq  triangles.  Je  fais  un 
triangle  TSV  femblable  à l’un  des  triangles  ROT  du  pentagone 
6c  égal  au  triangle  ABD  , cinquième  partie  du  triangle  ABC  , 
(A'i  41  J.)  ôc  du  fommet  V décrivant  un  cercle  avec  le  rayon  VT; 
je  porte  ST  cinq  fois  autour  de  la  circonférence , ce  qui  me  don- 
ne un  pentagone  égal  au  triangle  ABC  , ôc  par  conféquent  à la 
figure  donnée;  car  les  cinq  triangles  de  ce  pentagone  font  égaux 
aux  cinq  triangles  qui  compofent  le  triangle  ABC,  ôc  l’angle 
T VS  embrafle  la  cinquième  partie  de  la  circonférence  de  fon 
cercle  de  même  que  l’angle  ROT  fon  égal  embraffe  la  cinquième 
partie  de  la  circonférence  du  fien. 

417.  Proposition  XCIV.  Un  quadrilatère  quelconque  KECD 
( Fig.  26^.  ) étant  donné  avec  fes  diagonales  AC , BD  ,J»  l'on  divife 
t un  des  côtés  AB  deux  également  enK,  & que  de  ce  point  de  di- 
vifton  on  mene  la  droite  EB  paralelle  à tune  des  diagonales  AC  ; en- 
fui te  du  point  F la  droite  FG  paralelle  à t autre  diagonale  BD  , puis 
du  point  G la  droite  HG  paralelle  à la  diagonale  ÂC  , & enfin  du 
point  H la  droite  HE  paralelle  à la  diagonale  BD  ; je  dis  que  cette 
dernitre  paralelle  coupera  le  côté  AB  au  point  E qui  le  divife  en  deux 
également , & que  la  figure  EFGH  fera  an  paralellogramme  qui  fera 
la  moitié  du  quadrilatère  donné. 

Dans  le  triangle  ABC , les  bafes  AC  , EF  étant  paralelles , 
coupent  les  côtés  AB  , BC  proportionnellement  ; or , AB  eft 
coupé  en  deux  également  en  E ; donc  BC  eft  aufli  coupé  en  deux 
également  en  F.  Par  la  même  raifon , dans  le  triangle  BCD  dont 
les  bafes  BD , FG  font  paralelles , le  côté  CD  eft  coupé  en  deux 
également  en  G,  6c  dans  le  triangle  CDA  dont  les  deux  bafes 
AC  , GH  font  paralelles , le  côté  AD  eft  coupé  en  deux  égale- 
ment en  H ; ainfi  dans  le  triangle  ABD  la  ligne  HE  menée 
du  point  H paralellement  à la'bafe  , doit  couper  le  côté  AB  au 
point  E qui  le  divife  en  deux  également  : ce  qu’il  falloit,  1®. 
démontrer. 

Les  droites  EF,  HG  étant  paralelles  à la  même  droite  AC  , 
font  paralelles  entr’elles  ; par  la  même  raifon , les  droites  EH  > 
Tome  I.  C c c 
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FG  paralelles  à la  même  droite  BD,  font  paralelles  entr’elles  ; 
donc  la  figure  EFGH  cft  un  paralellogramme  ; ce  qu’il  falloir, 
démontrer. 

Les  triangles  femblables  ABC,  EBF  étant  cntr’eux  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AB,  EB  (A^.jp  2.)  qui  font  com- 
me 2 à 1 i il  s’enfuit  que  ces  deux  triangles  font  entr’eux  comme  4.  à 
1 ; c’eft-à-dire  le  triangle  EBF  eft  le  quart  du  triangle  ABC  , & 
par  la  même  raifon  HGD  eft  le  quart  du  triangle  ACD;  ainfiles 
deux  enfemblc  EBF,  HGD  font  le  quart  du  quadrilatère  ABCD, 
£c  on  prouvera  de  même  que  le  triangle  EAH  étant  le  quart  du 
triangle  BAD,  & le  triangle  FCG  , le  quart  du  triangle  BCD  i 
les  deux  enfemble  EAH,  FCG  font  aufli  le  quart  du  quadrila- 
tère ABCD  i retranchant  donc  du  quadrilatère  les  quatre  trian- 
gles EBF  , HDG,  EAH,  FCG  qui  valent  les  deux  quarts  ou 
la  moitié  du  quadrilatère;  le  refte,  c’eft-à-dire  le  paralellogram- 
me EFGH  fera  la  moitié  de  ce  quadrilatère. 

418.  Corollaire.  Si  le  quadrilatère  a un  de  fit  angks  rentrant 
{ Fig.  2 5y.  ) , on  démontrera  toujours  que  le  paralellogramme  EFGH 
en  ejl  la  moitié. 

Je  prolonge  les  paralelles  EH  , FG,  & la  diagonale  BD  juf- 
qu’à  ce  qu’elles  coupent  l’autre  diagonale  AC  aux  points  M,  N,  R, 
& je  prouverai , comme  ci-delTus,  que  le  triangle  EBF , eft  le 
quart  du  triangle  ABC,  que  le  triangle  AEMcft  le  quart  du  trian- 
gle ADR,  & le  triangle  CFN  , le  quart  du  triangle  BRC  , d’où 
il  fuit  que  les  trois  triangles  EBF,  AEM,  CFN  font  enfemble 
les  deux  quarts  ou  la  moitié  du  triangle  ABC  , & que  par  confé- 
quent  le  paralellogramme  reftant  EFNM  eft  la  moitié  de  ce  trian- 
gle ou  la  moitié  du  quadrilatère  ABCD , plus  la  moitié  du  trian- 
gle ADC , c’eft-à-dire  EFNM  = i ABCD  -+- i ADC. 

Or,  dans  le  triangle  ADC , les  trois  triangles  HDG , AHM , 
CGN  étant  égaux  à la  moitié  de  ce  triangle  , le  refte  HGNM 
vaut  l’autre  moitié,  & nous  avons  HGNM  ADC  ; mais  nous 
avons  trouvé  EFNAI  = -jABCD -H-fADC  ; retranchant  donc 
du  premier  membre  le  paralellogramme  HGNM,  ôc  de  l’autre 
ADC  qui  lui  eft  égal , nous  aurons  EFGH  = -jABCD. 

41p.  Proposition  XCV.  Une  Figure  quelconque  ABC 
( Fig.  266.  ) étant  donnée , fi  d’un  point  pris  en-dehors  ou  en-dedans  de 
la  higure  , onmene  les  droites  OA,  OC,  OB,  à tous  les  angles , & 
qu'ayant  divifé  F une  de  ces  droites  OA  en  raifon  quelconque  enE  ,on 
rnene  du  point  E ta  droite  EF  paratelle  à la  bafe  AC  du  triangle  AOC, 
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puis  du  point  F la  droite  FH  paralelle  à la  bafe  BC  du  triangle  fui- 
vant  COB , & ainfi  de  fuite  , la  dçrniere  paralelle  HE  pajfera  par  le 
point  la  Figure  EFH  formée  par  ces  paralelles  t jera  femblable 
à la  Figure  ABC. 

Dans  le  triangle  AOC , la  paralelle  EF  coupe  le  côté  OC  en 
meme  raifon  que  le  côté  Oa  , de  même  dans  le  triangle  COB 
la  paralelle  FH  coupe  le  côté  OB  en  même  raifon  que  le  côté 
OC , donc  OB  eft  coupé  en  H en  même  raifon  que  ÀO  eft  cou- 
pé en  Ej  & par  conféquent  la  paralelle  menée  du  point  H , doit 
palier  par  E.  Ce  qu’il  falloir  1°.  démontrer. 

Le  triangle  OEF  cft  femblable  au  triangle  OAC  à caufe  de 
l’angle  commun  O,  & des  bafes  EF,  AC  paralelles;  par  la  mê- 
me raifon  le  triangle  OFH  eft  femblable  au  triangle  OCB , 6c  le 
triangle  OHE  au  triangle  OBA,  donc  les  deux  Figures  ACB  , 
EFH  étant  compofées  d’un  égal  nombre  de  triangles  femblables 
font  aulfi  femblables  entr’elles. 

420.CoROLLAiRE.Si  le  point  Oétoit  pris  furie  circuit  de  laFigure 
{Fig.  257.),  on  démontreroit  de  la  même  façon  que  EF,  FH,  6cc. 
formeroient  une  Figure  EFHRS  femblable  à la  Figure  APBDC. 

421.  PROBLEME.  Une  Figure  ABCD  ( Fig.  258.)  étant  donnée, 
en  décrire  une  autre  femblable,  & qui  fait  avec  elle  en  telle  raifon  que 
F on  voudra. 

Je  prens  un  point  O , ou  dans  la  Figure  ou  en-dehors  ou  fur 
le  circuit , ou  enlîn  à l’un  des  angles  > de  ce  point,  je  mene  des 
droites  à tous  les  angles , ôc  fuppofant  qu’on  veuille  que  la  Fi- 
gure demandée  ne  foit  que  la  moitié  de  la  Figure  donnée,  je 
divife  l’une  des  droites  OA  en  deux  également  en  R ; je  cher- 
che une  moyenne  proportionnelle  OE , entre  OR  Ôc  OÀ , ôc  du 
point  E , je  mene  EH  paralelle  à AB,  puis  HS  paralelle  à CB  , 
ôc  ainfi  de  fuite , ce  qui  me  donne  la  Figure  EHSV  femblable  , 
ôc  moitié  de  la  Figure  donnée.  Car  ces  Figures  font  entr’elles 
comme  les  quarrés  des  lignes  OE,OA  femblablement  pofées 
{N.  3P2.),  mais  par  la conftruclion , nous  avons  OA.  OE  ::  OE. 

OR,  donc  OA.  OE  ::  OA.  OR  (A^.  3PJ.)  ; mais  OA  eft  dou- 
ble de  OR , donc  OA  eft  double  de  OE , ôc  par  conféquent  la 
Figure  donnée  eft  double  de  la  Figure  EHSV. 

Si  l’on  veut  que  la  Figure  EHSV  ( Fig.  26p.  ) foit  double  de 
la  Figure  donnée , je  prolonge  OA  en  R,  en  forte  que  AR  foit 
égal  à OA  î je  prens  une  moyenne  proportionnelle  OE  entre 

Çc  c ij^ 
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OA,  OR;  du  point  E,  je  mene  EH  paralclle  à AB  , ôcc.  & la 

Figure  EHSV  eft  double  delà  donnée;  carà  caufe  de  OA,  OE  :: 

OE.  OR , nous  avons  OA.  OE  : : OA.  OR  ::  1.2  ( M jp;.  ),  & 
par  conféquent  la  Figure  donnée  n’dl  que  la  moitié  de  la  Figure 
EHSV. 

Si  l’on  veut  que  la  Figure  EHSV  foit  à la  Figure  donnée  com- 
me une  ligne  MN  eft  à une  ligne  MP.  Je  cherche  une  quatriè- 
me proportionnelle  OR  aux  trois  lignes  MP,  MN,  OA,enfuite 
une  moyenne  proportionnelle  OE,  entre  OA  6c  OR,  6c  j’ache- 
ve  le  refte  , comme  ci-deflus , ce  qui  fe  démontre  de  la  même 
fa^on. 

422.  Remarque.  On  peut  abréger  beaucoup  l’opération  , en 
mettant  le  point  O fur  les  angles  de  la  Figure  ( Fig.  270.  ) , car 
alors  la  Figure  fe  trouve  divifée  en  deux  triangles  de  moins , 6c 
par  conféquent  il  y a moins  de  paralclles  à mener , l’une  6c  l’au- 
tre méthode  ont  leur  utilité  ; 6c  c’eft  par  leur  moyen  qu’on  réduit 
toutes  les  Figures  de  grand  en  petit,  ôc  de  petit  en  grand. 

423.  Problème.  Deux  quarrés  étant  donnés , en  trouver  tant 
d autres  que  l'on  voudra,  lefquels pris  deux  à deux , foi ent  égaux  aux 
deux  quarrés  donnés. 

Suppofons  que  les  droites  AB,  BC  {Fig.  271.)  foient  les  cô- 
tés des  deux  quarrés  donnés , je  leur  fais  faire  un  angle  droit 
ABC  , pu’s  menant  l’hypothenufe  AC  , je  décris  le  demi-cercle 
ABDC  qui  palTe  par  le  point  B,  puifque  l’angle  ABC  eft  droit  ; 
d’un  point  quelconque  D de  la  circonférence  , je  mené  deux 
droites A , DC  aux  extrémités  du  diamètre,  6c  par  conféquent 
l’angle  ADC  étant  aulli  droit,  les  quarrés  des  droites  AD,  DC 
pris  enfemble  font  égaux  au  quarré  de  leur  hypothenufe  AC  , 
mais  les  quarrés  des  droites  Ab , BC  pris  enfemble  font  aulli 

égaux  au  quarré  de  la  même  hypothenufe  ; donc  AD  -+-  DC 

= AB-+-BC;6c  comme  il  y a une  infinité  de  points  dans  le 
quart  de  circonférence  ABD , il  eft  vifible  qu’en  menant  de  cha- 
cun de  ces  points  deux  lignes  aux  extrémités  A , C du  diamè- 
tre , on  auroit  une  infinité  de  quarrés  , qui,  pris  deux  à deux,  fe- 
roient  égaux  aux  deux  quarrés  donnés. 

Quanta  tous  les  points  de  l’autre  quart  de  cercle  DC,  il  eft 
clair  que  toutes  les  lignes  que  l’on  meneroit  de  ces  points  aux 
extrémités  A , C feroient  les  mêmes  deux  à deux  que  celles  qui 
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auroient  été  menées  du  quart  de  cercle  ABD,  & que.parcon- 
féquent  leurs  quarrés  feroicnt  les  mêmes. 

424.  Corollaire,  ^uoi^uon  puijje  trouver  une  infinité  de  tjuar- 
rés  , qui , pris  deux  à deux , foient  égaux  , on  ne  trouvera  cependant 
jamais  que  leurs  Racines  prtfes  deux  à deux  foient  égales  ; mais  les 
deux  plus  grandes  feront  les  deux  égales  AD , DC , dr  les  autres  AB  , 
BC  jeront  d'autant  moindres  que  les  deux  égales  AD  , DC , quelles 
feront  plus  inégales  entr  elles. 

Si  l’on  veut  que  les  deux  inégales  AB , BC  prifcs  enfemble 
foient  égales  à la  fomme  des  deux  égales  AD , DC,  je  décris  du 
point  C,  & avec  le  rayon  CD,  l’arc  DE,  ce  qui  donne  CE=DC, 
& par  conféquent  BE  eft  l’excès  du  côté  BC  fut  le  côté  DC  ; 
de  même  du  point  A,  & avec  le  rayon  AB,  je  décris  l’arc  BR, 
ce  qui  donne  AB  = AR , 6c  par  eonféquent  DR  eft  l’excès  de 
AD  ou  DC  fon  égale  fur  AB.  Ainfi  , afin  que  les  deux  AB,  BC 
foient  égales  aux  deux  DC , DA , il  faut  que  l’excès  BE  dont  BC 
furpafle  DC  foit  égal  à l’excès  DR  dont  DA  furpafle  BA.  Cela 
pofé. 

Nous  avons  BC  = DC-+-BE , ôc  AB  = AD  — DR  = DC 
— BE,  à caufe  de  AD  = DC,  6c  de  DR  = BE  par  la  fuppofi- 

tion  ; donc  BC  = DC  -+-  2BE  x DC  -4-  BE , 6c  AB  = DC 

- J 

— 2BE  X DC  BE , 6c  ajoutant  enfemble  ces  deux  équations  , 

nous  aurons  BC  -H  AB  ==  2DC  H-  2BE  ; mais  les  quarrés  de 

AD  , DC,  font  ADh-DC=2DC,  donc  fi  la  fuppofition  étoit 
vraye  les  deux  quarrés  de  AB,  BC  pris  enfemble , furpafieroient 
la  fomme  des  quarrés  de  AD,  DC  de  deux  fois  le  quarré  de  BE  ; 
mais  il  eft  démontré  que  les  quarrés  de  AB , BC  ne  furpaffent 
pas  les  quarrés  de  AD , DC  î donc  en  fuppofant  les  racines  AB  , 
BC  égales  enfemble  aux  racines  AD,  DC,  on  les  fuppolé  trop 
grandes. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  les  deux  côtés  ou 
racines  AH,HC  font  enfemble /moindres  que  les  deux  AB,  BC 
. qui  font  moins  inégales  entr’elles. 

425.  Problème.  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  à deux  Fi- 
gures données. 

Si  les  deux  Figures  données  ne  font  pas  femblables , je  les  ré- 
duits en  triangles  de  même  hauteur  afin  qu’elles  foient  entr’elles 
comme  les  bafes  de  ces  triangles , puis  prenant  une  moyenne 
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proportionnelle  entre  ces  deux  bafes  , je  fais  fur  cette  moyenne 
proportionnelle  un  triangle  de  même  hauteur  que  les  deux  au- 
tres, & ce  triangle  eft  moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres, 
& par  confêquent  entre  les  deux  Figures  ; Ce  qui  eft  évident, 
puifque  les  triangles  de  même  hauteur  font  entr’eux  comme  leurs 
bafes , ôc  que  par  la  conftruûion  les  bafes  font  en  proportion 
continue. 

Mais  fi  les  deux  Figures  font  femblables,  je  prens  une  moyen- 
ne proportionnelle  entre  deux  de  leurs  côtés  homologues  , & 
fur  cette  moyenne  proportionnelle , je  décris  une  Figure  fem- 
blable,  laquelle  eft  aufli  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
autres , car  les  trois  côtés  homologues  étant  en  proportion  con- 
tinue , leuts  quarrés  le  feront  aufti.  Or , ces  Figures  font  entr’el- 
les  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues.  Donc,  ôcc. 

425.  PROBLEME.  Exprimer  en  lignes  la  Rai/bn  de  plufteurs 
Figures  données. 

Je  réduis  les  Figures  données  en  triangles  de  même  hauteur, 
& les  bafes  de  ces  triangles  expriment  la  raifon  des  Figures 
entr’elles. 

De  la  Géodefie  ou  diuifion  des  Figures  fur  le  Terrein. 

427.  Problème.  Divifer  un  triangle  en  tel  nombre  de  parties 
égales  ou  inégales  en  raifon  donnée  que  f on  voudra , par  des  lignes  me- 
nées de  la  bafe  au  fomtnet. 

Pour  divifer  le  triangle  ABC  ( Fig.  272.  ) en  trois  parties  éga- 
les ; je  divife  la  bafe  en  trois  parties  égales  aux  points  E , H , ôc 
de  ces  points  menant  au  fommet  les’droites  EB,  HB,  le  trian- 
gle fe  trouve  divifé  en  trois  triangles  égaux , à caufe  qu’ils  ont  la 
même  hauteur  ôc  les  bafes  égales  ( A''.  375.  ). 

Et  pour  divifer  le  même  triangle  en  trois  parties  qui  foient 
entr’elles  comme  les  trois  parties  RS,  SM,  MN  de  la  droite 
RN,  je  divife  la  bafe  en  même  raifon  que  la  droite  RN , ôc  fup- 
pofant  que  les  points  de  divifion  foient  les  points  E,  H,  je  mene 
des  droites  au  fommet’B  qui  divifentle  triangle  en  trois  qui  font 
entr’eux  comme  leurs  bafes , ôc  par  confêquent  comme  les  droi- 
tes RS,  SM,MN. 

428.  Problème.  Divifer  un  triangle  ABC  (Fig.  273.  ) en  autant 
de  parties  égales  ou  inégales  qu'on  voudra , par  des  lignes  menées  d'un 
point  O pris  fur  le  circuit  du  triangle. 
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Si  l’on  demande  trois  parties  égales,  je  divife'le  côté  BC  en 
trois  également  aux  points  D,  E , & le  triangle  ABC  fe  trouve 
divifé  en  trois  triangles  égaux  BAD,  DAE,  EAC.  Je  mene  la 
droite  OA,  & des  points  D,  E,les  droites  DR,  ES  paralellesà 
OA  ; enfin , du  point  O,  je  mène  les  droites  OR,  OS  qui  divi- 
fent  le  triangle  ABC  en  trois  parties  égales. 

Car  les  triangles  RDA , RDO  qui  ont  la  bafe  commune  RD, 
& qui  font  entre  les  paralelles  RD,  AO  font  égaux  {N.  574.), 
ajoutant  donc  à chacun  d’eux  la  partie  commune  RBD  , nous 
aurons  le  triangle  DAB  égal  au  triangle  ORB  ; mais  DAB  ell  le 
tiers  du  triangle  ABC  , donc  ORB  en  eft  aulli  le  tiers. 

De  même  les  triangles  ES  A,  ESO  qui  ont  la  bafe  commune 
ES , & qui  font  entre  les  paralelles  AO , SE  font  égaux  ; donc 
ajoutant  la  partie  commune  SEC  , les  triangles  ACE,  OSC  font 
égaux  ; mais  AEC  eft  le  tiers  du  triangle  ABC;  donc  OSC  en  eft 
aufti  le  tiers,  & par  conféquentle  quadrilatère ROSA  eft  le  tiers 
reftant. 

Et  fi  l’on  demande  que  les  trois  parties  foient  entr’elles  com- 
me les  parties  HP  , PQ , QT  de  la  droite  HT , je  divife  la  droite 
BC  en  même  raifon  que  la  droite  HT , & j’acheve  le  refte  conj- 
me  ci-deffus. 


42p.  Problème.  Divifer  un  triangle  ABC  ( Fig.  274.  ) en  autant 
de  parties  qu'on  voudra  égales  ou  inégalés  par  des  lignes  paralelles  à 
la  bafe  AC. 

Si  on  demande  qu’il  foit  divifé  en  trois  parties  égales,  je  divife 
le  côté  AB  en  trois  également  aux  points  E , R ; je  prens  une 
moyenne  proportionnelle  BH  entre  la  droite  BA  & fon  tiers  BE, 
& je  mene  HM  paralelle  à la  bafe.  Je  prens  de  môme  une  moyen- 
ne proportionnelle  BN  entre  la  droite  BA , & fes  deux  tiers 
BR,  & menant  la  droite  N P paralelle  à la  bafe,  le  triangle  ABC 
fe  trouve  divifé  en  trois  parties  égales  par  les  paralelles  HM , 
îslP. 


Car  les  triangles  femblables  BHM,  BAC  font  entr’eux  com- 
me les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  BH,  BA  ( N.  3pa.  ) ; 
or,  par  la  conftruôlion , nous  avons  BE.  BH  ::  BH.  BA,  donc 

B E.  BH::BE.BA;:  1.  3 (A^.jpj.),  & parconféquentletrian- 
gle  BHM  eft  le  tiers  du  triangle  BAC.  On  prouvera  de  même 
que  le  triangle  BNP  eft  les  deux  tiers  du  triangle  BAC;  d’où  il 
fuit  qu’en  retranchant  de  ce  triangle  le  triangle  BHM  , le  refte 
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HMNP  fera  auîfi  le  tiers  du  triangle , ôc  par  confdquent  le  trape- 
zoïde  NPGA  fera  le  tiers  reftanr. 

Si  on  demande  que  le  triangle  foit  divifii  en  trois  parties , qui 
foient  cntr’elles  comme  les  trois  parties  SQ , QT,TV  de  la 
droite  SV,  je  divife  le  côtd  BA  en  même  raifon  que  la  droite 
SV,  & j’acheve  le  relie,  comme  ci-deflus. 

4,0.  PROBLEME.  Divifer  un  triangle  ABC  (Fig.  27J  ) en  autant 
de  parties  égales  ou  inégales  qu'on  voudra , par  des  lignes  qui  partent 
d'un  même  point  dans  taire  qui  n'efl  pas  donné. 

Si  l’on  veut  que  le  triangle  foit  divifé  en  quatre  parties  égales, 
je  prens  AR  égal  à la  quatrième  partie  de  la  bafe  ; du  point  R , 
je  mène  la  droite  RV  paralelle  au  côté  AB,  je  divife  RV  en 
deux  également  en  O,  & menant  les  droites  OA , OB , le  trian- 
gle OAB  elUe  quart  du  triangle  ABC,  car  menant  la  droite  RB, 
les  triangles  ABO,  ABR  qui  ont  la  bafe  commune  AB  , 6c  qui 
font  entre  les  paralelles  AB,  RV  font  égaux;  mais  ABR  ell  le 
quart  du  triangle  ABC , à caufe  que  ces  deux  triangles  ont  la 
même  hauteur,  6c  que  la  bafe  AR  ell  le  quart  de  la  bafe  AC  ; 
donc  le  triangle  ABO  ell  aulTt  le  quart  du  triangle  ABC. 

Maintenant  le  trapezoide  reliant  AOBC  ell  les  trois  quarts  du 
triangle  ABC , 6c  par  conféquent,  il  faut  le  divifer  en  trois  par- 
ties égales.  Or,  dans  ce  trapezoide  les  triangles  ROC,  VOC 
qui  ont  les  bafes  RO , VO  égales  par  la  conllruélion  6c  la  même 
hauteur,  puifqu’ils  ont  le  fommet  en  C font  égaux,  6c  les  trian- 
gles AOR , BOV  qui  ont  aulTi  les  bafes  égales,  6c  qui  font  entre 
les  paralelles  AB , RV  font  aulli  égaux  ; donc  les  triangles  AOC, 
BOC  font  égaux  entr’eux  ; c’ell  pourquoi  divifant  chacune  de 
leurs  bafes  en  trois  parties,  6c  menant  des  points  de  divifion  des 
droites  au  point  O,  j’ai  fix  parties  égales,  lefquelles  prifes  deux 
à deux  en  donnent  trois  AOS , SOTC , BOT  qui  font  chacune 
le  quart  du  triangle  ABC. 

Si  on  veut  que  le  triangle  foit  divifé  en  quatre  parties  qui  foient 
cntr’elles  comme  les  parties  MN , NP  PQ  , QX  de  la  droite 
MX  , je  prens  fur  la  bafe  AC  une  partie  AR , enforte  que  j’aye 
AR.  AC  ::  MN.  NX,  6c  achevant  le  relie,  comme  ct-delTus, 
le  triangle  ABO  ell  au  triangle  total  ABC , comme  MN  cil  à 
MX,  6c  il  ne  relie  plus  qu’à  divifer  le  trapezoide  AOBC  en  trois 
parties  qui  foient  cntr’elles  comme  les  autres  parties  NP,  PQ, 
QX  de  la  droite  MX  , par  le  point  O pris  fur  fon  circuit  5 6c  c’eft 
ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le  Problème  fuivant. 

43  I. 
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431.  Problème.  Divijer  une  Figure  quelconque  ABCDE 
( Fig.  275.  ) en  tant  de  parties  que  t on  voudra  égales  ou  inégales p>ar 
des  lignes  menées  d un  point  O pris  fur  le  circuit. 

Si  l’on  veut  que  la  Figure  foit  divifée  en  trois  parties  égales  ; 
du  point  O,  je  mene  à tous  les  angles  les  droites  OA,  OB,  OC 
qui  la  divifent  en  triangles  ; je  change  ces  triangles  en  d’autres 
PMQ , QMRjRMS,  SMT  qui  leur  foient  égaux  chacun  à 
chacun,  & quiayent  la  même  hauteur, c’eft-à-direPMQ=AEO, 
QMR=  AOB,  fie  ainfi  de  fuite,  fie  par  conféquent  le  triangle 
total  PMT  eft  égal  à la  Figure  ABCDE , je  divife  la  bafe  PT  en 
trois  également  aux  points  N , L , d’où  je  mene  au  foramet  M 
les  droites  NM,  LM  qui  divifent  le  triangle  PMT  en  trois  au- 
tres PMN,  NML,  LMT  égaux  entr’eux,  àcaufedes  bafes  éga- 
les , fie  de  la  hauteur  commune. 

Maintenant  à caufe  que  le  point  N du  tiers  PN  tombe  fur  la 
bafe  QR  du  triangle  QMR=  AOB,  je  divife  la  bafe  AB  du 
triangle  AOB  en  X en  même  raifon  que  la  bafe  QR  eft  divifée 
en  N , fie  menant  la  droite  XO  , le  triangle  AOX  eft  au  trian- 
gle AOB , comme  la  bafe  AX  eft  à la  bafe  AB , mais  QMN  eft 
au  triangle  QMR , aufti  comme  QN  eft  à QR,  ou  comme  AX 
eft  à AB, donc  AXO.  AOB  : : QMN.  QMR,  fie  à caufe  de  AOB 
= QMR , nous  avons  AXO  = QMN  ; or , EO A = PMQ  ; 
doncEOA-t-AOX=PMQH-QMN,  ou  EOXA  = PMN; 
mais  PMN  eft  le  tiers  du  triangle  PMT , égal  à la  Figure 
ABCDE  , donc  EOXA  eft  le  tiers  de  cette  Figure. 

De  même  à caufe  que  le  point  L de  la  fécondé  divifton  égale 
NL , tombe  fur  la  bafe  RS  du  triangle  RMS  égal  au  triangle 
BOC , je  divife  la  bafe  BC  de  ce  triangle  en  Z en  même  raifon 
que  la  bafe  RS  eft  divifée  en  L , fie  menant  la  droite  OZ , la 
partie  XOZB  eft  encore  un  tiers  de  la  Figure  ; car  à caufe  de 
AOB  = QMR , fie  de  AOX  = QMN  , nous  avons  XOB 
=NMR  ; or,  BOZ.  BOC  ::  BZ.  BC  RL.  RS,  fie  RML. 
RMS  : : RL.  RS;  donc  BOZ.  BOC  ::  RML.  RMS, fie  à caufe 
de  BOC  = RMS,  nous  avons  BOZ = RML,  fie  par  conféquent 
XOB  BOZ  = NMR  -t-  RML  , ou  XOZB  = NML  ; mais 
NML  eft  le  tiers  du  triangle  PMT  égal  à la  Figure  ABCDE  ; 
donc  XOZB  en  eft  aulTi  le  tiers , fie  par  conféquent  OZCD  eft 
le  tiers  reftant. 

Si  on  veut  que  la  Figure  foit  divifée  dans  la  raifon  de  trois 
Tome  /,  D d d 
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lignes  inégales,  }e  divife  labkfe  PT  dans  la.^méme  raifon,  &<. 

i’acheve  le  relie  comme  auparavant. 

432,  Remarque.  On  voit  pat-là  qu’il  eft  également  facile  de  • 
divifer  une  Figure  en  parties  égales  ou  inégales  en  raifon  don> 
née , c’ell  pourquoi  je  ne  parlerai  plus  que  de  la  divifion  des  Fi- 
gures en  panies  égales. 

43  3.,  PROBLEME.  Divijer  une  Figure  donnée  ABCD  ( Fig.  277.) 
e»  tel  nombre  de  parties  égalés  qu'en  vendra  par  un  point  donné  O • 
dans  Paire. 

Du  point  O , je  mene  à tous  les  angles  les  droites  OA‘,  OB , 
OG,  OD  qui  ^yifentla  Figure  en  triangles.  Je  change  ces  trian- 
gles en  d’autres  MEN , NEP , PEQ,  QER  qui  leur  foient  égaux, 
chacun . à chacun , 6c  qui  ayent  une  même  hauteur,  c’eû-à-dire^r 
MEN=AOD,  NEP= AOB,  PEQ— BOC,  ôc  QER= COD , 
6c. par  coûféquent  le  triangle  entier  MER  eft  égal,  à Ja  Figure. 
ABCp. 

Si.l’on  veut  donc  divifer  la -Figure  en  trois  panies  égalés-,  je- 
divife  la  bafe  MR  en  trois  ^alcmenraux  points  H, D , d’où  je 
mené  au  fommet  les  droites  H£,-X.E  qui  divifent  le  triangle 
MER  en  trois  triangles  MEH , HEL , I égaux  entr’eux , 6t 
dont  chacun  par -conféquent  eft  le  tiers  du  triangle  MER  ou  de 
la  Figure  ABCD  ; ainli  à caufe  que  Je  point  H du  tiers  MH  tom- 
bé fur  la  bafe  NP  du  triangle  NEP  égal  au  triangle  AQB,  je  di-- 
vife  la  bafe  AB  de  ce  triangle  en  X,  en  même  raifon  que  NP  eft 
divifé  ên  H 3 6c-  menant  la  droite  XO , la  partie  DOX  A eft  le  tiers  r 
de  la  Figure , ce  que  l’on  démontrera  comme  dans  le  Problème 
précédent... De  m^c  à caufe  que  le  point  L-  de  la  fécondé  di- 
vifion égale  HL , tombe  iiir  la  bafe  PQ  du.triangle  PEQ  égal  ats  .■ 
triangle  BOC,  je  divife  labalèBC  de  ce  triante  enZjenmêw 
me  raifon  que  la  bafe  PQ,  l’eft  en  L,  6c  menant  ZO  la  partie 
XOZB  eft  encore  le  tiers  de  laFigyre,K  conféquent  DOZC.. 

eft  l’autre  ders. 

434.  CoRoLLAiRB.  On  fe'  fèrvira  de  la  même  méthode  - 
lorfqu’il  faudra  divifer  un  triangle  par  un  -point  donné  dans  faire,  , 
car  il  faut  prendre  garde  quedans  leProblême  du  nonftire  430,  le  ■ 
point  dans  faite  n’étoit  point  donné,  êcqu’il  s’agiffoit  dele  trouver, 
au  lieu  qu’ici  il  faut  nécefSürCmenc  s’aftreindre  au  point  que.l’on  1. 
donne. . 

43  J.  PROBLEME.  Divifer  un  trapevéîdt  ABCD  ( Fig.  278. ) r» r 
enfant  de  parties  égales  qm  eh  voudra^.. 
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Si  on  veut  qu’il  foit  divifé  en  quatre  parties  égaies , je  divife  h 
' baie  inférieure  AB  en  quatre  parties  égales  aux  points  M,  R ; 
je  divife  de  même  la  bafe  fupérieure  DC  en  quatre  également 
aux  points  S,.T|  X,  6c  menant  par  les  points  de  diyifion  les 
droites  MS,  NT,  RX , le  trapezoïde  eft  divifé  en  quatre  trape- 
zoïdes  égaux. 

Car  le  trapezoïde  ADSM  eft  égal  au  produit  de  la  fomme  de 
fes  deux  bafes  AM,  DS  par  la  moitié  de  là  hauteur  {N.  sS6.); 
•or , les  trois  autres  trapezoïdes  ont  la  même  hauteur . 6c  les  bafes 
égales  aux  deux  AM  ,DS  ; donc  ils  font  égaux  au  même  pro- 
duit. 

43  6.  Problème.  Divifir  un  trapezoïde  ABCD  {¥ig.  22o.)  par 
:des  lignes  parait  lies  â fa  bcft. 

Je  prolonge  les  côtés  non-paralelles  AD,  CB  jufqu’à  ce  qu’ils 
•fe  rencontrent  en  E ; je  réduis  le  tr^ezoïde  en  un  triangle 
MNP  qui  lui  foit  égal , 6c  le  triangle  DEC  en  un  autre  PNS  qui 
lui  foit  égal , 6c  qui  ait  même  hauteur  que  le  triangle  MNP  ; ainll 
■le  tr^ezoïde  AfiCD  e(l  au  triangle  DCE  comme  le  triangle 
MNP  ed  au  triangle  PNS , ou  comme  la  bafe  MP  à la  balè  PS  à 
caufe  que  les  deux  triangles  ont  la  même  hauteur. 

Si  l’on  veut  donc  que  le  trapezoïde  foit  divifé  en  trois  parties 
égales  ; je  divife  la  bafe  MP  en  trois  également  aux  points  Q,  R , 
d’où  je  mene  les  droites  QN , RN  qui  divifent  le  triangle  MNP 
• en  trois  parties  égales  ; je  prens  une  moyenne  proportionnelle 
. SO  entre  SP  6c  SR>  enfuite  une  quatrième  proportionnelle  EL 
aux  trois  lignes  SP,  SO,ED,  6c  du  point  L menant  LH  para- 
lelle  à la  bafe  AB  la  partie  LHCD  eft  le  tiers  du  trapezoïde. 

Car  les  triangles  EDC , ELH  étant  femblables , font  entr’eux 

■ ■Il  » - ■ ■» 

■comme  les  quarrés  ED,  EL  de  leurs  côtés  homologues:  or , pat 

» » 

laconftruâion  nous  avons  ED.  EL  ::  SP.  SO,  donc  ED.  EL  m 

S P.  SO  : mais  nous  avons  aufft  SP.  SO  : : SO.  SR  , donc  SP. 

S O ::  SP.  SR.  ( N.  393.)»  6c  par  conféquent  EDC.  ELC  ;; 
SP.  SR  SNP.  SNR,  6c  divifant  EDC.  ELC— EDC  : : SNP. 
SNR — SNP,  ou  EDC.  LHCD  : : SNP.  RNP,  mais  nous  avons 
EDC  >=  SNP , donc  LHCD  = RNP , c’eft  - à - dire , la  partie 
LHCD  eft  égale  au  triangle  RNP  qui  eft  le  tiers  du  triangle 
MNP , ou  le  tiers  du  trapezoide  ABCD. 

Je  prens  de  même  une  moyenne  proportionnelle  SZ  entre 
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6P  & SQ  , puis  une  quatrième  proportionnelle  ET  aux  quatre 
lignes  SP,  SZ,ED,  ôc  menant  IV  paralelle  à la  bafe,  la  partie 
TVDC  eft  les  deux  tiers  du  trapezoïde  ABCD,  ce  qui  fe  dé- 
montre de  même  que  ci-deflua;  donc  retranchant  lapante  LHCD 
qui  en  eft  aufti  le  tiers,  le  refte  TVHL  eft  le  tiers , ôc  par  confé- 
qucnt  ABVT  eft  le  tiers  reftant. 

437.  Problème.  Retrancher  dun  triangle  ABC  ( Fig.  279.)  un 
triangle  égal  à un  triangle  donné  DEF. 

Je  cherche  un  triangle  HCL  égal  au  triangle  DEF , ôc  fem- 
blable  au  triangle  ABC  ôc  retranchant  l’un  de  l’autre 

le  refte  eft  ABLH. 

Des  Figures  IJopérimetres. 

438.  Deux  ou  plufteurs  figures  qui  ont  les  circuits  égaux  font 
dites  Ifbpérimetres. 

43p.  PROBLEME.  Une  figure  étant  donnée , en  faire  une  autre 
dune  autre  efpece  qui  lui  fait  ijbpérimetre. 

Suppofé  que  l’on  demande  de  faire  un  re£langle  ifopérimerre 
au  triangle  ABC  ; (Ftg.  281.)  j’ajoute  enfemble  les  côtés  du 
triangle,  en  fone  qu’ils  formenr  la  ligne  droite  ELî  je  coupe 
cette  ligne  en  deux  également  en  G , ôc  enfuite  chacune  des 
moitiés  en  deux  panies  inégales,  faifant  EF=HL , ôc  FG=GH; 
je  prens  les  deux  égales  EP  , HL  pour  former  les  deux  bafes  fu- 
périeure  ôc  inférieure  d’un  reêtangle  MO,  ôcles  deuxFG,  GH 
pour  en  former  les  côtés  ; ainfi  le  reâangle  MO  eft  ifopérimetre 
au  triangle  ABC. 

440.  Corollaire.  Il  eft  aifé  de  voir  qu’on  pourroit  faire  de  la 
même  façon  un  quarré,  un  polygone  régulier,  ôcc.  ifopérimetre 
'au  triangle  ABC. 

441.  Problème.  Un  triangle  fcalene  ABC  (Fig.  283.)  étant 
donné , confiruire  fur  la  même  bafe  AB  un  triangle  ifofcele  ifopérime- 
tre au  triangle  ABC. 

Je  prens  AD  égal  à la  moitié  des  deux  côtés  AC , CB , ôc  je 
fais  fur  la  bafe  AB  un  triangle  ADB  dont  les  côtés  AD , BD 
foient  égaux. 

442.  Proposition  XCVI.  De  fo»r/«  triangles  ifopérimetres  faits 
fur  une  mime  bafe , celui  qui  ejl  ifofcele  fur  cette  bafe  eft  plus  grand  que 
ceux  qui  ne  font  pas  ifofceles , & les  autres  font  doutant  plus  petits 
que  leur  côtés  font  plus  inégaux. 
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Soit  le  triangle  ABC  ( Fig.  284.  ) ifofceïc  fur  la  bafc  AB  , 
c’eft-à-dire  dont  les  côtés  AC,  CB  font  égaux,  & le  triangle 
ABE  ifopériinette  au  triangle  ABC , mais  qui  n’ed  pas  ifofcele 
fur  fa  bafe , ou  qui  n’a  pas  les  côtés  ÀE,  EB  égaux.  Je  prolonge 
AC  en  R,  faifant  AC=CR , & je  mene  la  droite  ER;  dans  le 
triangle  AER  les  deux  côtés  AE  , ER  pris  enfemble , font  plus 
grands  que  AR  ou  que  AC,  CB,  ou  enfin,  que  AE-hEB 
= AC-+-CB,  àcaufeque  les  deux  triangles  ÀCB,  AEB  font 
ifopérimetrcs , ôc  qu’ils  ont  la  même  bafe  , ainfi  nous  avons  AE 
-+-  ER  > AE  -4-  EB , & retranchant  AE  de  part  & d’autre , nous 
avons  ER  plus  grand  que  EB  ; or , les  triangles  BCE , ECR , 
ont  le  côté  CE  commun , le  côté  BC  égal  au  côté  CR;  mais  la 
bafe  BE  eA  plus  petite  que  la  bafe  ER , comme  on  vient  de  voir  ; 
donc  l’angle  BCE  eft  plus  petit  que  l’angle  ECR,  ( A^.  108.  ) & 

(>ar  conféquent  moindre  que  la  moitié  de  l’angle  RCB  ; mais 
’angle  RCB  externe  au  triangle  ACB , étant  égal  aux  deux  in- 
ternes oppofés  A ôc  ABC  qui  font  égaux,  eft  double  de  l’angle 
'ABC,  & menant  la  droite  CS  paralelle  à AB,  l’angle  SCB  eft 
égal  à fon  alterne  ABC , ôc  vaut  par  conféquent  la  moitié  de  l’an- 
gle RCB;  donc  l’angle  BCE  eft  moindre  que  l’angle  SCB,  ôc 
par  conféquent  le  fommet  E du  triangle  ABE  tombe  en  deftbus 
de  la  paralelle  CS;  ainfi  la  hauteur  du  triangle  ifofcele  ACB  eft 
plus  grande  que  celle  du  triangle  AEB  ; mais  ces  deux  triangles 
ayant  la  même  bafe  AB  , font  entr’eux  comme  leur  hauteur  ; 
donc  le  triangle  ACB  eft  plus  grand  que  le  triangle  AEB. 

On  démontrera  de  la  môme  façon  que  le  triar^le  AFB  ifopé- 
ximetre  au  triangle  AEB  ; mais  dont  les  côtés  AF  , FB  font  plus 
inégaux  entr’eux  que  les  côtés  AE,  EB,  eft  moindre  que  le  trian- 
gle AEB , ôc  ainfi  des  autres. 

44J.  Corollaire.  Si  deux  triangles  ifofceles  & ifopérimetres 
ABC,  AEC  (Fig.  28 J.)  ont  un  coté  AC  commun,  celui  qui  e/l 
ifojcele  fur  ce  côté  ; c'ejl-à-dire  le  triangle  ABC  qui  a fes  deux  angles 
i^aux  fur  AC , ejl  plus  grand  ^e  celui  qui  n'ejl  pas  ifofcele fur  ce  coté  ; 
c tjl-â-dire  que  le  triangle  AEC  qui  a fes  angles  égaux  fur  CE  & non 
pas  fur  AC.  Ce  qui  fe  démontre  de  même  que  ci-deflus  ; car  le 
triangle  AEC  confidéré  par  rapport  à la  bafe  AC,  eft  fcalene  , 
puifque  ces  côtés  AE,  ËC  font  inégaux,  au  lieu  que  le  triangle 
ABC , confidéré  par  rapport  à la  même  bafe  eft  ifofcele. 

444.  Proposition  XCVII.  Si  deux  triangles  ifopérimetres  e!r 
ijôfceles  AEC,  ABC  (Fig.  285.)  ont  un  coté  commun  AC,  celui 
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dont  la  différence  de  la  baft  à chacun  de  fes  cités  égaux  ; efl  moindre,  i 
ejl  oins  grand  que  celui  dont  la  différence  de  la  baje  à chacun  de  ftt 
côtes  égaux , ejt  plus  grande. 

Soit  le  triangle  ifoTceie  ACE  dont  les  côtés  égaux  font  A£  ; 
AC , ôc  la  bafe  eft  EC  que  nous  fuppoferons  plus  grande  que  le 
côté  AE  ou  AC  > n je  veux  faire  fur  AC  un  triangle  ifupérlmetEe 
au  triangle  AEC ôc  ifofcele  fur  AC,  il  faut  que  des  deux  côtés 
inégaux  AË,  EC,  jen  faffe  deux  égaux  AB,  ËC,  & pour  cela, 
je  dôis  prendre  la  moitié  de  l’excès  de  EC  fur  AE,  ôc  le  donner 
à AC  ; ainfi  dans  le  nouveau  triangle  ARC  le  côté  AB  ou  BC  fera 
plus  grand  que  AC  de  la  moitié  de  l’excès  de  CE  fur  AË  ou  AC  , 
& par  conléquent  la  différence  de  la  bafe  AC  de. ce  nouveau 
; triai^le  à fon  côté  BC  ou  B A , fera  moindre  que  dans  le  triangle 
ACE , la  différence  de  la  bafe  CE  au  côté  AC  ; or,  le  nouveau 
triangle  ABC  étant  ifofcele  fur  le  côté  commun  AC , efl  plus 
grand  que  le  triangle  AEC  qui  n’eft  pas  ifofcele  for  ce  côté-, 
donc,  âcc. 

Si  dans  le  triangle  AEC  la  bafe  EC  étoit  plus  petite  que  le  côté 
AE  eu  AC,  il  feroit  facile  de  faire  la  même  démonflration. 

Proposition  XCXVIII.  De  tous  les  triangles  iJôpérimetreSf 
celui  qui  ejl  équilatéral  efl  le  plus  grand. 

Soit  le  triangle  fcalene  ABC,  {Fig.  a85.)  je  fais  fur  fa  bafe 
AB  un  triangle  ifofcele  ADB,  & ifopériraetre  à ABC , ôc  par 
conféquent  ADB  efl  plus  grand  que  ACB.  {N.  442.  ) Je  fais  fur 
le  côté  AD  du  triangle  ifofcele  ADB  un  triangle  ifopérimetre  ôc 
ifofcele  DEA , ôc  ce  triangle  DEA  étant  ifofcele  fur  DA , efl 

f>lus  grand  que  ADB  qui  n’efl  pas  ifofcele  fur  DA,  {N.  443.)  ÔC 
a différence  de  fa  bafe  AD  à fes  côtés  AE,  DE  efl  moindre  (me 
dans  le  triangle  ADB , la  différence  de  la  bafe  AB  à fescôtés  AD, 
DB.  {N.  444.)  Je  fais  de  même  fur  ED  un  triangle  ifofoele  EOD 
ôc  ifopérimetre  au  triangle  DEA  ; ainli  ce  dernier  triangle  EDO 
efl  plus  grand  que  le  triangle  DEA , ôc  la  différence  de  fa  bafe  à 
fes  côtés  efl  moindre  j donc , puifqu’à  mefore  que  la  différencre 
de  la  bafe  aux  côtés  diminue , le  triangle  ifopérimetre  devient 
plus  grand  ; il  s’enfuit  que  quand  cette  différence  fera  null 
a-dire  quand  le  triangle  ifopéritnerre  fera  équilatéral , ce 
fera  le  plus  grand  de  tous  les  ifopéri métrés. 

Si  l’on  prend  un  autre  triangle  fcalene  ifopérimétre  au  triangle 
ACB  ; mais  de  différente  bafe.,  ôc  qu’on  faffe  le  même  raifonne- 
ment , on  trouvera  que  le  triangle  équilatéral  ifopérimetre  ce 


e ; c eit- 
triangle 
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trianglê)  -fera  le  plus  grand  ; or,  on  ne  peut  trouver  qu’un  feul 
triangle  équilatéral  ifopérimetre  à plufieurs  ifopérimetres , donc 
tl  ellvrai  en  général  que  de  tous  les  triangles  ifopérimetres  de 
mêmes  bafes  ou  de  baies  inégales,  l’équilatéral  ell  le  plus  grand.  - 

44^6.  Proposition  XCXIX.  De  tous  les  paralellogrammes 
ifipérimttres  ([ni  ont  la  même  bafe  AB  ( Fig.  287.  ) , le  ' plus  grand  ejl 
le  reêlangle  ADCB  , &.  les  autres  font  d'autant  moindres  qu'ils  ont  •* 
des  angles  plus  aigus. 

Du  point  A pris  pour  centre  & avec  le  rayon  AD,  je  décris  • 
nn  demi-cercle  MDN,  & du  même  point  menant  le  rayon  AE  - 
à un  point  de  la  circonférence  E différent  de  D,  j’acheve  le  pa- 
ralellogramme  AEGB  , lequel  eft  ifopérimetre  au  rcftangle  • 
ADCB,  puifqu’ils  ont  la  bafe  commune  AB  , & le  côté  AE  égal  ‘ 
antiôté  AD,  àcaufe  que  ce  font  des  rayons  d’un  même  cercle. 
Or,  le  point  D étant  le  point  de  la  circonférence  le  plus  éloigné 
du  diamètre  MN,  la  hauteur  AD  du  teélangle  ADCB  ell  plus 
grande  que  la  hauteur  EF  du  paralellogramme  AEGB  ; donc  le 
reâangle  eil  plus  grand  que  le  paralellogramme , puifque  cçs  • 
Figures  ayant  même  bafe  font  entr’elles  comme  leurs  hauteurs.' 

Si  l’on  prend  fur  la  circonférence  un  point  H plus  éloigné  de  ■ 
D que  le  point  E,&  qu’ayant  mené  le  rayon  AH  on  achève  le  ■ 

IiaraleJlogrammeAHLB,  on  démontrera  aifément  que  ce  para- 
ellogramme  e(f  moindre  que  le  paralellogramme  AEGB , &c  • 
ainii  de's^  autres. 

447.  Propositi  O N ' C.  De' tous  les  reÛangles  ifopèrime- 
tns  J le  plus  grand  efl  le  quarré  ABCD  ( Fig.  288.  ) , & les  autres 
font  ét autant  moindres  que  leurs  côtis  font  püis  inégaux.  • 

Je  retranche  de  la  hauteur  AB  la  partie  BR,  & j’ajoute  à la 
bàfe  AD  la  partie  AE  égale  à BR,  êc  achevant  le  reâangle 
EFHD,  le  quarré  ABCD  , ell  ifopérimetre  au  reôangle  EFHD 
quia  gagné  îur  la  longueur  de  la  bafe , ce  qu’il  a perdu  Hir  la  hau- 
teur.- Or,  les  reélangles  BRHC , EARF  ayant  les  bafes  BR, 
£A  égales,  ibnt  cmr’eux comme  leurs  hauteurs  RH,  AR,  & RH 
eft  plus  grande  que  AR-,-  donc  le  reâangle  BRHC  ell  plus  grand 
que  le  reélangle  EARF,  de  ajoutant  la  partie  commune  ARHD, 
nous  avons.  ABCD. plus  grand  que  EFHD.  Ce  qu’il  falloit  1®. 
démontrer.  ■ . 

Je  retranché  de  la’  hauteur  AR  ou  EF  du  reéhingle  EFHD 
une  partie  FN.,  fie  j’ajoure  à fa  bafe  ED  une  partie  ES  égale  à 
FNi  aiali  achevant  le  reûangls  STVD , ce  sefitanglç  ST"VD  ell 
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ifop^rimetre  au  reflangle  EFHD  ; or,  les  re£langlcs  FNHVj 
TNES  ayant  lesbafes  FN , SE  égales,  font  entr’eux  comme  leurs 
hauteurs  FH , EN , & FH  eft  plus  grand  que  EN  ; donc  le  rec- 
tangle FNHV  eft  plus  grand  que  le  re£langle  TNES,  & ajou- 
tant à chacun  d’eux  la  partie  commune  ENVD  , le  redangle 
Eh’HD  eft  plus  grand  que  Je  reûangle  STVD  dont  les  côtés 
font  plus  inégaux.  Ce  qu’il  falloit  2°.  démontrer. 

448.  Proposition  CI.  Si  deux  triangles  re£langles  ABC  , 
RCD  font  femblables  ( Fig.  2S^.),je  dis  que  le  quarré  d'une  ligne 
çompofée  des  deux  hypothenufes  BC  , CD,  eft  égal  au  quarré  dune 
ligne  çompofée  des  deux  cotés  homologues  AB,  CK,  plus  au  quarré 
dune  autre  ligne  çompofée  des  deux  autres  cotés  homologues  AC , RD. 

Je  joints  en  ligne  droite  les  hypothenufes  BC , CD , fie  à caufe 
de  l’angle  ABC  égal  à l’angle  RCD,  les  lignes  AB  , RC  font 
paralelles , de  môme  que  les  lignes  AC,  RD,  à caufe  des  angles 
égaux  ACB,  RDC.  Je  prolonge  B A jufqu’à  la  rencontre  de  DR 
prolongée  en  P ; ainfi  les  droites  AC,  PR  paralelles  entre  les  para- 
lelles BP,  CR  font  égales,  fie  pat  la  même  raifon  les  droites  AP, 

CR  le  font  aulïï , fie  le  triangle  BPD  eft  refitangle'  ; donc  BD 
' - ■ 1 » ■ 

=BP-4-PD  ; c’eft-à-direle  quarré  de  la  ligne  BP  égale  aux  deux 
hypothenufes  , eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  Bf  ou  BA-I-RC, 
plus  au  quarré  de  la  ligne  PD  ou  RD-t-  AC. 

449.  PROBLEME.  Deux  triangles  ifofceles  ABC , CDE  d iné- 
gales bafes  <âr  qui  ne  font  pas  femblables  entr'eux  étant  donnés 
( Fig.  290.  ) , conftruire  fur  les  mêmes  bafes  deux  autres  triangles  ifof 
cèles  dt^emblables  entr'eux  AHC,  CRE  dont  les  quatre  cotés  AH,  H C, 
CR , RE  foient  enfemble  égaux  aux  quatre  côtés  AB , BC , CD , DE 
des  triangles  donnés  pris  enfemble. 

J’ajoute  en  ligne  droite  les  côtés  AB , CD  des  triangles  donnés  ; 
je  coupe  la  fomme  MN  en  S en  même  raifon  que  la  fomme  AE 
de  leurs  bafes , eft  coupée  en  C ; je  prens  deux  droites  égales 
chacune  à la  grande  partie  MS , & je  conftruis  avec  ces  deux 
lignes  6c  la  grande  bafe  AC  un  triangle  ifofcele  AHC.  Je  prens 
de  même  deux  lignes  égales  chacune  à la  petite  partie  SN  , 6c 
je  conftruis  avec  ces  deux  lignes  6c  la  petite  bafe  CE  un  triangle 
ifofcele  CRE  ; ainfi  les  deux  triangles  ifofceles  AHC , CRE  font 
femblables,  car  nous  avons  AH.  CR  ::  MS.  SN  ::  AC.  CE  , 6c 
de  plus  leurs  quatre  côtés  pris  enfemble  font  égaux  aux  quatre 

côtés 
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xôtés  des  triangles  donnés , puiCque  nous  avons  AH  •+-  CR 
— MS-+-SN=  MN  = AB-f-CD. 

4yo.  Proposition  CII.  Deux  triangles  ifofceles  ABC,  CDE 
non-femblables  étant  donnés  fur  des  hajes  inégales  ou  égales  AC , CE 
{ Fig.  I . ) , yî  Jur  les  mimes  bafes  on  fait  deux  triangles  ijijceles 

AHC , CRE  femblables  entreux , & dont  les  quatre  cotes  AH,  HC  , 
CR , RE  foient  ensemble  égaux  aux  quatre  cotés  AB , BC , CD , DE 
des  triangles  donnes , je  dis  que  les  deux  triangles  femblables  AHC  , 
CRE , pris  enfemble  feront  plus  grands  que  Us  deux  ABC  , CDE  pris 
enfemble. 

Des  fommets  H,D,  j’abaifle  les  perpendiculaires  HP , DQ 
qui  pafTeront  par  les  autres  fommets  B , R,  à caufe  que  les  quatre 
triangles  font  ifofceles  fur  les  bafes  AC , CE  ; je  prolonge  la 
perpendiculaire  DQ  du  plus  grand  des  deux  triangles  donnés, 
faifant  QL  = DQ  ; du  fommer  B de  l’autre  triangle  donné , je 
mene  la  droite  BL , & du  point  L la  droite  LC.  Les  deux  trian- 
gles rectangles  CQD , CQL  ayant  le  côté  CQ  commun , & le 
côté  DQ  égal  à QL , font  parfaitement  égaux , & par  conféquent 
nous  avons  LC  = CD,  & BC4-CL=BC-4-CD=HC-|-CR. 
Or,  dans  le  triangle  BCL  les  deux  côtés  BC,  CL  étant  enfemble 
plus  grands  que  le  côté  BL , le  quarré  d’une  ligne  compofée  des 

deux  BC , CL , ou  des  deux  HC , CR  e(l  donc  plus  grand  que  le 

- - • '■  « 

quarré  de  BL,  & par  conféquent  nous  avons  HC-+-CR>  BL. 

Les  triangles  rectangles  flPC,  RQCdtant  femblables  à caufe 
de  l’angle  aigu  HCP  égal  à l’angle  aigu  RCQ  , le  quarré  d’une 
ligne  compofée  de  leurs  hypothenufes  HC,  CR  eft  égal  au  quar- 
ré d’une  ligne  compofée  des  deux  côtés  HP,  RQ,  plus  au  quarré 
de  la  ligne  PQ  compofée  des  deux  autres  côtés  PC,  CQ  (A^.4l8.), 

ainfi  nous  avons  HC-l-CR  = HP-t-RQ-t-PQ.  ' 

De  même  les  triangles  reétangles  PBS , SLQ  étant  femblables 
le  quarré  de  la  ligne  BL  compofée  des  deux  hypothenufes  BS  , 
SL  eft  égal  au  quarré  d’une  ligne  compofée  des  deux  côtés  BP  , 
QL  ou  QD , plus  au  quarré  de  la  ligne  PQ  compofée  des  deux 

autres  côtés  PC,  CQ , & par  conféquent  BL  ==  BP-hQD-f-PQ  ; 

■ % - 1 

or  , nous  ' avons  trouvé  BL  plus  petit  que  HC  -+7  CR  , donc 
BP  QD-4-PQ  eft  plus  petit  que  HC-t-CR,ou  que  fon  égal 

. ■ ' *■  * t ' ■■ •%  ■ ■ » ' 

HP  4-  RQ  4-  PQ  J retranchant  donc  PQ  de  part  & d’autre,  nous 
Tome  1.  £ e e 
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aurons  BP-+-QD  plus  petit  que  HP-hRQ  » donc  en  tirant  là  » 
racine  quarrée  de  part  6c  d’autre  , nous  aurons  BP-+-QD  plus 
petit  que  HP-+-RQ  , c’eft-à-dire  les  hauteurs  des  deux  triangles 
tion-femblables  , font  enfemble  moindres  que  les  hauteurs  des 
deux  triangles  femblables , d’où,  il  fuit  que  l’excès  HB  de  la  hau- 
teur HP  du  triangle  AHC  fur  la  hauteur  PB  du  triangle  Â6C  eft 
plus  grand  que  l’excès  DR  de  la  hauteur  DQ  du  triangle  CDË 
fur  la  hauteur  R Q du  triangle  CREl.  Celapofé. 

Le  triangle  ABC  eft  -jACxPB,  ôc  le  triangle  CDE  eft^ExDQ 
(JV.S7!.),  6c  leur  fomme.eft -i-ACxPB-t-^ExDQ,  au  con^ 

traire  le  triangle  AHC  eft  -jACxPE-l-BH , 6c  le  triangle  CREeft- 

•jCExQD — DR,  6c  leurfomme  eft -fAC  xPE-j-BH-t—jECx- 

QD — Dr,  comparant  donc  cette  fomme  avec  la  précédente. 
•J-AC  X PB  -f-rCE  X DQ , il  eft  aifé  de  voir  que  le  triangle  AHC 
gagne  fur  le  triai^le  ABC,  une  quantité  |ACxBH  plus  grande 
que  la  quantité  -^ECxDR  que  le  triangle  CRE  perd  par  rapport 
au  triangle  CDE,  puifque  ',AC  eft  plus  grand  que  tCE,  6c  BH 
plus  grand  que  DR  ; donc  les  deux  triangles  femblables- AHC, 
CRE,  font  enfemble  plus  grands  que  lesnon-femblablesABC, 
GDE., 

4-y  I.  Proposition  CIII.  De  toute!  les  Figures  ifepirimetres  d* un  • 
mime  nombre  de  eStis , la  plus  grande  ejl  celle  qui  efi  équilatérale  t & 
équiangle. 

Soit  la  Figure  de  cinq  côtés  ABCDE  {Fig.  292.)  , qui  n’eft' 
pas  équilatérale,  6c  dont  les  côtés  inégaux  font  EA,  AB.;  je  me — 
ne  la  droite  EB,  6c  je  fais  fur  cette  bafe  utr  triangle  ifofcele 
ERB  dont  les  deux  côtés  ER  , RB  pris  enfemble  foient  égaux  ^ 
aux  côtés  EA , AB  pris  enfemble  ; ainli  le  triangle  ERB  eft  plus 
grand  que  le  triangle  EAB  ( N.  442.  ) , 6c  ajoutant  la  partie  com- 
rnune  ÉDC£  , la  Figure  REDCB  eft  plus  grande  que  la  Figure  ■ 
AEDCB;.Donc  toute  la  Figure  irrégulière  dans  fes  côtés  n’eft  - 
pas  k pins  grande  des  Figures  ifopérimetxes  d’un,  même  nom-  - 
bCe  de  côtés. 

Soit  donc  la  Figure  ABCDE  (Frg,  2pj.)  régulière  dans  fes  ? 
côtés-,  mais  qui  a des  angles  inégaux  EDC , EAB;  je  mene  les 
droites  £C , EB , 6c  faifant  fut  ces  droites  prifes  pour  bafes  deux  v 
triangles. ifofceles  femblablesERC,EHB,  6c  dont  les  quatre  -• 
.côtés  foient  enfemble  égaux  aux  quatre  côtés  des.triangles  EDC , , 
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EAB,  les  deux  rriangles  £RC,£HB,  font  enfemble  plus  grands 
que  les  deux  EDC,  EAB  ( N.  4^0.  ) , ôc  ajoutant  de  part  & d'au- 
:trela  partie  commune  EBC,  la  Figure  ERCH  e(l  plus  grande 
que  la  Figure  EDCBA  , donc  toute  Figure  irrëguüere  dans  fes 
angles  n’eft  pas  la  plus  grande  des  Figures  ifopérimetres  d’un 
■même  nombre  de  cotés. 

Or,  entre  toutes  les  figures  ifopérimetres  d’un  même  nombre  de 
•côtésjil  faut  néceffairement  qu’il  y ait  une  plus  grande,à  caufe  qu’un 
'Contour  donné  ne  peut  pas  enfermer  un  efpace  qui  devienne 
•toujours  plus  grand  , ôe  nous  venons  de  trouver  que  toutes  cel- 
les qui  ne  font  pas  régulières  ne  làuroient  être  les  plus  grandes  , 
(donc  la  Figure  régulière  dans  fes  côtés  ôc  dans  fes  angles  efl  Ig 
plus  grande  de  toutes. 

4y 2.  Proposition  CIV.  Un  angle  droit  ABC  itant  donné 
(Fig.  fon  divife  [un  de  fes  cStés  B A en  f orties  égales  BD, 

DE , EF , ôcc.  ér  que  de  tous  Us  points  de  divifion  on  mene  des  droi- 
tes DC,  EC,  FC,  ôcc.  d«n  point  quelconque  C de  [autre  c6té  BC  , 
je  dis  que  les  angles  DCB , ECB , F CB , ÔCC.  iront  en  diminuant  à 
mefure  qu'ils  s’éloigneront  du  premier  DCB. 

Du  point  C pris  pour  centre , ôc  de  fintervalle  CD , je  décris 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  les  lignes  voifines  de  CD , l’une  en 
R ôc  l’autre  en  H ; ainfi  à caufe  que  l’inclinée  CD  efl  plus  grande 
que  la  perpendiculaire  CB , j’ai  CH==CD  plus  grand  que  CB  ; 
ôc  à caufe  que  l’oblique  CE  efl  plus  grande  que  l’oblique  CD  qui 
efl  moins  éloignée  de  la  perpendiculaire  CB  , j’ai  CR  = CD 
moindre  que  CE  ; or , les  triangles  CDB , CED  ayant  la  hauteur 
commune  CB,  ôc  les  bafes  DB,  DE  égales  font  égaux  entr'eux, 
ôc  le  feêleur  CDH  efl  plus  grand  que  le  triangle  CDB,  au  lieu 
que  le  feûeur  CRD  efl  moindre  que  le  triangle  CED , donc  le 
fedeur  CDH  efl  plus  grand  que  le  fedeur  CRD  ; mais  ces  deux 
fedeurs  font  comme  leurs  arcs  DH , DR , ou  comme  les  angles 
DCH , DCRqui  font  mefurés  pu  ces  arcs , donc  l’angle  DCH 
efl  plus  grand  que  l’angle  DCR , ôc  on  prouvera  de  la  même 
fat^on  que  l’angle  FCE  efl  moindre  que  l’angle  ECD. 

4Î  î.  Corollaire.  Donc  Us  angles  DCB , ECD , FCE , ôcç, 
ne  font  pas  dans  la  raifon  des  bafes  DB , ED , FE , ôcc.  destriongUt 
DCB , ECD , ôcc.  car  ces  bafes  font  égales , ôc  les  angles  au  con- 
traire vont  en  diminuant. 

4J4.  Proposition  CV.,  Si  deux  polygones  réfftUers  ABCDE , 
FGHLMN  (Fig.  apy.)  de  différentes  efpeces  font  ifopérimetres , le 

Eee  ij 
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AB  dn premier  efl  au  côte  FG  du  fécond,  réciproijuenTem  comme 
le  nombre  des  côtés  du  fécond,  ejl  au  nombre  des  côtés  du  premier  , & 
Pangle  au  centre  AOB  eft  à f angle  au  centre  FPG  dans  la  meme  rai- 
fin  que  le  côté  Ahejl  au  côté  FG,  cefl-à-dire  encore  réciproquement 
comme  le  nombre  des  côtés  du  fécond  au  nombre  des  côtés  du  premier. 

Le  côté  AB , eft  la  cinquième  du  circuit  ABCDE , & le  côté 
FG  eft  la  fixiéme  partie  du  circuit  FGHLMN  ;.mais  ces  deux 
circuits  font  égaux , donc  AB  eft  à FG , comme  ÿ eft  à 7 , ôc  rér 
duifant  ces  fraâions  au  même  dénominateur , ce  qui  donnera 
~ ôc  -’-z , nous  aurons  AB  eft  à FG,  comme  ^ & à ^ , ou  com* 
me  <î  eft  à J ; c’eft-à-dire  comme  le  nombre  6 des  côtés  du  fe-r 
cond  eft  au  nombre  ^ des  côtés  du  premier. 

De  même  à caufe  que  tous  les  angles  au  centre  d’un  polygone 
valent  quatre  angles  droits, l’angle  au  centre  AOB, eft  lacinquiéme  - 
partie  de  quatre  droits  & l’angle  au  centre  FPG  en  eft  la  fixiéms 
partie:  donc  ces  deux  angles  foruentr’eux  comme  7 eft  à 7,  ou 
comme  ^ eft  à ^ , ou  comme  5 eft  à j , & par  conféquent  dans 
la  même  raifon  de  AB  à FG , ou  du  nombre  des  angles  du  poly- 
gone FGHLM  au  nombre  des  angles  du  polygone  ABCDE.. 

4 J J.  Proposition  GVl.Deux  Polygones  réguliers  if opérimetres,, 
mais  de  different  nombres  de  côtés  étant  donnés , le  plus  grand  efi  celui 
qui  a un  plus  grand  nombre  de  côtés. 

Soit  le  pentagone  régulier  ABCDE  ( Fig.  aptf;  ) ifopérimetro 
à l’exagone  régulier  FGNTVM;  le  côté  AB  du  pentagone  eft 
donc  au  côté  FG  de  l’exagone , comme  é à y ( A''.  4y4i  ) , & 
|»r  conféquent  fi  le  côté  AB  eft  divifé  en  6 parties  égales,  lo 
côté  FG  en  contiendra  cinq.  Je  prens  la  moitié  de  l’une  do  ces . 
parties  que  je  porte  de  A en  H,  ôc  Pautre  moitié  de  B en  L , . 
& je  mene  les  lignes  HO , LO , ôc  l’apothême  OQ,  ainfi  puif« 
que  AB-  contient  6 parties  égales  ôc  doubles . chacune  de  la  par- 
tie AH,  la  ligne  AQ  qui  eft  la  moitié  de  AB  contiendra  fix  moi- 
tiés de  ces  parties  égales,  c’eft-àrdire  fix  parties  égales  à AHj. 
concevant  donc  que  AQ  foie  divifé  en  ces  5-pardesfégales , ôc 
quejde  tous  les  points  foient  menées  au  poinrO  des  droites,  le 
ttianglè  AOQ  fera  divifé  en  5 petits  triangles  égaux  , chacun  t 
au  triangle  A OH;  mais  comme  les  angles  au  fommet  O de  cea  - 
fix  triangles  iront  en  diminuant  à mefure  que  leurs  bafes  s’éloi- 
gneront de  OQ  { N.  ^j2i) , l’angle  ADH  féra.  moindre  que  lai: 
fixiéme  partie  de  l’angle  AOQ , ÔC.  par  la  même  raifon  l’angle  : 
]BÛL  égal  iPangle  AQH  fcra  auin  moindre  que  laJuiémc partie; 
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dé  l’angle  QOL  ; ainfi  l’angle  HOL  fera  plus  grand  que  les  cinq 
ftxiémes  de  l’angle  AOB , c’eft-à-dire  que  HOL  fera  plus  grand 

Ïar  rapport  à l’angle  AOB  que  y par  rapport  k 6.  Or , l’angle 
RG  eft  à l’angle  AOB  , comme- y à ; donc  l’angle  IIOLfcm 
plus  grand  que  l’angle  FRG,  6c  par  confequent  dans  le  triangle 
ifofccle  HOL  les  deux  angles  fur  la  bafe  OHL , OLH  feront 
plus  petits  que  les  deux  angles  RFG,  RGF  fur  la  bafe  du  trian- 
gle ifofcele  RFG.  Faifant  donc  fur  FG  deux  angles  SFG,  SGF' 
égaux  aux  deux  angles  OHL , OLH-,  il  eft  clair  que  les  deux 
côtés  FS,  SG  étant  plus  inclinés  fur  la  bafe  que  les  deux  FR, 
GR'fe  couperont  en  un  point  S plus  proche  de  la- bafe  que  le 
point  R où  fe  coupent  les  deux  FR,  GR;  ôc  que  par  conféquent 
le  triangle  FSG  aura  la  hauteur  SF  plus  petite  que  la  haureu^ 
RPdutriangle  FRG;  mais  les  triangles  HOL,  FSG  étant  fem- 
blables  ôc  égaux  ont  les  hauteurs  égales  OQ  , SP  ; donc  OQ 
eft  plus  petit  que  RP.  Or , le  pentagone  ABCDE  eft  égal  au  pro- 
duit de  fon.  circuit  mubiplié  par  la  moitié  de  fon  apothème  OQ. 

( //.  577.) , ôc  l’exagpne  FGNTVM  eft  égal  au  produit  de  fon- 
circuit  par  la  moitié  de  fon  apothème  , donc  à caufe  de^l’égalité 
des  deux  circuits,  ces  deux  polygones,  font  entr’eux  comme  1»  • 
moitié  de  leurs  apothèmes,  ou  comme  leurs  apothèmes , ôc  par-' 
oonféquerK  le  pentagone  eft  plus  petit  que  l’exagone  qui  a plus.  - 
de  côtés  de  lui.  Et  on  démontrera  la  môme  chofe  à l’égarti  de- 
deux  autres  polygones  réguliers  ifopériinetres  de  diflférens  nom- 
bres de  côtés.. 

4y5-  CoRO-LL  AiRE.  De  tous  les  Polygones  réguliers , le  cercle- 
étant  celui  qui  contient  un  plus  grand  nombre  de  côtés  ^ il  s' enjuit  que  da 
tous  les  Polygones  réguliers  ijopèrimetres , le  cercle  ejhplus  grand.  . 

4yy.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  tou- 

chant les  Figures. ifopérinaerres  , on  en  peut  aifément  conclure 
que  tous  les  Magasins  que  l’on  conftruit  dans  les  Places  pour 
les  munitions  de  guerre  ôc  de  bouche  , des  quarrés  contiennent 
davantage  que  ceux  qu’on  fait  en  quatréJongen  fuppofam  le  mô- 
me circuit,  ôc  que  les  circulaires  font ceux  qui- contiennent  le. 
p^us.-  On  pourroit  ajouter , en  faveur  de  ces  derniers , que  la  Fi- 
gure de.  leurs  couvertures , les  garantit  beaucoup  plus  que  tous- 
les  auues  du  choc  dired  des . Bombes.  - 
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C H A P .1  T R E X. 

De  la  Stéréométrie  , ou  de  la  Mejure  des  Solides  » de  leurs 
^Surfaces  Û“  de  leurs  rapports. 

Des  différentes  pofitions  des  Lignes  à l’égard  des  Flans , Ù". 
de  celles  des  Plans  entr’eux. 

8.  N dit  qu’une  ligne  droite  eft  fur  un  Plan  lorfque  toutes 
V_y'  fes  parties  font  dans  ce  Plan. 

4yp.  Si  deux  points  R,  S (Fig.  297.  ) dune  ligne  droite  fint  fur 
UH  Plan  ABCD  , toutes  les  parties  de  cette  ligne , meme  prolongée  à 
. l infini , feront  dans  ce  Plan  aujji  prolongé  à t infini.  Du  point  R 

{>ar  le  point  S menez  dans  le  plan  ABCD , la  droite  RS  ; ce  que 
’on  peut  faire,  puifque  toutes  les  parties  de  ce  plant  ne  hauffent 
ni  ne  bailTent  pas  plus  les  unes  que  les  autres  ; cette  ligne  RS  aura 
tous  fes  points  furie  plan;  or,  du  point  R au  point  S on  ne  peut 
mener  qu’une  feule  ligne  droite  > donc  ifn’ell  pas  podible  qu  une 
autre  ligne  droite  qui  a les  points  R,  S fur  ie  plan  ABCD,  ait  quel- 
qu’un de  fes  points  entre  R & S qui  ne  foient  pas  fur  ce  plan  s £c 
il  eft  évident  que  fi  l’on  prolonge  la  ligne  droite  RS  de  part  & 
d’autre  en  Z 6c  en  X tous  les  points  de  cette  ligne  feront  encore 
fur  le  plan  ABCD , prolongé  s’il  le  faut. 

450.  Deux  lignes  droites KB,  CB  qui Je  coupent  enB  (Fig.  îy>8.) 
font  dans  un  même  plan. 

Je  mene  la  droite  AC , 6c  la  faifant  mouvoir  toujours  paralelle* 
ment  à elle-même  Jufqu’en  B,  le  long  de  la  droite  AB,  elle  dé- 
crit pat  fon  mouvement  une  furface  ACEB  » or,  les  points  C , B 
de  la  droite  BC  font  dans  cette  furface  ; donc  toute  la  ligne  fiC 
c(l  dans  le  plan  ACEB  de  même  que  la  ligne  AB. 

4^1.  Donc  les  trois  lignes  dun  triangle  ABC  font  dans  un  même 
plan. 

452.  Une  ligne  qui  n’a  que  l’un  de  fes  points  dans  un  plan  pro- 
longé même  à l’infini,  eft  dite  perpendiculaire  fur  ce  plan,  lors- 
qu’elle eft  également  inclinée  vers  tous  les  côtés  de  ce  plan. 

453.  Si  une  ligne  AB  (Fig.  2pp.)  efi  perpendiculaire  fur  deux 
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^gnti  TN,  SR  qui  font  dms  un  mime  plan  CDEF,  & qui  fe  cou-  , 
pent  en  A ; je  dis  que  la  ligne  AB  ejî  perpendiculaire  fur  cejflan.  Je 
prens  fur  les  lignes  TN,  SR  des  parties  égales  AS,  AT,  AR  , 
AN  ; les  droites  BS,  BR,  BT,  BN  menées  du  fommet  A aux 
extrémités  de  ccs  quatre  parties , feront  égales  entr’elles  à caufe 
que  AB  cft  perpendiculaire  fur  TN  & fur  SR  ; ainfi  menant  dans  ' 
le  plan  les  droites  ST,  NR,  les  triangles  SBT,  NBR  feront' 
égaux  entr’eux,  de  même  que  les  triangles  ifofceles  SAT,  NAR 
qui  ont  les  angles  au  fommet  égauxÿ  je  mene  dans  le  plan  par  le 

Itoint  A une  droite  PQ  qui  fe  termine  fur  les  droites  ST,  NR  ; 
es  triangles  PAT,  NAQ  ayant  l’angle  PAT  égal  à l’angle  NAQ 
qui  lui  ed  oppofé  au  fommet  j l’angle  PTA  égal  à l’angle  ANQ , à ■' 
caufe  des  deux  triangles  ifofceles  & égaux  SAT,  NAR»,  & le  côté 
TA  ^al  au  côté  AN  font  fcmblables  & égaux;  donc  PT=NQ,PA 
=AQ;de  même  les  triangles  PTB , QNB  ayant  le  côté  P T égal 
au  côté  NQ,  le  côté  TB  égal  au  côté  NB,  ôc  l’angle  compris  PTB  ■ 
égal  à l’ange  compris  QNB , à caufe  des  triangles  ifofceles  égaux 
SBT,  NBR,  font  parfaitement  égaux,  doncPB=BQ,  & par 
conféquent  à caufe  de  PA=A(^,  la  ligne  AB  ed  auffi  perpen- 
diculaire fur  PQ , ôc  on  démontrera  de  la  même  fa<jon  que  AB  cd  ' 
aulTi  perpendiculaire  fur  toutes  les  lignes  menées  p^r  le  ppint  A ; . 
donc  cette  ligne  ed  perpendiculaire  furie  plan.- 

454*’  D'un  mime  point  A , ( Fig.  app.)  on  ne  peut  élever  fiir  un  ' 
mime  plan  qu'une  feule  perpendiculaire  toute  autre  inclinera  né- 

cefîairement  plus  d’un  côté  que  d’un  autre.  • 

4tfy.  Si  deux  ou  plujieurs  lignes  font  perpendiculaires  Tur  un  même 
plan,  elles  font  par  alelles  emr^  elles.  Soient  les  lignes  AB,  EF , CD 
(Fjÿ.  300.)  perpendiculaires  au  plan  MNOP,  je  mene  par  leurs 
extrémités  les  lignes  droites  AÉ  ;•  EC , AG.  Je  fais  mouvoir  la 
ligne  AB  toujours  paralellement  à elle-même  le  long  de  AE;  ôc 
comme  dans  ce  mouvement  elle  n’incline  pas  plus  d’un  côté  que 
de  l’autre,  il  ed  clair  que  lorfqu’elle  fera  arrivée  en  E,  elle  fera 
encore  perpendiculaire  furie  pian;  donc  elle  tombera  fur  la  ligne 
EF  > car  autremenr,  du  même  point  E on  pourroit  élever  fur  le 
même  plan  deux  perpendiculaires;  ce  qui  edimpofllble  {N.  ^6^.). 
Je  prouverois  de  même  qu’en  fàifant  avancer  la  ligne  EF  tou 
jours  paralellement  à elle-même  le'  long  de  la  ligne  EC  ; elle 
tombera  fur  CD  lorfqu’elle  fera  parvenue  en  G,  ôc  qu’en  faifant 
mouvoir  CD  Je  long.$le  CA,  elle  tombera  fur-AB  lorfqu’elle 
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«fera  parvenue  en  A;  d’où  il  eft  aifé  de  conclure  que  les  trois 
lig  tes  AB , EF,  CD  font  paralelles. 

455.  Il fuit  delà  e^ue  deux  lignes  paralelles  AB , EF  font  dans  un 
même  plan.  Car  menant  la  ligne  AE  qui  joint  leurs  extrémités , & 
faifant  enfuitc  mouvoir  la  ligne  AB  toujours  paralellementà  elle- 
même  le  long  de  AE,  elle  doit  tomber  fur  EF  lorfqu’elle  fera 
parvenue  en  E , fuppofé  quelle  foit  paralelle  à EF  ; mais  AB  , 
pendant  ce  mouvement , décrira  un  plan  -,  donc  EF  fera  dans  ce 
plan. 

4<Î7,  Il  fuit  encore  delà,  que  ft  deux  ou  plufteurs  lignes  font  pa~ 
raie  lies  entr  elles , dr  que  [une  et  entr' elles  foit  perpendiculaire  fur  un 
plan,  les  autres  feront  emjft  perpendiculaires  fur  le  même  plan, 

468.  Si  trois  lignes  égales  KQ , CD,  EF  (Fig.  301.)  font  per- 
pendiculaires fur  un  plan , & que  leurs  extrémités  A , È , C , foient 
pas  en  li^ne  droite,  te  plan  qui  pajjera  par  les  extrémités  Jupèrieures 
B,  F,  D fera  paralelle  au  plan  MNOP.  Je  mene  dans  le  plan 
MNOPles  droites  AE,  EC,  AC;  les  lignes  AB,  EF  étant  per- 
pendiculaires fur  le  même  plaît  MNOP  font  paralelles  entr’elles, 
{N.  4<îj.)  & à caufe  qu’elles  font  égales,  les  droites  AE,  BF 
font  aulTi  paralelles  ôc  égales  ; par  la  même  raifon , les  droites 
EC,  FD  font  paralelles  & égales  de  même  que  les  droites  AC , 
BD  ; donc  les  trois  côtés  du  triangle  BFD , étant  paralelles  cha- 
cun à chacun  aux  trois  côtés  du  triangle  AEC,  ces  deux  trian- 
gles font  paralelles;  & par  conféquent  le  triangle.BFD  e(l  parai- 
Telle  au  plan  MNOP. 

4<Î9i.  Si  une  ligne  AB  (Fig.  302.  ) ejl  perpendiculaire  fur  deux 
plans  MNOF , RHTX,  ces  deux  plans  fins  paralelles.  Jq  mene 
par  le  point  A dans  le  plan  MNOP  la  droite  AC , & la  droite  AB 
venant  à fe  mouvoir  toujours  paralellement  à elle-même  le  long 
de  la  droite  AC , eft  toujours  perpendiculaire  fur  le  plan  MNOP, 
& fon  extrémité  B décrit  une  droite  BS  fur  laquelle  AB  eft  aulli 
toujours  perpendiculaire;  or,  je  dis  que  BS  doit  être  dans  le  plan 
RHTX  ; car  (1  cela  n’étoit  pas,  ce  plan  couperoit  la  droite  CS 
en  un  autre  point  quelconque  E ; ainft  menant  dans  ce  plan  la 
droite  BE,  la  droite  CS  perpendiculaire  fur  SB,  feroit  neceftai- 
rement  oblique  fur  BE , fit  par  conféquent  fur  le  plan  RHTX  : 
ce  qui  eft  contre  la  fuppofttion. 

470.  Si  deux  plans  font  paralelles  entr  eux , toutes  les  perpendicu- 
laires menées  entre  ces  deux  plans , font  égales.  Ce  qui  eft  évident , 
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puifque  les  deux  plans  font  toujours  à égale  diOance , & que  les 
didances  fe  mefurcnt  par  les  perpendiculaires. 

471.  PROBLEME.  D' un  point  donné  K {¥\g.  hors  d'un  plan 

MNOP,  abaijjerune  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

Je  mene  dans  le  plan  une  ligne  quelconque  RQ  > du  point 
donné  A,  j’abaifle  fur  cette  ligne  une  perpendiculaire  AS;  du  point 
S je  mene  dans  le  plan  MNOP  une  droite  ST  perpendiculaire 
furRQ , & du  point  A j’abaifle  fur  ST  la  perpendiculaire  AT  qui 
fera  perpendiculaire  fur  le  plan  MNOP. 

Car  la  droite  RS  étant  perpendiculaire  fur  les  deux  côtés  TS , 
SA  du  triangle  TSA , eft  par  conféquent  perpendiculaire  fur.  ce 
triangle;  {IV.  465.)  ainfi  menant  dans  le  plan  AINOP  la  droite 
XT  perpendiculaire  fur  TS;  cette  droite  XT  étant  paralelle  à 
RS,  fera  aufli  perpendiculaire  fur  le  triangle  TSA,  {N.  457.)  ôc 
par  conféquent  fur  le  côté  TA  de  ce  triangle;  donc  puifque  TA 
eft  perpendiculaire  fur  XT , & qu’elle  l’eft  aufll  fur  TS  par  la 
conftrudion  , & que  XT,  TS  font  dans  le  même  plan  MNOP  ; 
il  s’enfuit  que  TA  eft  perpendiculaire  fur  le  plan  {N.  45j.). 

472.  Problème.  D'un  point  donné  T fur  un  plan  MNOP  , 

( Fig.  J 04.)  élever  une  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

D’un  point  quelconque  A pris  hors  du  plan,  j’abaiflfe  une  per- 
pendiculaire AS , ôc  enfuite  du  point  T , menant  TX  paralelle  à 
SA  , cette  droite  TX  eft  perpendiculaire  fur  le  plan  ( N.  457.). 

47J.  Si  une  ligne  droite  eft  inclinée  fur  un  plan  , le  plus  petit  ' 
angle  qu’elle  fait  avec  ce  plan , fe  nomme  Angle  ef  inclinaifon  de  la 
ligne  fur  le  plan. 

474.  PROBLEME.  Une  ligne  AB  (Figj  30  J.)  étant  inclinée  fur  un 
plan,  MNOP , trouver  fon  angle  déincltnaifonjiir  ce  plan. 

De  l’exttêmité  B de  cette  ligne,  j’abailfe  fur  le  plan  la  per- 
pendiculaire BC;  & du  point  C menant  la  droite  AC  dans  le 
plan , l’angle  BAC  eft  l’angle  d’inclinaifon  ; ce  que  je  démontre 
ainfl. 

Du  point  A pris  pour  centre,  & avec  le  rayon  AC,  je  décris 
dans  le  plan  MNOP  le  cercle  CDEHS , 6c  du  point  A je  con- 
çois qu’il  foit  mené  à la  circonférence  une  infinité  de  rayons  AD, 
AE , AH  ôcc.  qui  formeront  tous  avec  la  droite  B A différents  an- 
gles B AD,  BAE , 6cc.  Je  mene  la  droite  BD , ôc  le  triangle  BCD 
eft  reâangle  ; car  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  fur  MNOP, 
eft  aufli  perpendiculaire  fur  les  droites  AC,  CD  qui  font  dans  ce 
plan , ôc  qui  paflTent  par  le  pqint  C ; ainfi  BD  eft  plus  grand  que 
Tomel.  Fff 
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BC.  Or,  les  triangles  ABC,  ABD  ont  le  côté  AB  commun  , 
le  côté  AC  égal  au  côté  AD , parce  que  ces  deux  côtés  font 
rayons  d’un  même  cercle  ; mais  la  bafe  6C  de  l’un , eft  moindre 
que  la  bafe  BD  de  l’autre;  donc  l’angle  BAC  eft  moindre  que 
l’angle  B AD;  {N.  lop.)  & on  prouvera  de  même  que  l’angle 
BAE  eft  plus  grand  que  l’angle  BAC,  & ainfi  des  autres.  Donc 
l’angle  BAC  étant  le  moindre  des  angles  que  la  ligne  BA  fait  avec 
les  lignes  menées  par  le  point  A dans  le  plan  MNüP,  eft  l’angle 
d’inclinaifon  de  la  ligne  fi  A fur  ce  plan. 

47  y.  Il  fuit  delà,  t°.  Que  P angle  BAH  qui  eft  F angle  de  fuite 
de  F angle  d' imltnaifon  BAC , e[l  le  plus  grand  de  tous  les  angles  que 
la  ligne  B A fait  avec  le  plan.  2°.  Q^ue  de  tous  les  autres  angles  qui 
font  entre  le  plus  grand  B AH  & le  moindre  BAC;  ceux  qui  s'appro- 
chent plus  du  grand font  plus  grands  que  ceux  qui  s'en  éloignent  davan- 
tage ; & enfin  qu’on  peut  toujours  trouver  deux  angles  égaux , moin- 
dres que  le  plus  grand  BAH , cÿ*  plus  grand  que  le  moindre  BAC  ; 
mais  qu’on  n’en  trouvera  jamais  trois  d'égaux.  Je  mené  la  droite 
CE  dans  le  plan , & la  droite  EB  au  fommet  B de  la  perpendicu- 
laire 5 ainfi  le  triangle  EBC  fera  re£langle  de  même  que  le  trian- 
gle DCB  ; mais  à caufe  que  ces  deux  triangles  ont  le  côté  BC 
commun , & que  le  côte  CD  eft  moindre  que  le  côté  CE  , puif- 
que  l’arc  CD  eft  moindre  que  l’arc  CE  ; il  s’enfuit  que  le  côté 
É13  du  triangle  reftangle  EBC,  eft  plus  grand  que  le  côté  BD 
du  triangle  rectangle  BDC;  or,  les  triangles  ABE,  ABD  ayant 
le  côté  AB  commun,  le  côté  AE  égal  au  côté  AD , 6c  la  bafe 
EB  plus  grande  que  la  bafe  BD.  Il  eft  clair  que  l’angle  BAE  qui 
s’éloigne  plus  de  l’angle  d’hiclinaifon  B AC,  eft  plus  grand  que  l’an- 
gle qui  s’en  éloigne  moins;  6c  continuant  le  même  raifonnement, 
on  prouvera  qucl’angleBAHqui  eft  l’angle  de  fuite  de  l’angled'in- 
clinaifonBAC  , eft  leplus  grand  de  tous  ceux  qui  fontfaits  parla 
ligne  AB  avec  les  rayons  menés  du  centre  fur  la  demi  circonfé- 
rence HEC  ; 6c  quant  à ceux  qui  feront  faits  par  la  même  ligne 
AB  avec  les  rayons  menés  du  centre  fur  l’autre  demi  circonfé- 
rence HSC;  il  eft  facile  de  démontrer  qu’ils  feront  égaux  chacun 
à chacun  à ceux  qui  auront  été  faits  avec  les  rayons  de  la  demi 
circonférence  HEC. 

476.  Il  fuit  encore  delà , que  F angle  BAC  FF inclinaifon  d’une  ligne 
BA  fur  un  plan,  eft  dans  un  plan  BAC  perpendiculaire  fur  le  plan 
MNOP.  Car  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  fut  le  plan 
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MNOP,  le  triangle  ABC  dans  lequel cft  la  droite  BC,  cft  aufli 
perpendiculaire  fur  ce  plan. 

477.  Si  deux  plans  ABCD , EiFGH  fe  coupent  (F\g.  jo6,  ) leur 
commune  Je£iion  ejl  une  ligne  droite. 

Le  p^lan  ABCD  n’eft  autre  chofe  que  la  fomme  de  fes  élémens 
De , RX,  RX,  6cc  de  même  que  le  plan  EFGH  n’eft  autre 
chofe  qne  la  fomme  de  fes  élémens  FG,  SZ,  SZ,  &c.  donc 
quand  ces  plans  viennent  à fe  couper,  les  éldmens  de  l’un  cou- 
pent les  éléments  de  l’autre  ; or,  les  éléments  étant  des  lignes  ne 
fe  coupent  qu’en  un  point  ; donc  la  feûion  des  deux  plans  eft  une 
fuite  de  points  M,  0,0,  O &c.  N,  6c  par  conféquentune  ligne; 
mais  cette  ligne  en  tant  qu’elle  appartient  au  plan  ABCD,  ne 
haufte  ni  ne  baiftfe  dans  aucune  de  les  parties  du  côté  de  G ni  du 
côté  de  F,  6c  en  tant  qu’elle  appartient  au  plan  EFGH , elle  ne 
haufte  ni  ne  baifte  dans  aucune  de  fes  parties  du  côté  de  C ni  du 
côté  de  D ; donc  il  faut  néceftairement  quelle  foit  une  ligne 
droite. 

4~8.  Si  deux  plans  ABCD  , EFGH  qui  fe  coupent  ( Fig.  J07.  ) 
/ont perpendiculaires  fur  un  plan  MNOP,  leur  commune  feclion  RS 
efl  perpendiculaire  fur  ce  plan.  Car  en  tant  que  RS  appartient  au 
plan  ABCD  perpendiculaire  fur  MNOP , elle  n’incline  pas  plus 
for  le  plan  M!N0P  du  côté  de  E,  que  du  côté  de  H,  6c  par  con- 
féquent  elle  eft  perpendiculaire  fur  EH;  de  même  en  tant  que 
RS  appartient  au  plan  EHGF  auftl  perpendiculaire  fur  MNOP, 
elle  n’incline  pas  plus  du  côté  de  A que  du  côté  de  B ; donc  puif- 
que  RS  eft  perpendiculaire  fur  les  deux  lignes  EH , AB  qui 
font  dans  le  plan  MNOP , elle  eft  perpendiculaire  fur  ce  plan 
(M45J.). 

479.  Si  les  côtés  AB  , BC  (Fig.  308.)  dun  angle  ABC  qui  efl 
dans  un  plan  ABC,  font paralelles  aux  côtés  DE,  EF  cf un  autre 
an^e  DÉF  qui  eft  dans  un  autre  plan  DEF  ; ces  deux  angles  ABC , 
DEF  font  égaux.  Je  joins  les  fommets  par  la  droite  BE , 6c  fai- 
fant  avancer  l’angle  ABC  toujours  paraleliement  à lui-même , le 
côté  AB  tombe  nécedairement  fur  fa  paralelle  DE , 6c  le  côté 
BC  fut  fa  paralelle  BC  ; d’où  il  fuit  que  les  deux  angles  font 
égau 

4S0.  ü angle  d inclinai  fonde  deux  plans  KEEDyEE.EC  (Fig.  309.) 

?ui  fe  coupent  efl  le  même  partout.  Suppofons  que  l’angle  ABC  fuit 
angle  d’inclinaifon  des  deux  plans  du  côté  de  B;  je  mené  à l’extré- 
mité £ de  la  commune  feâion  BE  6c  dans  le  plan  ABDEunedroitc 
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ED  paralelie  à AB.  Je  mene  de  même  dans  le  plan  BEFC  une 
droite  EF  paralelie  à BC  ; ainfi  faifant  glifler  l’angle  ABC  tou- 
jours paralellcment  à lui-même  le  long  de  BE,  il  tombera  enfin 
fur  l’angle  DEC  ôc  lui  fera  égal  ; mais  le  plan  que  la  jambe  AB 
décrira  pendant  fon  mouvement,  fera  lemême  que  le  plan  ABED, 
& celui  que  l’autre  jambe  BC  décrira , fera  le  même  que  le  plan 
BCFEs  donc  l’angle  d’inclinaifon  de  ces  deux  plans  ell  le  même 
partout. 

481.  PROBLEME.  Trouver  [ anelc  à'inclinaifon  de  deux  vlant 
ABED , BCEF  ( Fig.  30p.  ) qui fe  coupent. 

D’un  point  quelconque  O pris  fur  la  feaion  commune  BE  ; 
je  mene  dans  le  plan  ABED  la  droite  OR  perpendiculaire  fur 
BE,  & dans  le  plan  BCFE  la  droite  OH  auffi  perpendiculaire 
fur  BE , & l’angle  ROH  eft  l’angle  d’inclinaifon  cherché. 

. Car  le  plus  ou  moins  d’inclinaifon  des  deux  plans  entr’eux,  con- 
fifte  uniquement  dans  le  plus  ou  moins  de  diftance  qu’ils  confer- 
vent  entr’eux  ; donc  les  côtés  RO,  OH  de  l’angle  qui  mefure 
cette  inclinaifon,  ne  doivent  plus  ou  moins  s’approcher  que  dans 
le  fens  des  plans,  & parconléquent  ils  ne  doivent  incliner  ni  du 
coté  de  B ni  du  côté  E. 

482.  Si  deux  plans  paralelles  ABCT>  ,VM¥G{¥\g.  3x0.)  font 

coupés  par  un  troifiéme plan  MON , les  deux  feüions  RS  , PQ  font 
paralelles.  Si  cela  n’étoit  pas  , les  deux  fetlions  s’approcheroient 
d un  coté  & s’éloigneroient  de  l’autre  ; donc  les  deux  plans  à qui 
el  es  appartiennent  en  feroient  de  même  & ne  feroient  plus  paral- 
lellesi  ce  qui  efi  contre  la  fuppofirion. 

MON  qui  coupe  les  deux  plans  pa- 
ralelles, ejl  un  triangle  y les  côtés  MO  , NO  de  ce  triangle  font 
coupe^roportionnellernentpar  les  ferions  RS,  fuppo/è  néanmoins 

que  /oient  paralelles  à RS  ; ce  qui  eft  évident. 

483.  Si  trois  angles  plans  BAC,  CAD,  DAB  (E>.  3 II.) qui  ' 

font  dans  trois  plans  différents  ont  le  fommet  commun  A,  & que 
leurs  cotés  s a;uftcnt,  ils  forment  un  angle  en  A qui  fe  nomme  y4n- 
g/e/olide;  tels  font  tous  les  angles  des  corps  dont  les  faces  fe  ter- 
minent en  pointe. 

484.  Il  faut  au  moins  trois  angles  plans  pour  former-un  angle  fo- 
Jide , car  il  eft  vifible  que  fi  entre  les  deux  angles  plans  B AD,  BAC, 
il  ne  fe  trouvoit  pas  un  troifiéme  angle  CAD,  les  deux  angles 
plans  BAD , BAC  feroient  dans  un  même  plan. 

48s,  Si  un  angle  fohde  A (Fig.  3,3.)  eJl  formé  par  trois  angles 
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plans  SAM  , MAN , NAS  la  fomme  de  deux  de  fis  angles  eft  plus 
grande  que  le  troisième.  Si  l’on  veut  que  l’àngle  SAN  foit  plus 
grand  que  les  deux  autres,  je  fais  dans  le  plan  de  cet  angle,  l’an- 
gle SAR  égal  à l’angle  SAM,  & par  conféquent  l’angle  refiant 
RAP  , eft  plus  grand  que  l’angle  NAM.  Je  prens  fur  la  jambe 
AM  de  l’angle  SAM  la  partie  AC,  & je  fais  AR  = AC;  du  point 
C je  mene  Ta  droite  CB  qui  coupe  l’autre  jambe  SA  de  l’angle 
SAM  en  un  point  quelconque  B ; du  point  B par  le  point  R . je 
mene  la  droite  SP  qui  coupe  la  droite  AN  enP  , & du  point  P 
par  le  point  C , je  mene  la  droite  CP  ; ce  qui  me  donne  le  trian- 
gle BCP  qui  fert  de  bafe  à l’angle  folide  A. 

Les  triangles  BAC , BAR  font  parfaitement  égaux , à caufe  de 
BA  commun,  de  AC  =AR  ôç  de  l’angle  compris  BAC  égal  à 
l’angle  conipris  BAR  ; donc  BC  égal  à BR.  Or , les  triangles 
RAP,  PAC  ont  le  côté  AR  égal  au  côté  AC,  le  côté  AP  com- 
mun; mais  l’angle  RAP  eft  plus  grand  que  l’angle  PAC,  par  la 
fiippofition  ; donc  la  bafe  Rr  eft  plus  grande  que  la  bafe  PC,  ôc 
par  conféquent  BR-hRP  ou  BP  eft  plus  grande  que  BC-f-CP; 
ce  qui  eft  impoffible,  à caufe  que  dans  tout  triangle  BPC  un  côté 
feul  BP  eft  toujours  moindre  que  les  deux  autres;  donc,  il  eft 
impoftlble  aufli  que  l’angle  BAP  foit  plus  grand  que  la  fomme 
des  deux  autres  BAC  , CAP  qui  forment  l’angle  folide  A. 

486.  La  fimme  des  angles  plans  BAC,  CAP,  ^ KQ  qui  forment 
un  angle folide  A ( Fig.  j 12.)  vaut  toujours  moins  que  quatre  angles 
droits.  Je  termine  l’angle  folide  A par  une  bafe  BPC  , laquelle 
forme  avec  les  plans  des  trois  angles  BAC,  CAP,  PAB  trois  au- 
tres angles  folides  B,  C,  P.  Or,  dans  l’angle  folide  B,  les  deux 
angles  plans  PBA  , ABC  valent  plus  que  le  troifiéme  PBC  ; 

( iV.  487.  ) de  môme  dans  l’angle  folide  C,  les  deux  angles 
plans  BCA , ACP  valent  plus  que  le  troifiéme  BCP , & dans  l’an- 
gle folide  P , les  deux  angles  CPA , APB  valent  plus  que  le  troi- 
ficme  CPB;  mais  dans  le  triangle  BPC,  les  trois  angles  PBC, 
BCP,  CPB,  valent  enfemble  deux  droits  ; donc  les  fix  angles  ' 
PBA,  ABC,  BCA,  ACP,  CPA,  APB  valent  plus  de  deux 
droits  ; mais  tous  les  angles  des  ttots  triangles  BAC,  CAP,  PAB 
valent  enfemble  fix  droits,  à caufe  que  dans  chaque  triangle,  les 
trois  triangles  valent  deux  droits  ; retranchant  donc  de  fix  angles 
droits  la  valeur  des  angles  fur  les  bafes  des  trois  triangles , laquelle 
vaut  plus  de  deux  droits  ; les  trois  angles  qui  forment  l’angle  foli- 
de  A , vaudront  enfemble  moins  de  quatre  droits  ; & on  prouvera 
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facilement  la  même  chofe  fi  l'angle  folide  A êtoit  formé  par  plus 

de  trois  angles  plans. 

De  la  Mejure  des  Solides , & de  leurs  rapports. 

487.  On  nomme  Cube  un  folide  compris  fous  fix  faces , dont 
tous  les  côtés  font  égaux  entr’eux  , 6c  les  angles, font  droits 
{lig.  3 13.  ) > la  face  ABCD  fur  laquelle  on  conçoit  que  le  folide 
eft  appuyé  , fe  nomme  Bafe  inferieure  , ou  fimplement  Bafe  ; la 
face  r GHE  oppofée  à la  bafe , fe  nomme  Bafe  fuperieure , ôc  les 
quatre  autres  faces  fe  nomment  faces  afeendantes , a caufe  quelles 
font  entre  la  bafe  inférieure  ôc  la  fupérieure  ; il  e(l  vifible  que  la 
hauteur  de  ce  folide  n’eft  pas  différente  de  l’un  des  côté  GB 
des  faces  afeendantes , puifque  toutes  les  faces  font  perpendicu-, 
laites  les  unes  fur  les  autres. 

488.  Un  Paralellepipede  eft  un  folide  ABCDEFGH  ( Fig.  3 14.) 
compris  fous  (Ix  paralellogrammes  dont  les  oppofés  font  égaux, 
on  le  nomme  Paralellepipede  rell angle,  lorfque  tous  les  angles  des 
paralellogrammes  font  droits  , ôc  Paralellepipede  incliné  , quand 
les  angles  ne  font  pas  droits. 

489. UnPr»/»jfABCDEFGHILNM(F/if.3iy.)eftunfolide  com- 
pris fous  deux  bafes  égales  ôc  paralelles  ABCDEF , HILNMG  , 
ôc  fous  autant  de  paralellogrammes,  que  chacune  des  bafes  à de 
côtés.  Ce  folide  eft  droit  lorfque  les  paralellogrammes  montans 
font  perpendiculaires  fur  les  bafes  , 6c  incliné  lorfque  ces  para- 
lellogrammes font  inclinés  entre  les  bafes.  Si  la  bafe  du  prifme 
eft  un  triangle  , on  le  nomme  Prifme  triangulaire , fi  la  bafe  eft 
un  pentagone  , on  le  nomme  Prifme  pentagonal  , ôc  ainfi  des 
autres. 

4po.  Un  Cylindre,  eH  un  folide  compris  fous  deux  bafes  égales 
ôc  paralelles , qui  font  deux  cercles  AB , CD  { Fig.  3 1 d.  ) , ôc  fous 
une  furface  courbe  qui  régné  entre  les  deux  cercles. 

Un  cercle  étant  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés,  on  peut 
concevoir  un  cylindre  comme  un  prifme , dont  la  bafe  eft  com- 
pofée  d’une  infinité  de  lignes  droites  ou  .de  côtés. 

491.  Une  Pyramide,  cR  un  (olide  compris  fous  une  bafe  ABCD 
( Fig.  3 17.  ) , ôc  fous  autant  de  trianglés  montans  AEB  , BEC  , 
CÈD , DEA  que  la  bafe  a de  côtés  , lefquels  triangles  ont  tous 
leurs  fommets  en  un  même  point  E ; la  ligne  EO  menée  du  fom- 
met  au  centre  O de  la  bafe , fe  nomme  Axe , ôc  cet  axe  ne  différé 
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point  de  la  hauteur  lorfqu’il  eft  perpendiculaire  fur  la  bafe  ; mais 
lorfqu’il  eft  incliné  fur  la  bafe , la  pyramide  cft  auifi  inclinée  , 6c 
la  hauteur  doit  fe  prendre  par  la  perpendiculaire  menée  du  fom- 
met  E fur  la  bafe. 

492.  Un  Cône , eft  une  pyramide  ABE  ( Fig.  j 1 8.)  dont  la  bafe 
AB  eft  un  cercle  > on  le  nomme  Droit  y lorlque  fon  axe  £0  eft 
perpendiculaire  fur  la  bafe , 6c  incliné  lorfque  l’axe  eft  incliné. 

49  J.  La  Sphère  eft  un  folide  ABCD  ( Fig.  3 19.  ) parfaitement 
rond,  6c  au  milieu  duquel  eft  un  point  O également  éloigné  de 
tous  les  points  de  la  furface.  Si  l’on  coni^oit  qu’un  demi-cercle 
ACB  tourne  autour  de  fon  diamètre  BA  immobile . il  décrira 
une  Sphère  par  fa  circonvolution.  Toute  ligne  droite  B A qui  paflTe 
par  le  centre  O ôc  qui  aboutit  de  part  6c  d’autre  à la  furface , fe 
nomme  /Ixe  ou  Diamètre  de  la  Sphère  y 6c  toute  ligne  OB  menée 
du  centre  à la  furface , fe  nomme  Rayon. 

494.  Proposition  CVII.  Si  ton  coupe  un  paralellepipede  y ou 
* un  prifine  ou  un  cylindre  droits  ou  inclinés  par  un  plan  paralelle  à la 
bafe  y ce  plan  fera  \emblahle  tir  égal  à la  bafe. 

Soit  le  paralellepipede  ABCDEFGH  ( Fig.  314.)  coupé  parle 
plan  MNOP  paralelle  à fa  bafe  ABCD  ; le  paralellogramme 
bCHG  étant  coupé  par  les  deux  plans  MNOP  ABCD  para- 
lelles  entr’eux,  les  ferions  NO , BC  faites  fur  ce  paralellogram- 
me , font  aufli  paralelles  ( N.  482.  ) , 6c  par  conféquent  égales  à 
caufe  qu’elles  font  entre  les  paralelles  BG,  CH  , ôc  on  prouvera 
de  la  même  façon  que  les  trois  côtés  du  plan  MNOP  font  égaux 
ôc  paralelles  aux  trois  autres  côtés  de  la  bafe  ABCD  chacun  à 
chacun  ; or.  les  angles  du  plan  MNOP  font  aufti  égaux  aux  an- 
gles de  la  bafe,  à caufe  qu’ils  ont  leurs  cotés  paralelles  à ceux  de 
la  bafe  ; donc  les  deux  plans  MNOP  , ABCD  font  fcmblablcs 
& égaux. 

La  même  chofe  fe  démontrera  à l’égard  d’un  cube,  car  un  cube 
n’eft  autre  chofe  qu’un  paralellepipede  reflangle,  dont  les  côtés 
de  la  bafe  6c  la  hauteur  font  égaux. 

49  ç.  Proposition  CVII.  Tout  cube,  tout  paralellepipede  .tout 
prifme , & tout  cylindre  droit  ou  incliné , ejl  égal  à fa  bafe  multipliée 
par fa  hauteur,  c’ejl-à-dire  par  la  perpendiculaire  urée  entre  les  deuoe 
bafes. 

Soit  le  paralellepipede  AB  ( Ftg.  320.)  ; li  l’on  conçoit  qu’il 
foit  coupé  par  une  infinité  de  plans  paralelles  à la  bafe,  6c  infini- 
ment proches  , la  fomme  de  ces  plans  fera  égale  au  paralclkpi- 
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t>ede.  Or,  tous  ces  plans  font  dgaux  à la  bafe  [JV.  494.)  ; donc 
eut  fomme  n’eft  autre  chofe  que  la  bafe  prife  autant  de  fois  qu  il 
y a de  plans,  c’eft-à-dire  la  bafe  multiplide  par  la  grandeur  qui 
marque  la  multitude  des  plans.  Mais  la  hauteur  AC  du  paralelle- 
pipede  fe  trouve  coupée  par  les  plans  en  autant  de  parties  infini- 
ment petites  ôc  égales  , ôc  chacune  de  ces  parties  eft  la  hauteur 
infiniment  petite  de  chaque  plan,  puifque  les  hauteurs  fe  pren- 
nent par  les  perpendiculaires  ; donc  la  hauteur  AC  marque  la 
multitude  des  plans  qui  compofentle  paralellepipede,  & par  con- 
féquent  ce  folide  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  le  paralellepipede  in- 
cliné AB  {Fig.  321.)  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  pat  fa  hau- 
teur CE  ; car  quoique  l’aréte  inclinée  AC  foit  coupée  pat  les 
plans  en  autant  de  parties  égales  qu’il  y a de  plans  qui  compo- 
fent  le  folide,  cependant  comme  cette  ligne  neft  jjas  perpendi- 
culaire entre  les  plans  , chacune  de  fes  parties  le  trouve  plus 
grande  que  la  hauteur  infiniment  petite  de  chacun  des  plans,  au 
lieu  que  chaque  petite  partie  de  la  perpendiculaire  CE  eft  préci- 
fément  égale  à la  hauteur  infiniment  petite  de  chaque  plan;  d’où 
il  fuit  que  c’eft  la  perpendiculaire  qui  doit  en  exprimer  la  multi- 
tude, & que  par  conléquent  le  paralellepipede  eft  égal  à fa  bafe 
multipliée  par  fa  hauteur. 


495.  Corollaire  I".  Tous  les paraleUepipedes , tous  Us  pripnesy 
tous  Us  cylindres  qui  ont  même  hauteur  & même  bafe , ou  Us  hauteurs 
égales  & Us  bafes  auffi^font  égaux.  Cela  eft  évident , puifqu’ils  font 
les  produits  de  leurs  bafes  par  leur  hauteur. 

497.  Corollaire  II.  Les  paraleUepipedes , Usprijmes  & Us  cylin- 
dres qui  ont  les  bafes  égales  & les  hauteurs  inégales  , font  entr'eux 
comme  Us  hauteurs,  ceux  qui  ont  Us  bafes  inégales  & Us  hauteurs  éga- 
les ,font  entr'eux  comme  leurs  bafes , ceux  qui  ont  Us  bafes  récipro- 
ques aux  hauteurs , font  égaux. 

Soient  les  deux  paraleUepipedes  AF,  MR  {Fig.  322.),  fi  l’on 
fuppofe  que  les  deux  bafes  font  égales,  je  nomme  X l’une  ôc  l’au- 
tre bafe , ainfi  le  premier  eft  X x HA , ôc  le  fécond  eft  X x MT  ; 
or , à caufe  que  les  hauteurs  HA , MT  font  mul^liées  par  une 
même  grandeur  X , les  produits  X x HA , X x MT  font  entr’eux 
comme  HA , MT , donc  les  paraleUepipedes  font  entr’eux  com- 
me les  hauteurs  HA , MT. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  fi  les  bafes  font  inéga- 
les 
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les  & les  hauteurs  égales , les  patalellopipedes  font  entr’eux  com- 
me les  bafes. 

Enfin , fi  les  bafes  font  réciproques  aux  hauteurs  , c’efl-à-dire  C 
l’on  a ABCD.  MNOP  : : MT.  AH  y on  aura  en  faifant  le  produit 
des  extrêmes  & des  moyens  ABCD  x AH  = MNOP  x MT  , 
c’eft-à-direj  les  deux  paralellepipedes  égaux. 

4p8.  Corollaire  III.  Les  paralellepipedes  y les  prifmes  & les 
cylindres  y font  entreux  en  raifon  sompofèe  de  la  raifon  de  leurs  hau- 
teurs , & de  celle  de  leurs  bafes. 

Soient  les  deux  paralellepipedes  AF , MR  ( Fig.  322.  ) , la  rai- 
fon de  leurs  hauteurs  eft  AH,  MT,  celle  de  leurs  bafes  eft 
ABCD,  MNOP,  & la  compofée  des  deux  eft  AHxABCD, 
MT  X MNOP  : or , les  deux  termes  de  cette  raifon  font  les  deux 
paralellepipedes  ; donc  ces  deux  folides  font  en  raifon  compo- 
lée,  &c. 

499.  Proposition  CVIII.  Si  f on  coupe  une  pyramide 
ABCDE,  dont  la  hauteur  eft  EQ  (Fig.  323.)  par  un  plan  MNOP 
paralelte  à la  bafe  ABCD.  Je  dis  1°.  que  ce  plan  fera  femblable  à la 
bafe.  2°.  Qùil  fera  à la  bafe  comme  le  quatre  de  fa  hauteur  SE  au 
quarré  de  la  hauteur  ÇfE  de  la  bafey  en  prenant  pour  hauteurs  les  dif- 
tances  des  plans  au  fommet  E de  la  pyramide. 

La  face  AEB  étant  coupée  par  les  deux  plans  MNOP,  ABCD 
paralellcs  entr’eux,  les  feélions  MN,  AB  font  paralelles  entr’elles, 
& par  la  même  raifon  les  trois  autres  côtés  du  plan  MNOP  font 
paralelles  aux  trois  autres  côtés  de  la  bafe.  Or , dans  la  face  AEB, 
nous  avons  MN.  AB  ::  ME.  AE,  à caufe  des  paralelles  MN, 
AB  , 6c  par  la  même  raifon  dans  la  face  ADE  , nous  avons 
MP.  AD  ::  ME.  AE,  donc  MN.  AB  ::  MP.  AD,  ce  qui  fait 
voir  que  les  côtés  MN , MD  du  plan  MNOP  font  proportionnels 
aux  côtes  AB , AD  de  la  bafe.  Et  par  un  femblable  raifonnement 
on  trouvera  que  les  deux  autres  côtés  PO,  ON  du  plan  MNOP 
font  auffi  proportionnels  aux  côtés  DC,  CB  de  la  bafe.  Mais  les 
angles  du  plan  MNOP  font  égaux  aux  angles  de  la  bafe  chacun 
à chacun,  a caufe  des  côtés  paralelles,  donc  le  plan  MNOP  eft 
femblable  à la  bafe.  Ce  qu’il  falloir  i“.  démontrer.  ' 

Les  plans  MNOP,  ABCD  étant  femblables,  font  entt’eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  MN  , AB  , mais 
nous  avons  MN.  AB  ::  ME.  AE , donc  les  deux  plans  font  en- 
tr’eux comme  les  quarrés  de  ME.  AE.  Du  point  Q où  la  perpen- 
diculaire coupe  la  bafe,  je  mene  la  droite  ÂQ,  ce  qui  me  donn<? 
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le  triangle  AQE  /dans  lequel  les  deux  feâions  MS  , AQ  faites 
par  les  deuxplans  MN©P,  ABCD  paralellesentr’eux,  font  para- 
[elles.  Ainfi  j’ai  SE.  QE  : ; ME.  AE,  ôc  par  conféquent  les  deux 
plans  MNOP,  ABCD  drant  entr’eux  comme  les  quarrés  de  ME, 
AE,  font  aufli  comme  les  quarrés  de  SE,  QE.  Ce  qu’il  falloit 
2°.  démontrer. 

On  démontrera  la  même  chofe  d’une  pyramide  inclinée  ABCE 
(Fig,  524.  ) , car  prolongeant  le  plan  MNOP  , & la  bafe  jufqu’à 
la  rencontre  de  la  perpendiculaire  EQ  menée  du  fommet  fur  la 
bafe,  & menant  dans  la  bafe  la  droite  AQ  , qui  donnera  le  trian- 
gle AQE , les  feclions  MS , AQ  faites  fut  le  triangle  par  les  plans 
paralelles  MNOP,  ABCD prolongés, feront  paralelles, ainfi  l’on 
aura  ES,  EQ  ::  EM,  EA  MN.  AB,  & les  plans  PMNO, 
ABCD  étant  entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homo- 
logues MN,  AB  , à caufe  qu’ils  font  fcmblables  , feront  parcon- 
féquent  comme  les  quarrés  de  leurs  hauteurs  ES,  EQ. 

■ joo.  Proposition  CIX.  Les  pyramides  qui  ont  les  bajis  éga^ 
les  y CT  les  hauteurs  aujfi , font  égales. 

Soient  les  deux  pyramides  ABCDE,  HZVQ  32j.),  dans 
lefquelles  je  fuppofé  que  la  bafe  quarrée  de  la  première  eft  égale 
à la  bafe  triangulaire  de  la  fécondé , & que  la  hauteur  OE  efi 
égale  à la  hauteur  QX.  Je  coupe  l’une  & l’autre  par  des  plans 
AINLP,RYT  paralelles  aux  baies  , & qui  foient  à égales  diftan- 
ces  des  fommets  E , Q ; ce  qui  me  donne  ES=QF  ; or , dans  la 

premieré  pyramide , j’ai  MNLP.  ABCD  : : SE.  OE  ( N.  4pp.), 

& dans  la  fécondé  RYT.  HZV  : : QF.  QX  ; donc  à caufe  de 

QF‘=JËS,  & de  QX='ÔE,  j’ai  MNLP.  ABCD  ::  RYT. 
HZV;  mais  ABCD  = HZV,  donc  MNLP  = RYT. 

Or , fi  l’on  conçoit  que  l’une  & l’autre  pyramide  foient  cou- 
pées par  une  infinité  de  plans  paralelles  aux  bafes , il  n’y  aura  pas 
plus  de  plans  dans  l’une  que  dans  l’autre , à caufe  des  hauteurs 
égales , fie  chaque  plan  de  l’une  fera  égal  à chaque  plan  de  l’autre, 
qui  fera  à égale  dillance  du  fommet,  ainfi  qu’on  vient  de  voir, 
donc  la  fomme  des  plans  de  l’une  fera  égale  à la  fomme  des 
plans  l’autre , fie  par  conféquent  les  deux  pyramides  feront 
égales. 

yoi.  Corollaire.  Ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les  deux 
•Propofitions  précédentes  touchant  les  pyramides,  doit  s’emeor 
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dre  aufTi  des  cônes  droits  ou  inclinés , puifque  les  cônes  font  des 
pyramides  dont  les  bafès  ont  un  infinité  de  côtés. 

yo2.  Proposition  CX.  Tout  prifme  triangulaire  ABCDEF, 
( Fig.  325.)  peut  Je  divifer  en  trois  pyramides  égales. 

Je  coime  les  trois  paralellograrames  montans  par  les  diagona- 
les AF,  FC,  EC,  & je  fais  pafler  un  plan  par  les  deux  AF,  FC, 
& un  autre  par  les  deux  FC , EC , ce  qui  me  donne  trois  pyrami- 
des ABCF,  EFDC,  ECAF  ; or  , les  deux  premières  ont  les 
bafes  ABC,  DEF  égales,  de  même  que  leurs  hauteurs  BF,  DC; 
ôc  fl  l’cti  conçoit  que  la  fécondé  EFDC  ait  pour  bafe  le  triangle 
ECD  , Sc  que  la  bafe  de  la  troifiéme  EACF  foit  le  triangle  EGA, 
on  trouvera  que  ces  deux  pyramides  font  auffi  égales,  à caufe 
que  leurs  bafes  EAC,  ECD  font  égales  , & qu’elles  ont  leurs 
fommets  au  même  point  F , ce  qui  leur  donne  une  même  hau- 
teur. Donc  les  trois  pyramides  font  égales. 

303.  Corollaire.  Donc  tout  prifme  triangulaire  ABCDEF 
ejl  triple  d'une  pyramide  ABCF  de  mime  hauteur  tr  de  mime  bafe. 

304.  Proposition  CXI.  Toute  pyramide  de  quelque  nombre 
de  côtés  que  J'oit  fa  bafe  , efl  le  tiers  d'un  prifme  de  meme  hauteur  & 
de  meme  bafe. 

Soit  la  pyramide  pentagonale  ABCDEF  ( Fig.  327.);  du  point 
O oùfon  axe  coupe  la  bafe,  je  mene  des  droites  OA,  OB,  OC,&c. 
à tous  les  angles,ce  qui  divife  la  bafe  en  autant  de  triangles  qu’elle 
a de  côtés.  Je  coupe  la  pyramide  par  des  plans  qui  paffent  par 
le  fommet  F & par  les  droites  OA,  OB , OC , &c.  ôc  la  pyra- 
de  fe  trouve  divifée  en  cinq  pyramides  triangulaires  , qui  ont 
chacune  pour  bafe  l’un  des  triangles  delà  bafe.  Jccqnftruis  fur 
ces  triangles  des  prifmes  triangulaires  de  même  hauteur , ôc  ces 
cinq  prifmes  pris  enfemblc  forment  un  prifme  total  dont  la  bafe 
eft  la  même  que  celle  de  la  pyramide , ôc  qui  a même  hauteur  ; 
or , chacun  des  prifmes  triangulaires  eft  triple  de  la  pyramide 
triangulaire  correfpondante  ; donc  le  prifme  total  eft  triple  de  la 
pyramide  totale  , Ôc  par  conféquent  la  pyramide  en  eft  le  tiers. 

Et  on  démontrera  la  même  chofe  à l’égard  des  pyramides  in- 
clinées , ôc  des  cônes  droits  ou  inclinés. 

y O y.  Corollaire.  Les  pyramides  qui  ont  les  bafes  égales , & 
les  hauteurs  inégales  ,font  entr  elles  comme  leurs  hauteurs , celles  qui 
ont  les  hauteurs  égales , ù"  les  befes  inégales  font  entid  elles  comme  leurs 
bqfes,  ù"  celles  qui  ont  les  hauteurs  réciproques  aux  bafes  font  égaies. 

Les  pyramides  font  le  tieiS  des  prifmes  de  même  bafe  & de 
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même  hauteurs;  or,  ce  qui  convient  aux  entiers  convient  à leurs 
tiers,  donc  ce  que  nous  avons  dit  des  ptiAies  ( N.  497.  ) doit  fc 
dire  au(Ti  des  pyramides. 

yo6.  Proposition  CXII.  Une  pyramide  ABCF  (Fig.  528.) 
étant  donnée , y»  onia  coupe  par  un  plan  OED  paratelle  à la  bafe , je 
dis  que  pour  avoir  la  valeur  de  la  partie  tronquée  ABCDEO , il  faut 
chercher  un  plan  moyen  proportionnel  Géométrique  entre  la  baje  infé- 
rieure & la  fupérieure  DEO , ajouter  ce  plan  aux  deux  bafes , & mul- 
tiplier le  tout  par  le  tiers  de  la  hauteur  XZ  de  la  partie  tronquée 
ABCDEO. 

Suppofons  que  la  pyramide  foit  triangulaire , Je  coupe  deux 
des  faces  montantes  ABEO  , BCDE  par  des  diagonales  AE  y 
CE  , ôc  faifant  pafler  un  plan  par  ces  deux  diagonales,  je  retran- 
che de  la  pyramide  tronquée  la  pyramide  ABCE , 5c  il  me  rede 
une  autre  pyramide  AODCE  ; je  coupe  la  face  AODC  par  la 
diagonale  OC,  Ôc  je  coupe  AODCE  par  un  plan  qui  pafle  par 
le  fommet  E 5c  par  la  diagonale  OC , ce  qui  me  donne  deux  aur 
très  pyramides  AOCE,  ODCE. 

Maintenant  je  cherche  le  rapport  de  la  première  de  ces  trois 
pyramides  ABCE  à la  fécondé  AOCE , & comme  elles  ont  deux 
faces  ABE,  OEA  qui  font  fur  un  même  plan  , fi  je  prens  ces 
deux  faces  p^our  leurs  bafes , elles  auront  l’une  ôc  l’autre  le  fom<- 
met  en  C , & par  conféquent  leur  hauteur  fera  la  même , d’où  il 
fuit  que  ces  deux  pyramides  feront  entr’elles  comme  leurs  bafes 
ABE,  OEA;  mais  ces  deux  bafes  ou  triangles  étant  entre  les 
deux  paralclles  AB,  OE,  font  emr’eux  comme  leurs  bafes  AB, 
OE  » donc  les  deux  pyramides  feront  entr’elles  comme  AB , OE; 
ainfi  nommant  P la  première  ABCE,  ôc  S la  fécondé  AOCE, 
nous  aurons  P.  S ::  AB.  OE. 

Je  compare  de  même  la  fécondé  AOCE  avec  la  troifiéme 
ODCE,  ôc  prenaru  pour  leurs  bafes  les  faces  AOC  , ODC  qui 
font  fur  un  même  plan  , elles  fe  trouvent  avoir  le  fommet  com- 
mun en  E,  ôc  par  conféquent  la  même  hauteur , d’où  il  fuit  que 
ces  deux  pyramides  font  entr’elles  comme  leurs  bafes  ou  trian- 
gles AOC  , ODC,  mais  ces  triangles  étant  entre  les  paralelles 
AC  , OD  font  entr’eux  comme  leurs  bafes  AC , OD , ôc  à caufe 
des  triangles  femblables  ABC,  OED,  nous  avons  AC.  OD:: 
AB.  OE , donc  les  deux  pyramides  AOCE , ODCE  font  entr’el- 
les comme  AB.  OE  ; ainli  nommant  T la  troifiéme  ODCE , nous 
avons  S.  T : : AB.  OE , mais  nous  îvons  trouvé  P.  S : : AB.  QE  ; 
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donc  nous  avons  auflî  P.  S ::  S.  T j c’eft-à-difc  les  trois  pyrami- 
des qui  compofent  la  pyramide  tronquée  ABCDEO  font  en  pro- 
portion continue. 

Je  cherche  un  plan  moyen  proportionnel  que  je  nomme  V 
entre  la  bafe  inférieure  ABC,  6c  la  fupérieure  OED,  ce  qui  don- 
ne ABC.  V : : V.  OED,  ôc  multipliant  tout  par  la  même  gran- 
deur fXZ,  c’eft-à-dire  par  le  tiers  de  la  hauteur  XZ  du  tronque- 
jnent , les  trois  quantités  ABCx-j-XZ,  VxjXZ,  6c  OEDx-j-XZ, 
font  encore  en  proportion  continue  i or,  la  première  ABCxjXZ 
eft  égale  à la  première  pyramide  ABCE  , 6c  la  troifiéme  OEDjj 
jXZ  eft  égale  à la  troiliéme  pyramide  O DCE;  donc  la  fécondé 
(Vx|XZ  doit  être  égale  à la  fécondé  AOCE,  ôc  par  conféquent 
le  tronquement  ABCDEO  eft  égal  aux  trois  plans  ABC  , V, 
OED  multipliés  par  le  tiers  de  la  hauteur  ZX  du  tronquement. 

Si  la  pyramide  n’eft  pas  triangulaire  {Fig.  325.)  des  centres 
Z,  X des  deux  bafes , je  mene  des  droites  à leurs  angles  , ôc  fai- 
fanr  pafter  des  plans  par  les  lignes  de  dlviflon  de  l’une  ôc  l’autre 
jbafe,le  tronquement  fe  trouve  divifé  en  autant  de  tronqucmens 
de  pyramides  triangulaires  que  la  bafe  a de  côtés,  ôc  chacun  de 
ces  tronquemens  fera  égal  à fes  deux  bafes  triangulaires  ajoutées 
au  plan  moyen  proportionnel , le  tout  multiplié.par  |ZX.  Or , 
fi  je  prens  un  plan  moyen  proportionnel  MNPQ  entre  la  bafe 
totale  ABCD , ôc  la  bafe  totale  HEFG,  ce  plan  fe  trouvera  divifé 
en  un  même  nombre  de  triangles  que  ces  bafes , ôc  chacun  de 
CCS  triangles  fera  moyen  proportionnel  entre  les  deux  bafes  de 
la  pyramide  triangulaire  qu’il  coupera  ; donc  en  ajoutant  enfem- 
• ble  Içs  plans  ABCD , MNPQ , HEFG,  ôc  multipliant  la  fomme 
par  fXZ,  j’aurai  tout  d’un  coup  la  fomme  des  tronquemens  trian- 
gulaires qui  compofent  le  tronquement  AF. 

II  eft  aifé  d’appliquer  la  même  ebofe  aux  tronquemens  des 
pyramides  inclinées. 

yoy.  Proposition  CXIII. Tout prifme  triangulaire  tronqué 
(Fig.  330,  33  i , 332, 333.)  ^ égal  au  triangle  hÈC  qui  luijert 
de  bafe  multiplié  par  le  tiers  des  trois  arêtes  que  forment  les  plans  mon- 
tant , ceji-à-dire  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs. 

Il  peut  arriver  que  le  prifme  triangulaire  ne  foît  tronqué  que 
par  une  de  fes  extrémités  ( Fig.  3 32 , 3 3 3 , 334  ) ou  qu’il  foit  tron- 
qué pat  fes  deux  extrémités  ( Fig.  3 3 y.  ).  . 

Si  le  prifme  triangulaire  n’eft  tronqué  que  par  une  de  fes  extré- 
^lités , il  peut  fe  faire  1°.  Que  deux  de  fes  longueurs  BE , CD 
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(F/g.  330.)  foient  égales,  & la  troifidme  AH  plus  grande  qua 

chacune  des  deux  autres.  2°.  Que  deux  de  fes  longueurs  AH , 

CG  (Fig.  331.)  drant  dgales,  la  troifidme  BE  foit  moindre  que 

chacune  d’elles.  3“.  Enfin  j que  les  trois  longueurs  AH  ,BE,  CG 

foient  indgales  entr’elles  ( F/g.  332.).  Examinons  tous  ces  cas  en 

particulier. 

Si  la  longueur  AH  eft  plus  grande  que  les  deux  dgales  BE,  CD 
(Fig.  330.  ),  je  coupe  le  prifme  par  un  plan  EFD  paralelle  à la 
bafeABC,  ôc  qui  pafife  par  les  extrémités  E>  D des  longueurs 
«gales  BE,  CD,  ce  qui  coupe  le  prifme  tronqué  en  deux  foli- 
des,  dont  l’un  eft  le  prifme  ABCDE,  & l’autre  eft  la  pyramide 
DEF  H , or,  le  prifme  ABCDE  eft  égal  à fa  bafe  ABC  multipliée 
par  la  longueur  BE , ou  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs  égales 
AF,  BE , CD , & la  pyramide  eft  égale  à fa  bafe  DEF  ou  ABG 
fon  égale  niultipliée  par  le  tiers  de  fa  hauteur  FH  ; ainfi  le  prifme 
tronqué  ABCDEH  eft  égal  à fa  bafe  ABC  multipliée  par  le  tiers 
des  trois  longueurs  DC,BE  , AF  plus  le  tiers  de  la  longueur 
FH  ; mais  le  tiers  de  AF , plus  le  tiers  de  FH  eft  égal  au  tiers 
de  AH  ; donc  le  prifme  tronqué  eft  égal  à fa  bafe  multipliée  pat 
le  tiers  de  fes  trois  longueurs  CD,  BE,  AH. 

Si  les  deux  longueurs  égales  AH,  CG  (Fig.  331.)  font  plus 

Erandes  que  la  troifiéme  BE,je  coupe  le  prifme  par  un  plan 
lEF  paralelle  à fa  bafe  ABC  , ôc.  qui  paffe  par  l’extrémité  È dt 
la  troifiéme  longueur  BE , ce  qui  coupe  le  prifme  tronqué  eft 
deux  folides , dont  l’un  eft  le  prifme  triangulaire  ABCDEF , ôc 
l’autre  eft  la  pyramide  DGHFE.  Je  coupe  la  face  DGHF  de 
cette  pyramide  par  la  diagonale  HD  , ôc  faifant  palfer  un  plan  * 
par  cette  diagonale  , ôc  par  le  fommet  E , la  pyramide  DGHF 
eft  coupée  en  deux  autres  pyramides  HDFE,  DGHE  qui  font 
égales  entr’elles , à caufe  du  fommet  E commun , ôc  des  bafes 
HGD,  H DF  qui  font  vifiblement  égales , puifque  DGHF  eft  un 
paratellogramme  dont  la  diagonale  eft  HD.  Mais  prenant  pour 
bafe  de  la  pyramide  FEDH  le  plan  FED=ADC,  la  hauteur 
de  cette  pyramide  eft  la  droite  FH  ; donc  cette  pyramide  eft  éga*- 
le  au  plan  ADC  multiplié  par  |FH , ôc  par  conféquent  l’autre  py- 
ramide DGHE  eft  égale  au  même  plan  ADC  multiplié  par  j-rH 
ou  par|GD,  à caufe  de  GD=FH,  ôc  comme  le  prifme  ABCDEF 
eft  égal  au  même  plan  multiplié  par  le  tiers  des  droites  CD , BE , 
AF  ; il  s’enfuit  que  le  prifme  tronqué  compofé  de  ces  trois  foli- 
des eft  égal  au  produit  de  la  bafe  ABC  multipliée  par  le  tiers  des 
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droites  CD , BE , AF , plus  le  tiers  de  FH , plus  le  tiers  de  DG  ; 
mais  iAFH-fFH=jAH , & jCD-t-|DG=jCG,  donc  le  prifr 
me  tronqué  ell  égal  à fa  bafe  ABC  multipliée  par  ^BE+jAH 
-+-fCG. 

Si  les  trois  longueurs  AH , BE,  CG  font  inégales  {Ftg.  jja.), 
je  fais  les  mêmes  opérations  que  dans  le  cas  précédent , & le  prif- 
me  tronqué  fe  trouve  divifé  en  un  prifme  triangulaire  ÀBCDEF, 
& deux  pyramides  DGHE , DHFE  qui  ont  le  fommet  E com- 
mun, & qui  font  par  conféquent  comme  leurs  bafes  inégales 
DGH  , DHF;  mais  ces  bafes  ou  triangles  étant  entre  les  para- 
lellesDG,  FH, font  entr’eux comme  leurs  bafes  GD,  FH  ; donc 
les  deux  pyramides  font  entr’elles  comme  les  droites  GD , FH. 
Or,  en  prenant  pour  bafe  de  la  pyramide  DHFE  le  plan  FED  , 
la  hauteur  de  cette  pyramide  eft  FH,  donc  la  pyramide  DGHE 
doit  être  égale  à un  autre  pyramide  qui  auroit  pour  bafe  le  mê- 
me plan  FED  , 6c  pour  hauteur  la  ligne  GD  , car  cette  nouvelle 
pyramide  feroit  à la  pyramide  DGHE , comme  GD , FH,  à caufe 
des  bafes  égales.Ainfi  la  pyramide  DEFH=FEDxÿFH=ABCx 
•j-FHjla  pyramide  DGHE=ABCxjDG,  6c  le  prifme  ABCDEF 

s=ABCxiAF-+-',BE-t-~CD  ; donc  le  prifme  tronqué  ABCGHE 

=ABCxiAF-h*BE-+^CD^^FH-4-fDG  ; mais  f AF  H-f  FH 
«=iAH,  6c  fCD-t-iDG=|CGi  donc  le  prifme  ABCGHE 

==ABCx|AHH-fBE-t-}CG. 

Enfin , (1  le  prifme  triangulaire  eft  tronqué  par  fes  deux  extré- 
mités ( Fig.  333.),  je  coupe  fes  trois  arêtes  par  un  plan  ABC, 
qui  leur  foit  perpendiculaire,  ce  qui  coupe  ce  prifme  en  deux 
autres  ABCDHE,  ABCMÔN,  qui  ne  font  tronqués  chacun 
que  par  l’une  de  fes  extrémités.  Ainft  le  premier  ABCDHE  ell 
égal  au  plan  ABC  multiplié  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs 
AH , EB,  CD  , 6c  le  fécond  ABCMON  eft  égal  au  plan  ABC 
multiplié  parle  tiers  de  fes  trois  longueurs  AO,  BN,  CM;  donc 
les  deux  enfemble,  c’eft-à-dire,  le  prifme  total  eft  égal  au  plan 
ABC  multiplié  parle  tiers  des  trois  longueurs  OH , NE, MD. 

yoS.  Remarque.  Quoique  ce  que  je  viens  de  dire  ne  regarde 
que  le  prifme  triangulaire  tronqué , on  peut  cependant  s’en  fer- 
vir  pour  mefuter  un  prifme  quelconque  tronque.  Soit , par  exem- 
ple, le  prifme  pentagonal  tronqué  ABCDEFGHIL  ( Fig.  328.); 
de  l’un  des  angles  £ de  la  bafe , je  mene  aux  autres  angles  des 
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droites  EB , EC , ce  qui  divife  cette  bafe  en  trois  triangles.  Je 
conçois  que  fur  ces  droites  EB , EC , foient  élevés  des  plans  per- 
pendiculaires à la  bafe  qui  diviferont  le  prifme  tronqué  en  trois 
prifmes  triangulaires  tronqués.  Ainfi  mefurant  chacun  de  ces 
prifmes  en  particulier , leur  fomme  me  donnera  le  prifme  total. 
Au  relie , on  trouve  beaucoup  plus  aifément  la  valeur  des  prif- 
mes tronqués  par  le  moyen  du  centre  de  gravité  de  la  bafe,  ainfi 
qu’on  verra  dans  le  troifiéme  Livre.  Et  je  n’ai  parlé  ici  du  ptif- 
me  triangulaire  tronqué,  que  pour  faciliter  le  Problème  fuivant,' 
qui  concerne  la  mefure  des  Révêtemens  ou  Murailles  des  Places 
de  Guerre. 

yop.  Problème.  Mefurer  le  Revêtement  tfune  Place  de  Guerre'. 

Tout  le  monde  fçait  que  les  Murailles  des  Places  de  guerre 
ont  un  talud,  c’efl-à-dire,  qu’elles  ont  plus  d’épailTeur  en  bas 

3u’en  haut , & c’eft  précifément  en  cela  que  confifte  la  difficulté 
e les  mefurer.  Or,  entre  toutes  les  méthodes  qu’on  a donné 
pour  y parvenir , voici  celle  qui  me  paroîr  la  plus  fimplc  & la 
plus  commode,  quoiqu’elle  foit  la  moins  ufirée.,  peut-être  parce 
qu’elle  ell  la  moins  connue , ou  parce  qu’on  a de  la  peine  à 
fe  détacher  des  routes  ordinaires  : on  en  jugera  aifément,  fi 
on  veut  bien  , la  comparer  aux  pratiques  qu'on  fuit  communé- 
ment. 

Soit  donc  lefolide  de  la  Figure  yyy  qui  repréfente  un  demi- 
BalHon  & une  partie  de  la  Courtine.  Je  mefure  d’abord  la  lon- 
gueur & la  largeur  de  la  muraille  au  fommet , Ôc  comme  ces 
deux  dimenfions  forment  les  trapezoïdes  ABCD,  DCEF,FEHI 
qui  ont  tous  la  hauteur  commune  RT  , j’ajoute  enfemble  leurs 
longueurs  moyennes  SV,  VX  , XZ  , & multipliant  la  fomme 
par  la  hauteur  RT,  le  produit  eft  la  valeur  des  trois  trapezoïdes  ; 
je  multiplie  ce  produit  par  la  hauteur  Aa  de  la  muraiUe  , & j’ai 
la  valeur  d’une  muraille  fans  talud,  dont  la  bafe  ell  compofée  de 
trois  trapezoïdes  «MNi,  ^NOr,  OcdL  égaux  chacun  à chacun 
aux  trois  trapezoïdes  fupérieurs. 

Maintenant  pour  mefurer  le  talud , je  confidére  qu’il  eft  com- 
pofé  de  trois  prifmes  triangulaires  tronqués  MfBDN/,  DP^OF, 
gOFI/;L  5 c’eft  pourquoi , je  coupe  l’un  d’eux  par  un  plan  rsi  per- 

fiendiculaire  fur  fes  trois  longueurs  , & comme  cette  coupe  eft 
a même  dans  les  trois  prifmes , j’ajoute  enfemble  leurs  trois  lon- 
gueurs BDFI  ,MNOL,  efgh,  & prenant  le  tiers  de  cette  fomt- 
me,  je  le  multiplie  par  le  plan  rsi,  ce  qui  me  donne  tout  d’un 

coup 


Digitized  by- Google 


DES  M ATHEMATIQUES.  42? 

coup  le  talud,  lequel  c'tanc  ajouté  à la  muraille  fans  talud,  me 
donne  le  révêtement  entier. 

Il  eft  aifé  de  voir  qu’on  pourroit  faire  les  mêmes  opérations  quand 
même  le  flanc  feroit  rond  & qu’il  feroit  couvert  d’une  orillon. 

y I O.  Proposition  CXIV.  La  fphere  efl  égale  an  âcux  tiers  d un 
cylindre  de  même  hauteury  er  qui  aurait  pour  bafe  le  cercle  du  diamètre 
de  ta  fphere  y cejl-à-dire  le  plus  grand  cercle  de  la  fphere. 

Soit  le  quart  de  cercle  ABC  fig.  337.)  qui  en  tournant  au  tour 
de  fon  rayon  fixe  BC  décrit  une  demi-fphere  ABL  ; je  décris  le 
quarré  ACBM  du  rayon  BMj  ôc  je  coupe  ce  quarré  par  la  diago- 
nale MC  qui  forme  le  triangle  reêlangle  ifofcele  MBC;  je  con- 
çois que  le  rayon  BC  foit  coupé  en  une  infinité  de  petites  parties 
égales  entr’cllcs  que  des  points  de  divifion  O,  T , êcc.foienc 
menées  des  perpendiculaires  OQ , TX  fur  ce  rayon  , & qui  fe 
terminent  fur  AM , ces  droites  feront  élémens  du  quarré  AMBC , 
leurs  parties  OR , TZ , ôcc.  qui  fe  terminent  fur  la  circonférence 
du  quart  de  cercle , feront  les  élémens  de  ce  quart  de  cercle , 6c 
les  parties  OS,  TV,  ôcc.  qui  fe  terminent  fur  la  diagonale  MC, 
feront  les  élémens  du  triangle  reûangle  ifofcele  MBC  ; de  façon 
que  chaque  élément  OS , ôcc.  de  ce  triangle  fera  égal  à fa  difian- 
ce  OC , ôcc.  du  centre  C ; car  les  triangles  femblables  MBC  , 
SOC  donnent  MB.  BC::  SO.  OC  ; mais  MB  = BC;  donc 
SO  = OC.  ôc  il  eft  aifé  de  voir  que  chaque  élément  OQ  , TX  , 
ôcc.  du  quarré  ACBM  fera  égal  au  rayon  BC  : cela  pofé. 

Si  l’on  conçoit  que  le  quarré  ACBM  , le  quart  de  cercle 
ABC  ôc  le  triangle  MBC  tournent  au  tour  du  rayon  immobile 
BC  ; les  élémens  du  quarté  ACBAI  décriront  des  cercles  tous 
égaux  qui  formeront  un  cylindre  AMHL  ; les  élémens  du  quart  de 
cercle  décriront  des  cercles  qui  formeront  une  demi-fphere  ABL, 
ôc  dont  le  plus  grand  fera  celui  que  le  rayon  AC  décrira , lequel  à 
caufe  de  cela  , fe  nomme  le  grand  cercle  de  la  fphere  ,6c  les  élé- 
mens du  triangleMBC  décriront  les  cercles  qui  formeront  un  cône 
MCH.  Or,  ces  cercles  étant  entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs 
rayons  : mettons  pour  un  moment  les  quarrés  au  lieu  des  cercles  , 

ôc  à caufe  de  la  propriété  du  cercle  nous  aurons  OR  = BC 

— OC;  {N.  284.)  mais  BC=OQ  ôc  OC  = OS  ; donc  OR 

= OQ  — OS»  par  la  même  raifon  , nous  aurons  TZ  = TX 

— .TV,  ôc  ainfi  des  autres;  c’eft-à-dire  que  Icsquarrés  des  éjémens 

Tome  I.  Hhh 
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du  quart  de  cercle  font  égaux  aux  quartés  desélémens  du  quarté 
ACBM , moins  les  quarrés  des  élémens  du  triangle  MBC  : donc 
en  remettant  les  cercles  au  lieu  des  quarrés , nous  aurons  les  cer- 
cles décrits  par  les  élémens  du  quart  de  cercle  ou  la  demi-fphere 
ABL , e(l  légale  aux  cercles  décrits  par  les  élémens  du  quarré 
ACBM , ou  au  cylindre  AMHL  moins  les  cercles  décrits  pat 
les  élémens  du  triangle  MBC  ou  moins  le  cône  MBC  ; mais  le 
cône  MBC  étant  une  pyramide  d’une  infinité  de  côtés , eftle  tiers 
du  cylindre  AMHL  qui  eft  un  prifme  d’une  infinité  de  côtés  de 
mjme  hauteur  ôc  de  même  bafe  que  le  cône  , donc  la  demi- 
fphere  ABC  eft  égale  aux  deux  tièrs  du  cylindre  AMHL. 

On  prouvera  de  la  même  faqon  que  la  demi-fphere  AKL  eft 
égale  aux  deux  tiers  du  cylyndre  APEL , & que  pat  conféquent 
la  fphcre  entière  eft  égale  aux  deux  tiers  du  cylindre  MPEH. 

y 1 1.  Corollaire.  I”".  Tous  les  cercles  élémentaires  tjui compofent 
une  fphere  ABCD , ( Fig.  3 j 5.  ) font  au  plus  grand  cercle  AC  mul- 
tiplié par  le  nombre  cjui  exprime  leur  multitude , ceft-à-dire  par  le  dia- 
mètre BD,  comme  a f/2  à 3.  Legrand  cercle  AC  multiplié  par 
BD  forme  le  cylindre  MNOP  ; or  ,1a  fphcre  ou  la  femme  de  ces 
cercles  élémentaires  , eft  les  deux  tiers  du  cylindre  ; donc  la  fem- 
me des  cercles  élémentaires  eft  au  plus  grand  AC  multiplié  par 
ED  , comme  a eft  à 3. 

y ta.  C0ROLLAIR.E  II.  Un  fegment  ABC  de  fphere  (Fig.  338.) 
tfl  égal  à la  portion  MPSR  du  cylindre  circonferit , laquelle  a même 
hauteur  que  le  fegment , moins  le  cône  tronqué  MHLP  de  même 
hauteur  ; la  zone  QEF  Y qui  a pour  bafe  le  grand  cercle , eft  égale  d 
la  portion  cylindrique  QT  V Y de  même  hauteur,  moins  le  cône  X.OZ 
de  même  hauteur  ,*  la  zone  EACF  efl  égale  à la  portion  cylindrique 
TRSV  de  même  hauteur , moins  le  eSne  tronqué  HXZL  de  même 
hauteur  i la  zone  aEFb  efl  égale  à la  portion  cylindrique  mTVn 
de  même  hauteur , moins  le  cône  XZO , moins  encore  le  eSne  cOd  ; 
le  feSleur  ABCO  efl  égal  au  fegment  ABC,  plus  le  cône  AOC. 
Tout  cela  eft  évident  par  la  Propofition  précédente  ; mais  on 
verra  dans  la  fuite  que  toutes  ces  portions  de  fphere  peuvent  fe 
Jiiefurer  parle  moyen  de  leurs furfaces  , beaucoup  plus aifément. 

y 13.  Définition.  Si  l’on  coupe  un  cylindre  ABCD  (fig.  33p.) 
par  un  plan  incliné  MXN  qui  coupe  fa  bafe  en  dedans , la  portion 
cylindrique  MXNA  coupé  par  ce  plan  fe  nomme  Onglet  cylindri- 
que, fi  le  plan  coupant  MXN  pafTc  par  le  centre  O de  la  baie , l’on 
gletMXNA  fe  nommera  Onglet  cylindrique  de  lapremiere  efpect.  Si 
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le  plan  coupant  PZQ  ou  RTS  ne  palTe  pas  par  le  centre  O de  la 
baie  f l’onglet  PZQA  ou  RTSA  fe  nommera  Onglet  cylindrique  de 
la Jeconde  efpece. 

Proposition  CXV.  Tout  onglet  cylindrique  de  la  première 
ejpece , efl  compoft  d une  irrité  de  triangles  reÛar^les  qui  Jom  entreux 
comme  les  cercles  élémentaires  i une  fphere. 

Soit  l’onglet  de  la  première  efpece  ABCD , {Fig.  340.)  fa  bafe 
ADC  ed  donc  un  demi  cercle  puifque  le  plan  incliné  ABCpaffe 
par  le  centre  O de  la  bafe  du  cylindre  dans  lequel  cet  onglet  ell 
coupé>  ôc  que  par  conféquent  la  commune  fedion  AC  du  plan 
incliné  Ac  de  la  bafe  eft  un  diamètre  : cela  pofé. 

Concevons  que  dans  la  bafe  ou  demi  cercle  ADC  foient  me- 
nées des  lignes  droites  LP>  RS,  OD  Acc.  infiniment  proches  & 

fierpendiculaires  fur  le  diamètre  AC , & que  fur  chacune  de  ces 
ignés  foient  élevés  des  plans  LQP,  RTS,  &c.  perpendiculaires 
fur  la  bafe  ADC  de  l’onglet , ôc  qui  coupent  l’onglet.  1®.  Tous 
ces  plans  coupans,  feront  des  triangles  redanglesLPQ,  RST, 
ôcc.  la  commune  feâion  de  chacun  d’eux  ôc  de  la  bafe  ADC  fera 
une  ligne  droite,  (//.  477.)  de  même  que  la  commune  feâion 
de  chacun  d’eux  ôc  du  plan  ABC  ; ôc  comme  la  furface  d’un  on- 
glet ABCD,  ou  du  cylindre  dans  lequel  il  eft  coupé,  n’cft  autre 
chofe  qu’une  fuite  de  lignes  droites  élevées  perpendiculairement 
fur  tous  les  points  de  la  circonférence  ADC  de  la  bafe,  il  eft  clair 
que  chaque  plan  coupant  tel  que  LPQ  perpendiculaire  fut  la  bafe 
ADC , ne  peut  couper  la  furface  de  l’onglet  que  par  une  de  fes 
perpendiculaires  PQ , ôc  que  par  conféquent  ce  plan  LPQ  doit 
être  un  triangle  reâangle  à caufe  que  QPétant  perpendiculaire  fur 
la  bafe  ADC  doit  l’être  auffi  fur  LP  qui  eft  dans  cette  bafe  ôc  qui 
palTe  par  le  point  P,  (M  453.)  2°.  Les  plans  coupans  ou  triangles 
reâangles  LPQ , RST  ôcc.  qui  couperont  l’onglet  feront  fembla- 
bles , car  à caufe  qu’ils  font  paralcllcs  entr’eux,  les  droites  QL, 
TR  ôcc.  dans  lefquelles  ils  couperont  le  plan  incliné  ABC , feront 

fiaralelles,  (A^.  482. ) de  même  que  les  droites  LP,  RS,  dans 
efquelles  ces  mêmes  triangles  coupent  la  bafe  ADC  de  l’onglet; 
ainfi  les  angles  aigus  QLP,  TRS,  ôcc.  de  ces  triangles,  ayant 
leurs  côtés  paralelles  chacun  à chacun  feront  égaux,  {N.  47p.  ) 
ôc  par  conféquent  tous  les  triangles  reâangles  QLP,  TRS,  ôcc. 
feront  femblables  entr’eux.  Or,  les  triangles  femblables  font  en- 
tr'eux  comme  les  quartés  de  leurs  côtés  homologues  ; donc  tous 
les  triangles  reâangles  QLP,  TRP,  ôcc.  qui  couperont  l’ongict 
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lont  cntr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  LP,  RS,  &c.  ou 
comme  les  cercles  que  ces  bafes  décriroient  en  tournant  au  tour 
du  diamètre  AC  :or,tous  ces  cerlces  compoferoient  une  fphere; 
donc , &c. 

•.  J 14.  Corollaire  I".  De  tous  les  triangles  rectangles  qui  cem- 
pofent  tin  onglet , le  plus  grand  ejl  le  triangle  ODB  qui  pa(/é  par  le 
centre  O de  la  bafe  du  cylindre,  ér  les  autres  /ont  égaux  deux  à deux. 

Les  triangles  qui  compofent  l’onglet  Ibnt  entr’eux  comme  les 
quatrès  de  leurs  bafes  Lr , RS , &c.  or,  ces  bafes  étant  les  élé- 
niens  du  demi  cercle  ADC  ; la  plus  grande  eft  le  rayon  OD  ; 
donc  le  plus  grand  triangle  e(l  le  triangle  ODB>  de  même  les 
bafes  RS,  MN  également  éloignées  de  la  bafe  OD,  font  égales 
à caufe  qu’elles  font  les  moitiés  des  cordes  SV,  NE  également 
éloignées  du  centre  O;  donc  les  triangles  RST,MNZ  font  égaux; 
& ainfidcs  autres. 

yiy.  Corollaire  II.  Tout  onglet  de  la  première  efpece  ejl  égal 
au  produit  de  fon  plus  grand  triangle  OBD  multiplié  par  les  deux  tiers 
du  diamètre  AC  de  fa  bafe.  Tous  les  triangles  qui  compofent  un 
onglet  de  la  première  efpece  font  entr’eux  comme  les  cercles  que 
décriroient  leurs  bafes  en  tournant  au  tour  du  diamètre  AC  de  la 
bafe;  or,  ces  cercles  compoferoient  une  fphere,  & feroient  par 
conféquent  égaux  au  plus  grand  mulipitié  par  les  deux  tiers  du 
diamètre  AC;  donc  tous  les  triangles  qui  compofent  l’onglet  font 
égaux  au  plus  grand  triangle  ABD  multiplié  par  les  deux  tiers  du 
diamètre  AC. 

y lé.  Corollaire  III.  La  hauteur  un  onglet  déjà  première 
efpece,  ejl  égale  à ta  hauteur  du  plus  grand  triangle.  Tous  les  trian- 
gles LPQ  , RST,  ODB,  &c.  qui  compofent  l’onglet  étant 
fcmblables,  leurs  bafes  LP,  RS,  OD,  ôcc.  font  entre  - elles 
comme  leurs  hauteurs  PQ,  ST,  DB,  &c.  or,  la  bafe  OD 
du  plus  grand  triangle  ODB  eft  la  plus  grande;  donc  fa  hauteur 
DBeft  la  plus  grande  aufli,  & par  conféquent  elle  eft  la  hauteur 
de  l’onglet. 

y 17.  Corollaire  IV.  Les  onglets  de  la  première  efpece  qui  ont 
leurs  hauteurs  égales  & les  bafes.  aufft , font  égaux  ,*  ceux  qui  ont  les 
hauteurs  inégales  ér  les  bafes  égales , font  entreux  comme  leurs  hau- 
teurs y ceux  qui  ont  les  bafes  inégales  €r  les  hauteurs  égales , font  en- 
treux comme  leurs  bafes , & ceux  qui  ont  les  bafes  réciproques  aux 
hauteurs , font  égaux.  Soient  les  deux  onglets  ABCD,  AECF 
34 1 Odont  les  bafes  font  égales  & les  hauteurs  aufTi  ;les  grands 
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triangles  EDO , EOF  de  ces  deux  onglets  font  égaux  ; car  la  bafe 
DO  eft  égale  à la  bafe  OF,  l’une  & l’autre  étant  rayons  de  cercles 
égaux  & la  hauteur  DE  égale  à la  hauteur  FE , par  la  fuppofiticn  ; 
or,  l’un  & l’autre  onglet  eft  le  produit  de  fon  grand  triangle  mul- 
tiplié pat  les  deux  tiers  du  diamètre  AC  qui  eft  ici  le  mêmci  donc 
les  deux  onglets  font  égaux. 

Maintenant,  fuppolons  que  les  deux  onglets  AECD  , abcd 
(Fig.  342.)  ayent  leurs  bafes  ADC , adr  égales,  & leurs  hauteurs 
DE,  dl  inégales,  leurs  grands  triangles  ODE,  ayant  leurs 
bafes  OD,  od égales,  à caufe  qu’elles  font  rayons  de  cercles 
égaux,  font  entr’eux  comme  leurs  hauteurs  ED,  bd-,  ainfi  les  on- 
glets étant  entr’eux  comme  leurs  grands  triangles  multipliés  par 
les  deux  tiers  des  diamètres  AC , ac  de  leurs  bafes  qui  font  égaux, 
feront  entr’eux  comme  les  droites  ou  les  hauteurs  BD,  bd. 

De  même  fi  les  bafes  ADC,  font  inégales , ôc  les  hauteurs 

BD , bd  égales , les  grands  triangles  OBD  , obd  font  entr’eux 
comme  leurs  bafes  OD , odi  ainfi  les  onglets  étant  emr’eux  com- 
me les  grands  triangles  multipliés  par  les  deux  tiers  des  diamètres 
AC , ac  font  entr’eux  comme  OD  x i AC , x ÿ ar  ; mais  les  deux 
produits  OD  x AC , odxac  font  les  moitiés  des  quarrés  des  dia- 
mètres AC,  ac , lefquelles  moitiés  font  entr’elles  comme  les 
quarrés  de  ces  diamètres,  de  même  que  les  tiers  de  ces  moirés, 
ôc  les  bafes  ADC , ade  font  aufti  entt’elles  comme  les  quarrés  de 
ces  diamètres;  donc  les  onglets  font  entr’eux  comme  leur  bafes 
ADC,  adc. 

Enfin  fi  les  bafes  ADC,  adc  font  réciproques  aux  hauteurs  DE, 
dbf  les  onglets  feront  entr’eux  comme  7 OD  x DE  x \ AC,  -j  od 
X dbx\  ac  y ou  comme  OD  x DBx  AC,  odxdbxac\  or,  les  bafes 
ADC  , adc  [ont  entr’elles  comme  ODx  AC,  odxac  qui  font  les 
moitiés  de  quarrés  de  leur  diamètres;  donc  les  onglets  feront  entre 
eux  comme  ADC  X DE  , di;  mais  par  la  fuppofition  , nous' 
avons  ADC.  adc-.:  db.  DB;  donc  en  faifant  le  produit  des  extrê- 
mes ôc  celui  des  moyens,  nous  aurons  ADC  x cB  = adc  x dh,  ôc 
par  conféquent  les  deux  onglets  égaux. 

518.  Corollaire  V.  Tout  onglet  cylindrique  de  ta  première  ef- 
pece , ejl  à la  fphere  que  fa  bafe  decriroit  en  tournant  au  tour  de  fon 
diamètre  KC,  (Fig.  340.)  comme Ja  hauteur  ejl  à la  circonférence 
du  ffrand  cercle.  Si  la  hauteur  DE  du  plus  grand  triangle  OBD 
eft  égale  à la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  fphere,  cetrian- 
gle  eft  égal  au  cercle;  (N.  378.)  ainfi  l’onglet  étant  le  produit  de 
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ce  triangle  pat  les  deux  tiers  du  diamètre , & la  fphere  étant  le 
produit  du  grand  cercle  égal  au  grand  triangle , par  les  deux  tiers 
du  même  diamètre,  l’onglet  ôcTa  fphcrc  feront  égaux;  mais  (lia 
hauteur  DB  du  plus  grand  triangle  OBD  eft  plus  ou  moins  gran- 
de que  la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  fphere  ; ce  grand 
triangle  ne  différera  du  triangle  égal  au  grand  cercle  que  par  la 
hauteur , ôc  par  conféquent  ilfera  au  grand  cercle  comme  la  hau- 
teur DB  à la  circonférence  t ainfi  l’onglet  & la  fphere  feront  en- 
tr’eux  comme  la  hauteur  DB  multipliée  par  les  deux  tiers  de  AC, 
eft  à la  circonférence  du  grand  cercle  multipliée  auffi  par  les  deux 
tiers  de  AC,  flt  par  conféquent,  comme  la  hauteur  DB  à la  cir- 
conférence du  grand  cercle. 

y ip.  Corollaire  VI.  Si  un  onglet  de  la  première  e/pece  ejl  coupé 
par  un  plan  perpendiculaire  RST  (Pjg-  perpendiculaire  fier  la 

bafe  APC  & fnr  le  plan  incliné  ABC,  les  parties  coures  ATSR  , 
RSTBC  , feront  entr  elles  comme  les  fegments  correfpondants  de  la 
fphere  VAS,  VCS.  C’eft  une  fuite  évidente  du  Corollaire  pré- 
cédent. 

y 20.  PROBLEME.  Un  onglet  cylindrique  de  la  première  efpece  étant 
coupé  par  un  ou  plufteurs  plans  perpendiculaires  fur  la  bafe  ,*  mais  qui 
me  font  pas  perpendiculaires  fur  le  plan  incliné  ^ trouver  la  folidité  des 
différentes  portions  de  cet  onglet. 

Soit  l’onglet  ABCD  ( Fig.  Î42.)  coupé  pat  le  plan  HMNR 
perpendiculaire  fur  la  bafe  ADC  & paralelle  au  diamètre  AC  ; 
ce  plan  coupe  fur  la  bafe  ADC  une  bafeANRC,&  je  dis  que  la 
portion  d’onglet  ANHMRC  coupée  par  ce  plan,  eft  à l’onglet 
comme  le  fonde  décrit  par  la  bande  ANRC  en  tournant  autour 
du  diamètre  AC,  eft  à la  fphere  décrite  par  la  bafe  ADC,  en 
tournant  au  tour  de  AC 5 ce  que  je  prouve  ainfi. 

L,eplan  HMNR  étant  perpendiculaire  fur  la  bafe  ADC,  eft 
paralelle  à toutes  les  hauteurs  des  triangles  qui  compofent  l’onglet 
a caufe  que  ces  hauteurs  font  aufli  perpendiculaires  fur  la  même 
bafe  ADC;  d’où  il  fuit  que  ce  plan  coupe  les  triangles  par  des 
lignes  paralclles  à leurs  hauteurs , & que  tes  triangles  qui  compo- 
fent la  portion  ANHMRC  fontfemblables  entr’eux  ôcàux  triangles 
qui  compofent  l’onglet  ,‘fit  font  par  conféquent  comme  les  quar- 
tés de  leur  bafes  OZ  ab  , &c.  c’eft- à -dire  comme  les  quarres  . 
des  éicmens  de  la  bande  ANCR  de  15  bafe  ADC,  ou  com- 
me les  cercles  auo  ces  éicmens  décrivent  en  tournant  au  tour 
de  AC  » ainfi  puilque  chaque  triangle  OXZ  de  la  portion 
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ANHMRC  J eft  à chaque  triangle  OBD  de  l’onglet , com- 
me le  cercle  décrit  par  la  bafe  OZ,  eft  au  cercle  décrit  par 
la  bafe  ODy  il  eft  facile  de  conclure  que  tous  les  triangles 
qui  compofent  la  portion  ANHMRC , c’eft-à-dire  la  portion 
ANHMRC  , eft  a tous  les  triangles  qui  compofent  fonglet 
ou  à l’onglet , comme  tous  les  cercles  des  Elémens  de  la  ban- 
de ANRC  ou  le  folide  que  cette  bande  décrit  en  tournant  au- 
tour de  AC  > eft  à tous  les  cercles  des  Elémens  de  la  bafe  ADR 
de  l’onglet  ou  à la  Sphère. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  portion  ANHMRC 
(F/g.  34 J.  ) coupée  pat  un  plan  HNRM  perpendiculaire  à la 
bafe  ADC  de  l’onglet , mais  non  paralelle  au  diamètre  AC  eft  à 
l’onglet  comme  le  folide  décrit  parla  portion  ANRC  de  la  bafe 

3ui  tourneroit  autour  de  AC  eft  à la  Sphère  que  la  bafe  ADC 
écriroit. 

La  portion  ANHMRC  étant  connue,  il  eft  clair  que  (i  on  la 
retranche  de  l’onglet , le  refte  fera  l’autre  portion  NHBMRD. 

yat.  Corollaire.  Toute  portion  ANHMRC  (tun  onglet  de /a 
première  efpice  ABCD  ( Fig.  341,  343.  ) coupée  par  un  plan  HNRM 
perpendiculaire  fur  la  bafe  ADC  ejl  au  folide , décrit  par  la  portion 
ANRC  qui  tourneroit  autour  du  diamètre  AC , comme  la  hauteur 
DB  de  P onglet  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  Sphère. 

L’onglet  eft  à la  Sphère  que  fa  bafe  décrit  comme  la  hauteur 
DB  de  fon  grand  triangle  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle 
de  la  Sphère  ( M y 1 8.  ) , mais  l’onglet  eft  à la  Sphère , comme  la 

{)ortion  "ANHMRC  eft  au  folide  décrit  par  la  portion  ANRC  de 
a bafe  ADC  qui  tourneroit  autour  du  diamètre  AC  ( N,  yao.  ) , 
6c  par  conféquent  la  portion  ANHMRC  eft  à ce  folide  comme 
la  hauteur  AB  de  l’onglet  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle. 

yaa.  Problème.  Trouver  la  folidité  d’un  onglet  de  la  fécondé 
efiéce. 

Soit  l’onglet  ABCD  (,  Fig.  344.  ) , dont  la  bafe  ADC  eft  moin- 
dre qu’un  demi-cercle  ; il  eft  certain  que  cet  onglet  fera  encore 
compofé  d’une  infinité  de  triangles  reélangles  femblablcS  para- 
lelles  entr’eux,  & perpendiculaires  fur  la  bafe  ADC , & fur  le  plan 
incliné  ABC,  ainfi  ces  rriangles  feront  encore  entr’eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  bafes  ou  comme  les  cercles  que  ces  bafes 
décriroient,  ôc  par  conféquent  l’onglet  eft  au  folide  que  fa  bafe 
ADC  décrit  en  tournant  autour  de  AC , comme  la  hauteur  BD 
de  fon  grand  triangle  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle  du 
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lüJide , décrit  par  la  bafe  DO  de  ce  triangle  ; mais  comme  nous 
ne  connoiflTons  pas  le  folide  que  décrit  la  bafe  ADC  en  tournant 
autour,de  AC  > nous  ne  pouvons  pas  non  plus  connoître  l’onglet, 
à moins  que  nous  n’ayions  recours  à la  méthode  des  Centres  de 
Gravité,  dont  nous  parlerons  clans  la  fuite.  Or,  en  attendant, 
voici  comme  on  peut  faire  : 

Je  prolonge  le  plan  incliné  ABC  jufqu’à  ce  qu’il  coupe  l’axe 
LM  du  cylindre  en  un  point  R.  Je  coupe  le  cylindre  6c  le  plan 
incliné  par  un  plan  XSvT  qui  palTe  par  le  point  R , 6c  qui  foit 
paralelle  à la  bafe  du  cylindre,  6c  ce  plan  eft  un  cercle  qui  eft 
coupé  au  centre  par  le  plan  incliné  SBT , ainfi  l’onglet  SBTX 
eft  un  onglet  de  la  première  efpéce , ôc  par  conféquent  retran- 
chant de  cet  onglet  la  partie  SXTCDA,  le  refte  fera  l’onglet  de 
la  fécondé  efpéce  AECD. 

Je  coupe  l’onglet  SBTX  par  un  plan  ACZQ  perpendiculaire 
fur  la  bafe  SXT  , 6c  la  portion  ACZQST  èft  au  folide  que  fa 
bafe  ZQST  décriroit  en  tournant  autour  de  ST , comme  l’onglet 
SBTX  eft  à la  Sphère  que  fa  bafe  décriroit  {N.  520.  ) 5 ainli  je 
puis  connoître  la  partie  ACZQST,  6c  la  retrancher  de  l’onglet 
SBTX , ce  qui  me  donnera  un  refte  QXZCBA  ; retranchant 
donc  de  ce  refte  la  portion  cylindrique  QXZCAD  qui  eft  égale 
au  produit  de  fa  bafe  QXZ  par  fa  hauteur  XD , le  refte  fera  la 
fülidité  de  l’onglet  ABCD. 

Soit  l’onglet  ABCD  de  la  fécondé  efpéce  ( F/ç.  34?.),  dont 
la  bafe  ADC  eft  plus  grande  qu’un  demi-cercle.  Par  le  point  O 
où  fon  plan  incliné  ABC  coupe  l’axe  , je  fais  pafter  un  plan 
GEHF  paralelle  à la  bafe  du  cylindre,  ôc  par  conféquent  j'ai  un 
onglet  EBFG  de  la  première  efpéce  que  je  puis  aifémcnr  con« 
noïtre  , 6c  il  faut  ajouter  à cet  onglet  la  portion  EGFCARDS  ; 
or, la  partie  RDSFGE  de  cette  portion  eft  facile  à connoître, 
puifqu  elle  eft  le  produit  de  fa  bafe  RDS  multipliée  par  fa  haur 
leur  DG,  il  ne  me  refte  donc  plus  qu’à  trouver  l’autre  partie 
REFSCA.  Pour  cela,  je  prolonge  le  plan  incliné  jufqu’à  ce  qu’il 
coupe  le  côté  oppofé  du  cylindre  en  N , ce  qui  me  donne  un 
onglet  renverfé  de  la  première  efpéce  ENFH  qui  eft  égal  à l’on- 
glet EBFG  , à caufe  que  les  baies  de  ces  onglets  font  égales  , 
6c  que  l’inclinaifon  de  leurs  plans  eft  la  même  , je  coupe  l’onglet 
ENFH  prun  plan  AVTC  perpendiculaire  fur  la  bafe,  6c  fa  por- 
tion AVTCFE  peut  fe  connoître  aiféraent  (M  yao.);  or,  la  por- 
tion cylindrique  R ACSFEVT  étant  le  produit  de  fa  bafe  RSC  A 

par 
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par  fa  hauteur  RE  eft  connue  ; retranchant  donc  de  cette  por- 
tion la  partie  AVTCFE , le  refle  fera  la  folidité  de  l’autre  par- 
tie AREFSC)  ainll  la  folidité  de  l’onglet  ABCD  fera  connue. 

y 25.  PROBLEME.  Trouver  la  folidité  d’un  cylindre  ABPDH 
{Fig.  î4tf.  ) tronqué  par  un  plan  incliné  DPHB  qui  pqjfe  par  f ex- 
trémité B de  la  bafe. 

Je  multiplie  la  bafe  AB  du  cylindre  tronqué  par  la  moitié  de 
fa  hauteur,  & le  produit  eft  la  folidité  demandée. 

Car  Cl  par  le  point  O où  le  plan  incliné  coupe  l’axe  RS , je  fais 
pafler  un  plan  MDNH  paralelle  à la  bafe  du  cylindre , ce  plan 
fera  un  cercle  coupé  en  deux  parties  égales  par  le  plan  incliné 
qui  palTe  'par  fon  centre  ; ainfi  nous  aurons  deux  onglets  de  la 
première  efpéce  PDHM , DBHN , qui  feront  égaux  entr’eux , à 
caufe  qu’ils  ont  les  bafes  égales , & que  les  plans  inclinés  faifant 
des  angles  égaux  fur  les  baies , forment  des  hauteurs  égales  MP , 
NB>  c’eft  pourquoi  ajoutant  à chacun  de  ces  onglets  la  portion 
cylindrique  ABDHM,  nous  aurons  le  cylindre  AMNB  égal  au 
cylindre  tronqué  ABDPH  » or,  le  cylindre  AMNP  a pour  hau- 
teur la  droite  AM  qui  eft  la  moitié  de  la  droite  AP.  Donc,  &c. 

y 24.  Problème.  Trouver  la  folidité  d’un  cylindre  ABCD 
(Fig.  347.  ) tronqué  par  un  plan  incliné  DC  qui  coupe  les  deux  eStés 
DA , CB  du  cylindre. 

Je  prens  la  moitié  MX  de  la  différence  DX  de  la  plus  grande 
hauteur  DA  du  cylindre  tronqué  à la  moindre  hauteur  CB  ; j’a- 
joute cette  différence  à la  moindre  hauteur  CB  ou  AX,  ce  qui 
donne  la  droite  AM  , & multipliant  la  bafe  AB  du  cylindre  pat 
AM,  le  produit  eft  la  folidité  aemandée. 

Car  fi  pat  le  point  O où  le  pian  incliné  coupe  l’axe , je  fais  paf- 
fer  le  cercle  MN  qui  fera  coupé  en  deux  également  par  ce  plan, 
j’aurai  deux  onglets  de  la  première  efpéce  égaux  PDHM,PCHN, 
& ajoutant  à chacun  d’eux  la  partie  commune  ABCHMP,  j’au- 
rai le  cylindre  ABNM  égal  au  cylindre  tronqué  ABCD  ; or,  le 
cylindre  ABNM  a pour  hauteur  la  droite  AM.  Donc,  &c. 

yay.  Proposition  CXVI.  Si  un  cercle  ABCD  (Fig.  348.) 
tourne  autour  et  une  tangente  HP  paralelle  à tun  de  jet  diamètres  BD  , 
le  foltde  qitil  aura  décrit  après  fa  révolution  entière , fera  égal  à un 
cylindre  qui  a pour  bafe  le  cercle  ABCD,  & pour  hauteur  une  ligne 
droite  égale  à fa  circonférence. 

• Suppofons  que  le  cercle  ABCD  {Fig.  349.)  foit  égal  au  cer- 
cle ABCD  de  la  Figure  348»  je  conçois  que  le  diamètre  DB 
Tome  1.  I i i 
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paraielle  à la  tangente  PH  foit  coupé  en  une  infinité  de  partie» 
égales,  ôc  que  de  tous  les  points  foient  menées  des  perpendicu- 
laires à la  tangente  PH,  lefquelies  aillent  aboutir  à la  circonfé- 
rence en  A , S,  &c.  Quand  le  cercle  tournera  autour  de  PH , 
le  diamètre  AC  perpendiculaire  à la  tangente  PH  décrira  un  cer- 
cle ; mais  les  autres  Elcmens  SV , &c.  du  cercle  ABCD  décri- 
ront d"'S  couronnes  ; car  ST  décrira  un  cercle  , 6c  fa  partie  VT 
en  décrira  un  autre  : ainfi  ce  que  SV  décrira  fera  le  cercle  décrit 
par  ST,  moins  le  cercle  décrit  par  VT,  c’eft-à-dire  une  couron- 
ne, 6c  ainfi  des  autres  Elcmens  ; enfin  les  extrémités  D , B du  dia- 
mètre DB  paraielle  à la  tangente  PH  décriront  des  circonféren- 
ces , ôc  il  efi  clair  que  le  fedide  décrit  par  le  cercle  ABCD  au- 
tour de  cette  tangente , ne  fera  pas  différent  de  la  fomme  du 
cercle  décrit  par  le  diamètre,  des  couronnes  décrites  par  les  au- 
tres Elémens  , 6c  des  circonférences  décrites  par  les  point» 
D,B. 

Maintenant  fur  l’extrémité  A du  dvimétre  AC  , f élève  une 
droite  AR  perpendiculaire  fur  le  plan  du  cercle  ABCD,  6c  fai- 
fant  cette  droite  égale  à la  circonférence  que  le  diamètre  AC  dé- . 
criroit  en  tournant  autour  de  PH  ; je  mene  la  droite  RC , ce  qui 
me  donne  un  triangle  CAR  égal  au  cercle  que  le  diamètre  AC 
décriroit  autour  de  PH  (A^.  378.)  ; de  même  fi  fur  l’extrémité  de 
la  droite  ST , j’éleve  une  droite  SZ  perpendiculaire  au  cercle^ 
Ôc  par  conféquent  paraielle  à AR  , 6c  que  je  fafle  SZ  égale  à là 
circonférence  que  ST  décriroit  autour  de  PH  , le  triangle  TSZ 
que  je  formerai  en  menant  ZT  fera  égal  au  cercle  décrit  par  ST 
autour  de  PH  , ôc  menant  dans  ce  triangle  la  droite  VX  paralel- 
le  à la  droite  SZ,  le  triangle  TVX  femblable  au  triangle  TSZ 
fera  égal  au  cercle  que  TV  décriroit  autour  de  PH  5 car  nous  au- 
rons ST.  SZ  ; : TV.  VX  ; mais  SZ  eft  la  circonférence  du  rayon 
ST  ; donc  VX  fera  la  circonférence  du  r^on  TV , 6c  par  con- 
féquent TVX  fera  égal  au  cercle  du  rayon  TVs  ainfi  le  trapezoïde 
SZX  V fera  égal  à la  couronne  que  décriroit  SV  en  tournant  au- 
tour de  PH.  Faifant  donc  la  même  chofe  à l’égard  des  autres 
Elémens  du  cercle , ainfi  que  la  Figure  le  fait  voir,  6c  élevant  fut 
les  points  D , B , des  perpendiculaires  égales  aux  circonférences 
que  ces  points  décriroient  autour  de  PH , le  triangle  ARC  joint 
aux  trapezoïdes  faits  fur  les  Elémens  du  cercle , 6c  aux  deux  per- 
pendiculaires élevées  fur  les  points  D,B,  fera  égal  au  cercle 
que  déctiroit  AC , joint  aux  couronnes  que  les  Eiémens  déctW 
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roient  > & aux  circonférences  que  décriroient  les  points  D , B. 

Or,  le  folide  coi^ofé  par  le  triangle  ARC,  & par  les  trape- 
zoïdes  faits  fur  les  Elémens  du  cercle  joints  aux  aroites  fur  les 
points  D , B forment  un  cylindre  tronqué  qui  a pour  bafe  le  cer« 
de  ABCD , & pour  hauteur  la  droite  AR  égale  à la  circonfé- 
rence  que  décriroit  le  diamètre  AC  autour  de  PH  ; car  les  trian- 
gles CAR,  TSZ,  TVX,  ficc.  étant  tous  reâangles  6c  fembla- 
bles,  les  angles  qu’ils  forment  fur  PH  font  égaux,  ôc  par  confé- 
quent  leurs  hypothenufes  étant  paralelles  entr  elles  forment  un 
plan  incliné , 6c  leurs  hauteurs  AR,  SZ,  VX  , 6cc.  forment  la 
furface  d’un  cylindre  tronqué  par  ce  plan;  donc  le  folide  com- 
pris fous  toutes  ces  lignes , en  un  cylindre  tronqué  par  un  plan 
incliné  qui  paflfe  par  l’extrémité  de  fa  bafe.  Suppofant  donc  que 
ce  cylindre  foit  repréfenté  par  la  Figure  J Jo,  fa  folidité  eft  égale 
à fa  bafe  multipliée  par  la  moitié  AM  de  fa  hauteur  AR  (M  y 2 3.); 
mais  AR  étant  la  circonférence  du  diamètre,  fa  moitié  AM  efl 
la  circonférence  du  rayon  CO  moitié  du  diamètre , c’eft-à-dirc 
la  circonférence  de  la  bafe  ; donc  le  cylindre  tronqué  ACR , 6c 
par  conféquent  le  folide  que  décriroit  la  bafe  AC  autour  de  PH, 
cil  égal  à la  bafe  AC  multipliée  par  là  circonférence. 

$26.  Lorfqu’un  cercle  ABCD  (F/g.  348.  ) tourne  autour  d’une 
tangente  PH , le  folide  qu’il  décrit , fe  nomme  Anneau  fermé , 
parce  que  le  vuide  BHCSD  qui  fe  trouve  au  milieu  n’eft  point 
percé  à jour.  La  partie  de  ce  folide  décrite  par  le  demi  - cercle 
BCD  fe  nomme  Partie  intérieure , 6c  la  partie  décrite  par  le  demi- 
cercle  BAD  , fe  nomme  Partie  extérieure , le  cercle  ABCD  fe 
nomme  Cercle  générateur  de  l’anneau. 

5’27.  Corollaire.  I“.  La  partie  extérieure  d'un  anneau  eft  égale 
d la  moitié  du  cylindre  qui  a pour  baje  le  cercle  générateur  de  t an- 
neau , & pour  hauteur  la  circotférence , plus  une  Sphère  qui  auroit 
four  grand  cercle  le  cercle  générateur. 

Le  cercle  AC  {Fig.  330.  ) en  tournant  autour  de  PH  produit 
un  anneau  fermé  égal  au  cylindre  tronqué  ACR  ; or  , tous  les 
points  du  diamètre  DB  du  demi -cercle  D CB  étant  également 
éloignés  de  PH,  produifent  en  tournant  autour  de  PH  des  cir- 
conférences toutes  égales  à la  circonférence  du  rayon  CO  , 6c 
par  conféquent  à la  droite  AM  ou  DS  ; élevant  donc  fur  tous  les 
points  de  ce  diamètre  des  droites  égales  à DS , 6c  perpendicu- 
laires fur  le  cercle  AC , elles  formeront  un  reétangle  DSNB , 6c 
U folide  DSNBC  fera  égal  à la  partie  intérieure  de  l’anneau  ; 
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donc  le  foUde  DABRNS  fera  égal  à la  partie  extérieure  de  l’an- 
neau. Mais  ce  folide  eft  compofé  de  la  partie  DABNMS  égale 
à la  moitié  du  cylindre  AT  , qui  a pour  bafe  le  cercle  généra- 
teur , ôc  pour  hauteur  la  circonférence  de  cette  bafe , & d’un 
onglet  SMNR.  qui  a pour  bafe  le  demi -cercle  SMN  égal  au 
demi-cercle  de  la  bafe  AC,  & pour  hauteur  la  droite  MR , lequel 
onglet  ell  égal  à la  Sphère  que  décriroit  fa  bafe  en  tournant  au- 
tour de  fon  diamètre  (N.  s i8.  ).  Donc,  &c. 

y 28.  Corollaire  11.  La  partie  intérieure  d’un  anneau  fermé 
ejl  égale  à la  moitié  du  cylindre  qui  aurait  pour  bafe  le  cercle  généra- 
teur , & pour  hauteur  la  circonférence , moins  une  Sphère  dont  le  grand 
cercle  ferait  le  cercle  générateur. 

La  partie  intérieure  eft  égale  au  folide  DSNBC  ( Fig.  3 yo.)  ÿ 
c’eft-à-dire  au  demi-cylindre  DCBNTS , moins  l’onglet  renverfé 
SNTC  égal  à l’onglet  SMNR,  Donc,  &c. 

y 2p.  Problème.  Trouver  le  vuide  BRCSD  (Fig.  348.)  laijfe 
le  cercle  ABCD  en  tournant  autour  de  fa  tangente  PH. 

Des  extrémités  B,  D du  diamètre  BD,  je  mene  les  droites 
BO , DX  perpendiculaires  fur  la  tangente  PH , ce  qui  forme  un 
rtélangle  BOXD,  lequel  en  tournant  autour  de  PH,  produit  un 
cylindre  BRSD  , tandis  que  le  demi-cercle  inferit  dans  ce  rec- 
tangle produit  la  partie  intérieure  de  l’anneau;  retranchant  donc 
du  cylindre  BRSD  la  partie  intérieure  de  l’anneau,  le  relie  fera 
le  vuide  demandé  BRCSD. 

Nota.  Que  la  moitié  de  ce  vuide,  c’eft-à-dire  la  partie  DCS, 
eft  un  cône  curviligne  dont  le  côté  DC  eft  un  quart  de  circonfé- 
rence de  cercle , & que  par  conféquent  on  peut  mefurer  ces  for- 
tes de  cônes , de  même  que  les  pyramides  curvilignes  dont  les 
arêtes  font  des  quarts  de  circonférences  qui  tournent  leur  con- 
vexité vers  l’axe , ainfi  qu’on  va  voir  dans  le  Problème  fuivanr.  ■. 

y 3 O.  PROBLEME.  Trouver  la  folidité  d’une  pyramide  ABCDE 
( Fig.  3y  I.  ) dont  les  arêtes  AE,  BE , ôcc.  font  des  quarts  de  circon- 
férence de  cercle  qw  tournera  leur  convexité  vers  f axe  OE. 

Je  circonferis  a la  bafe  un  cercle  DABC,  ce  que  je  puis  tou- 
jours faire,  parce  qu’il  faut  que  les  lignes  AO,  DO,  OB  , OG 
menées  des  angles  de  la  bafe  au  centre  O foient  toujours  égales 
entr’ elles,  Ôc  à la  hauteur  OE,  fi  l’on  veut  que  les  arêtes  AE, 
BE  foient  des  quarts  de  circonférence  , ôc  je  conçois  un  cône 
qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  ABCD , & dont  le  côté  feroit  l’a- 
rête AE , ôc  ce  cône  m’eft  connu  p^r  le  Problème  précédent.  Je 
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conçois  audî  que  le  cône  & la  pyramide  foienc  coupés  par  une 
inHnité  de  plans  paralelles  à leurs  bafes  , lefquels  plans  feront 
dans  le  cône  des  cercles,  tels  que  le  cercle  LFGH,  & dans  la 
pyramide  des  plans  LFGH  femblables  à la  bafe , à caufe  que  leurs 
côtés  ôc  leurs  diagonales  font  paralelles  à celles  de  la  bafe , ce 

3ui  fait  que  ces  plans  LFGH , &c.  font  femblablement  infcrits 
ans  les  cercles  LFGH,  &c.  ainfi  chaque  plan  LFGH  de  la  py- 
ramide fera  au  cercle  correfpondant  LFGH  du  cône,  commela 
bafe  ABCD  de  la  pyramide  eft  au  cercle  ABCD  , qui  eft  la  bafe 
du  cône , & par  conféqucnt  la  pyramide  eft  au  cône,  comme  la 
bafe  ABCD  eft  au  cercle  ABCD.  Je  dis  donc  par  Régie  de  trois  : 
comme  le  cercle  ABCD  eft  à la  bafe  ABCD  , ainfi  le  cône  eft 
à un  quatrième  terme  qui  fera  la  pyramide  cherchée. 

E F I N iT  JO  N.  Si  un  cercle  ABCD  ( Fig.  3^2.)  tourne  au- 
tour d’une  droite  PH  perpendiculaire  fut  le  diamètre  AC  pro-  ‘ 
iongé  en  O , 6c  paralelle  au  diamètre  BD , le  folide  décrit  après 
ÿa  circonvolution  , fe  nomme  /Inneau  ouvert,  parce  qu’il  laifte  au- 
tour de  PH  un  creux  BCDSQR  percé  à jour.  La  partie  de  ce 
folide  décrite  par  le  demi-cercle  BCD , fe  nomme  Partie  intérieu- 
re de  Panneau  , ôc  la  partie  décrite  par  le  demi-cercle  BAD  , fç 
nomme  Partie  extérieure  ; le  cercle  ABCD  eft  le  cercle  généra- 
teur. 

yji.  Proposition  CX  VII.  La  folidité  d un  anneau  otrjert , 
eft  égale  à un  cylindre  qui  aurait  pour  bafe  le  cercle  générateur  ABCD, 
(èr  pour  hauteur  une  Urne  étale  à la  circonférence  que  décrit  fon  centre 
autour  de  PH. 

Je  conçois  que  le  cercle  foit  divifé  en  fes  Elémens  paralelles 
au  diamètre,  lefquels  foient  prolongés  jufqu’à  PH.  {Hg.  3 S 3’) 
Quand  le  cercle  tournera,  la  ligne  AO  décrira  un  cercle  autour 
de  PH , ôc  fa  partie  OC  en  décrira  un  autre,  ôc  par  conféquent  le 
diamètre  AC  décrira  une  couronne,  c’eft-à-dire  le  cercle  du 
rayon  AO , moins  le  cercle  du  rayon  CO.  Par  la  même  raifon 
les  autres  Elémens  tels  que  SV  décriront  aufil  des  couronnes , 
& les  extrémités  D,B  décriront  des  circonférences,  lefquelles 
jointes  aux  couronnes  des  Ëlcmens,  formeront  enfcmble  l’an- 
neau. 

Je  conçois  que  fur  l’extrémité  A foit  élevée  une  droite  AR  per- 
pendiculaire fur  le  plan  du  cercle  ABCD , ôc  égale  à la  circon- 
férence que  ce  point  décriroit  autour  de  PH , ôc  menant  la  droite 
RO  , le  uiangle  ARO  eft  égal  au  cercle  que  la  droite  AO  dé- 
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criroit  autour  de  PH  ; de  même  élevant  fur  le  point  C une  droite 
CL  perpendiculaire  fur  le  cercle  , & égale  à la  circonférence 
que  décriroit  la  droite  CO  , le  triangle  COL  eft  égal  au  cercle 
que  décriroit  CO , & comme  ce  triangle  ed  femblable  au  trian> 
gle  A OR , fon  hypothenufe  LO  eft  une  portion  de  l’hypothenufe 
OR  ; ainfi  le  trapezoïde  R ACL  eft  égal  a la  couronne  que  décri- 
roit AC  ; fie  faifant  la  même  chofe  fur  les  autres  Eléments  SV,  ficc. 
on  aura  autant  de  trapezoïdes  SZKV , ficc.  égaux  aux  couronnes 
de  l’anneau  chacun  a chacune  ; enfin , élevant  fur  les  extrémités 
D , B du  diamètre  des  droites  égales  aux  circonférences  qu’elles 
décriroient  ; ces  deux  droites  , jointes  aux  trapezoïdes , feront 
égaies  à l’anneau. 

Or,  toutes  les  hauteurs  de  ces  trapezoïdes  forment  la  furface 
d’un  cylindre , fie  les  hypothenufes  RO , ZT , ficc.  forment  un 
plan  incliné  qui  coupe  cette  furface,  6c  qui  ne  paftfe  pas  l’extrémi- 
té de  la  bafe  ABCD  ; donc  toutes  ces  lignes  renferment  un  cy- 
lindre tronqué  par  un  plan  incliné  qui  coupe  fes  côtés  oppofés. 
Suppofant  donc  que  ce  cylindre  foit  reprefenté  par  la  Figure 
3^4.,  fa  folidité  eft  égale  à fa  bafe  AC  multipliée  par  la  hauteur 
AM  égale  à la  moindre  hauteur  AP,  plus  la  moitié  MF  de  la 
différence  RF  des  hauteurs  RA,  LC  ( I\.  ya4.  ) ; mais  AMsseXQ, 
6c  à caufe  des  triangles  femblables  RAO , QXO  ; nous  avons 
OA.  AR  ::  OX.  XQ}  donc  AR  étant  égal  à la  circonférence 
de  AX , nous  aurons  XQ  égal  à la  circonférence  de  OX  > 6c  pat 
conféquent  l’anneau  eft  égal  au  cylindre  qui  a pour  bafe  le  cer- 
cle générateur , Sc  pour  hauteur  une  droite  égale  à la  circonfé- 
rence que  fon  centre  X décriroit  autour  de  PH. 

y J 2.  CoROLL  A I R E La  partit  intérienrt  dt  t anneau  eft  égale  à la 
moitié  du  cylindre  AM^EC{  Fig.  égal àCauruauyrmint  un 
onglet  SNLE,  égal  àlaSphért  dont  te grarid  cercle  feroit  le  cercle  géné^ 
rateur. 

Tandis  que  le  demi-cercle  BCD  tourneroic  autour  de  PH , 
tous  les  points  du  diamètre  DB  étant  également  éloignés  de  PH 
décriroient  des  circonférences  égales  a la  droite  XQ.  Elevant 
donc  fur  tous  ces  points  des  perpendiculaires  égales  à XQ  ; 
nous  aurons  le  paralellogramme  DSNB , 6c  par  conféquent  le 
folide  DCBNLS  eft  égal  à la  partie  intérieure  de  l’anneau  ; or  , 
il  manque  à ce  folide  pour  être  égal  au  demi-cylindre  DCBNES 
un  onglet  NSLE  qui  a pour  ba^e  le  demi -cercle  NES  égal  au 
demi-cercle  générateur,  fie  pour  hauteur  la  droite  EL  égale  à la 
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moitié  de  la  différence  RF  des  hauteurs  RA , LC  ; mais  RA 
étant  égal  à la  circonférence  du  rayon  AO , & CL  égal  à la  cir- 
conférence du  rayon  CO  ; la  différence  RF  doit  être  égale  à la 
circonférence  que  décriroit  le  diamètre  AC  qui  eft  la  diHérence 
des  rayons  AO , CO  ; donc  la  moitié  MF  eft  égal  à la  circonfé- 
rence de  la  moitié  CX  du  diamètre , c’eft-à-dire  à la  circonfé- 
rence ABCD  > & par  conféquent  l’onglet  SNEL  , eft  égal  à la 
Sphère  qui  autoit  pour  grand  cercle,  le  cercle  générateur  {N.  y 1 8 .). 
Donc,  ôcc. 

y 53.  CoKOLLAiRE  II.  La  partie  extérieure  de  t anneau  ouvert  ejl 
égale  à la  moitié  du  cylindre  ÂMNEC  ( Fig.  334.)  qui  autoit  pour 
hafe  le  cercle  générateur  AC,  plus  un  onglet  SMNR  égal  â la  ^tiére 
dont  le  grand  cercle  feroit  le  cercle  générateur.  Par  le  Corollaire  pré- 
cèdent la  partie  intérieure  de  l’anneau  eft  égale  à la  partie  cylin- 
drique DBCNSL;  donc  puifque  l’anneau  entier  eft  égal  au  cy- 
lindre tronqué  ACLR , la  partie  extérieure  doit  être  égale  au 
refte  DABNSR  ; mais  ce  tefte  eft  compofé  du  demi-cylindre 
DABNSM , plus  de  l’onglet  SMNR  égal  à l’onglet  SENL. 
Donc,  &c. 

f34.  PROBLEME.  Trouver  la  folidité  du  vuide  BCDSQR 
<F'g-  332.)  d’un  anneau  ouvert. 

Des  extrémités  D , B , du  diamètre  DB  paralelle  à la  droite 
HP,  je  mene  les  droites  BF  , DZ  perpendiculaires  fut  HP,  ce 
qui  forme  un  reâangle  BFZÜ.  Or , tandis  que  le  cercle  ABCD 
tourne  autour  de  HP , ce  reâangle  décrit  un  cylindre  BRSD  , 
& le  demi-cercle  BCD  décrit  la  partie  intérieute  de  l’anneau  , 
retranchant  donc  du  cylindre  BRSD  la  partie  intérieure , le  refte 
efl  la  folidité  du  vuide  BCDSQR. 

Nota.  Que  la  moitié  de  ce  vuide,  c’eft-à-dire  CDSQ  forme 
un  cône  tronqué  paralellement  à fa  bafe  par  le  cercle  que  CO 
décrit , & dont  le  côté  eft  un  quart  de  circonférence  de  cercle 
CD  qui  tourne  fa  convexité  vers  l’axe  OPj  & que  par  conféquent 
on  peut  mefurer  ces  fortes  de  cônes , de  même  que  les  pyrami- 
des tronquées  par  un  plan  paralelle  à leurs  bafes , & qui  ont  pour 
arêtes  des  quarts  de  circonférences  de  cercle,  comme  on  va  voir 
dans  le  Problème  fuivant. 

yj  y.  Problème.  Travurr  la  folidité  Æ une  pyramide 
(Fig-  3 y y . ) tronquée  par  un  plan  EFHG  paralelle  à fa  bafe  ABCD, 
e!r  dont  les  arêtes  AF,  BH,  Süc.font  des  quarts  de  circonférence  de 
cercles  convexes  du  c$té  de  P axe. 
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Je  cicconfcrîs  un  cercle  autour  de  la  bafe  ABCD  ; & jà 
conçois  un  cône  tronqué  qui  ait  pour  côté  le  quart  de  cir- 
conférence de  cercle  AF  ; je  conçois  encore  que  le  cône 
ôc  la  pyramide  foient  coupés  par  une  infinité  de  plans  paralelles 
à leurs  bafes  qui  feront  des  cercles  dans  le  cône , ôc  des  plans 
femblables  à la  bafe  ABCD  dans  la  pyramide.  Ainfi  tous  les 
cercles  du  cône  feront  entr’eux  comme  tous  les  plans  de  la  py- 
ramide , ou  comme  le  cercle  de  la  bafe  du  cône  eft  au  plan  de 
la  bafe  de  la  pyramide  : or  , le  cône  m’eft  connu , ainfi  qu’on 
vient  de  voir  dans  la  Remarque  du  Corollaire  précédent.  Donc 
je  n’ai  qu’à  dire  : la  bafe  du  cône  efi  au  cône , comme  la  bafe 
de  la  pyramide  efi  à un  quatrième  terme  qui  fera  la  pyramide. 

5.  Problème.  Trouver  la  filicUté  d un  folide  à calotte , defi~ 
â-dire  dune  pyramide  dont  les  arêtes  font  des  quarts  de  circonférences 
concaves  du  côté  de  f axe. 

Soit  le  folide  ABCDE  ( Fig.  j ytf.)  qui  a pour  bafe  le  paralello- 
gramme  ABCD  , 6c  dont  les  arêtes  AE , BE , ôcc.  font  des  quarts 
de  circonférences  dont  la  concavité  efi  en  dedans  du  folide  ; je 
mene  les  diagonales  AC , BD  de  la  bafe , ôc  du  point  O où  elles 
fe  coupent,  j’éleve  perpendiculairement  fur  la  bafe  la  droite  OE^ 
qui  fera  l’axe  du  folide  , car  les  droites  AO  , OE,  étant  perpen- 
diculaires entr’elles,  doivent  embrafier  un  quart  de  circonféren- 
ce AE , ôc  par  la  même  raifon  les  droites  DO , OE  doivent  em- 
bralTer  un  quart  de  circonférence  , ôc  ainfi  des  autres.  Je  con- 
çois que  le  folide  foit  coupé  par  une  infinité  de  pians  paralelles 
à la  bafe,  tels  que  FGHL  ; tous  ces  plans  feront  femblables  en- 
rr’eux  ôc  à la  bafe , à caufe  que  leurs  côtés  font  paralelles  chacun 
à chacun,  ôc  leurs  diagonales  auffi,  ce  qui  rend  les  angles  égaux 
chacun  à chacun  (A^.  47p.) , ôc  par  conféquent  les  triangles  for- 
més par  les  diagonales , font  femblables.  Ainfi  ces  plans  feront 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  diagonales  FH , AC  ou  de 
leurs  demi-diagonales  FR,  AO,  mais  ces  demi-diagonales  font 
les  Elémens  du  quart  de  cercle  AEO , donc  tous  les  plans  font 
entr’eux  comme  les  quarrés,  ou  comme  les  cercles  décrits  par 
les  Elémens  FR , ôc c.  qui  tourneroient  autour  du  rayon  fixe  EO  ; 
or,  ces  cercles  compoferoient  une  demi-fphére  , & pour  avoir 
la  valeur  de  leur  fomme,  il  faut  multiplier  le  plus  grand  par  les 
deux  tiers  de  la  hauteur  OE  ; donc  pour  avoir  le  folide  AËCD , 
il  faut  multiplier  le  plus  grand  plan  ABCD  par  les  deux  tiers  de 
la  hauteur  OE. 

Nota, 
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Nota.  Ce  que  oous  difons  ici  doit  s’entendre  de  toutes  les 
calottes  qui  auroient  pour  bafe  des  polygones  réguliers  ; de  mê- 
me que  ce  que  nous  avons  dit  ci-deffus  ( A^.  y 30,  y 3 y.),  touchant 
les  pyramides  qui  ont  pour  arêtes  des  quarts  de  circonférence 
convexes  vers  l’axe  , doit  s’entendre  de  toutes  les  pyramides  de 
cette  nature  qui  auroient  des  polygones  réguliers  pour  bafe. 

y 3 7.  Définition.  Les  Solides  qui  font  compofés  d’un  même 
nombre  de  faces  femblables  chacune  à chacune , font  dits  Solides 
femblables. 

y3S.  Proposition  CXVIII  Les  faraUHepipedes,  ou  lesprifmes , 
ou  les  cylindres  femblables  ,font  entr'eux  comme  h s cubes  de  leurs  hau- 
teurs , ou  des  cotés  homologues  de  leurs  bafes , ou  des  circuits  de  ces 
bajes , ou  enfin  de  quelques  lignes  femblablement  pofées. 

Soient  les  deux  paralellepipedes  femblables  AE,  ae{Fig.  yyy.); 
le  premier  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  ABCD  par  fa  hauteur 
AH,  âc  le  fécond  e(l  égal  au  produit  de  fa  bafe  abcd  par  fa  hau- 
teur ah  ; donc  les  depx  folides  ibnt  entr’eux  comme  ces  produits  > 
mais  les  bafes  ABCD , abcd  étant  femblables,  font  entr'elles  com- 
me les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AB , ab  ; donc  le  pre- 
mier folide  eft  au  fécond , comme  le  quarré  AB  multiplié  par  la 


hauteur  AH , e(l  au  quarré  ab,  multiplié  par  la  hauteur  air,  mais 
à caufe  que  les  faces  HABN,  habn  font  femblables , les  hauteurs 
hVi,ah  font  entr’elles  comme  les  côtés  AB,  ai  ; donc  le  pre- 
mier folide  eft  au  fécond , comme  le  quarré  AB  multiplié  par 
AB  eft  au  quarré  ab  multiplié  par  ab , c’eft-à-dire  comme  le  cube 


A B du  côté  AB  eft  au  cube  ab  du  côté  homologue  ab. 

Mais  les  cubes  AB,  al  des  côtés  homologues  AB,  ab  font 
entr’eux  comme  les  cubes  des  côtés  homologues  AH  , ah  ; donc 
les  folides  femblables  AE , ae  font  aulft  comme  les  cubes  de  leur 
hauteur,  & on  prouvera  de  la  même  façon  qu’ils  font  comme 
les  cubes  des  circuits  de  leurs  bafes,  6c c.  à caufe  que  les  circuits 
des  bafes  femblables  font  entr’eux  comme  leurs  côtés  homolo- 
gues j ôt  la  démonftration  eft  la  m^'me  pour  les  prifmes  fembla- 
bles , 6c  pour  les  cylindres  femblables , puifque  les  bafes  des  cy- 
lindres font  des  polygones  d’une  infinité  de  côtés. 

y 3p.  Corollaire  I“.  Les  pyramides  femblables  & les  eSnes  fem- 
blables , font  entf  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs  nu  de  leur  cités 
Tome  I.  K k k 
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liomohguts.  Les  pyramides  font  les  tiers  des  prifines  de  même 
hauteur;  donc  H les  pyramides  font  femblableS)  leurs  prifmes  le 
font  aufG  , puifque  les  hauteurs  doivent  être  entt’clies  comme  les 
côtés  homologues  des  bafes  ; mais  les  prifmes  femblables  font 
comme  les  cubes  de'  leurs  côtés  homologues  ; donc  les  pyrami- 
des femblables  qui  font  le  tiers  des  prifmes  , font  aulfi  comme 
les  cubes  de  leurs  côtés  homologues»  ôc  la  même  choie  doitfe 
dire  des  cônes  femblables  qui  ne  font  autre  choie  que  des  pyra- 
mides ; donc  les  bafes  ont  une  infinité  de  côtés. 

J40.*CoROLLAlRE  II.  Toutes  les  fpheres  font  femblables  j & par 
tcoifétji'erH  entr  elles  comme  les  cubes  de  leurs  diamètres.  La  fphere 
ABCD  {Tig.  } J 8.  ) cft  égale  à fon  grand  cercle  AC  multiplié  par 
les  deux  tiers  du  diamètre  BD  , {N.  y i o.  ) 6c  la  fphere  abcd  eft 
égale  au  produit  de  fon  grand  cercle  ac  par  les  deux  tiers  du  dia- 
mètre W;  mais  les  deux  cercles  AC,  étant  femblables,  font 
comme  les  quartés  de  leurs  diamètres,  ou  des  diamètres  BD , bdy 

donc  la  fphere  ABCD  cft  à la  fphere  abcd  comme  AC  x 7 AG 

— 1 ' » — î 

ac  X J ac  oa  comnae  AC  efl  à ac. 

J41.  Corollaire  III.  Les  onglets  femblables  fim  entr' eux  comme 
les  cubes  de  leurs  hauteurs , ou  des  diamètres  de  leurs  bafes  &c. 

Si  les  onglets  femblables  ABCE,  abce  {Fig.  jyp.)  font  delà 
première  efpece , le  premier  eft  égal  à fon  grand  triangle  BED 
multiplié  par  7 AC , (A',  y ly.)  6c  le  fécond  eft  égal  à fon  grand 
triangle  bed  multiplié  par  7 ac\  mais  par  la  fuppofnion,  les  deux 
grands  triangles  étant  femblables  , font  entr'eux  comme  les  quar- 
tés BD , bd  de  leurs  bafes  BD , bd  ; donc  les  onglets  font  entre- 

" ■ • a ■ ■ a — *a 

eux  comme  BD  X 7 AC,  bdx~ac,  ou  comme  BD  x AC,  bd 
xac;  or,  BD,  bd  ::  AC.  aci  donc  les  deux  onglets  font  entr’eux 

commeBDxBD,  bdxbd,  oa  comme  BD.  bd. 

Si  les  onglets  femblables  ABCE,  abce  ( Fig.  3^0.)  font  de  la 
fécondé  efpece,  en  forte  que  leurs  bafes  AJBC,  abc  foient  moin- 
dres chacune  qu’un  demi  cercle , on  pourra  toujours  les  regarder 
comme  fàifant  partie  d’autres^ngiets  femblables  de  la  première 
efpece  NMRE,  nmre  qui  auront  pour  bafes  des  demi-cercles, 
6c  alors  les  deux  onglets  ABCE,  abce,  feront  entr’eux  comme 
les  onglets  NMRE,  nmrei  car  les  bafes  ou  fegments  femblables 
ABC , (Ac , feront  entr’eux  comme  les  baies  ou  demi-cerclies 


« 
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NMR , nmr , & les  hauteurs  BE , be  comme  les  hauteurs  ME , 

me-,  donc  les  onglets  ABCE,  abce  feront  entt’cux  comme  M^ 

me  ou  comme  BE.  be. 

Et  par  un  lèmblable  raifonnement  on  prouvera  que  les  onglets 
femblables  de  la  fécondé  efpece  qui  ont  pour  bafes  des  Icgmcns 

{>lus  grands  que  le  demi-cercle,  font  cntr''eux  comme  les  cubes  de 
eurs  hauteurs. 

J42.  Corollaire.  En  général  tous  les  folides  femblables  de 
quelque  façcn  quils  filent  compofés , font  entreux  comme  les  cubes 
de  leurs  cètés  homologues.  Car  fl  l’on  prend  dans  ces  folides  des 
points  femblablement  pofés  , & que  de  tous  les  angles  de  Icun 
faces  on  mene  des  droites  à ces  points , on  décompofera  les  fo- 
lides eir  autant  de  pyramides  femblables  entr’elles,  qui  feront 
comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues , & par  conféquent 
les  folides  compofés  de  ces  pyramides  feront  dans  la  même  raifon. 

Du  changement  des  Solides. 

J4J.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  efl  alfé  de  voit 
qu’on  peut  changer  une  pyramide  en  un  paralellepipede  ou  un 
prifme  qui  auroit  mêmebafe , ôc  pour  hauteur  le  tiers  de  la  hau- 
teur de  la  pyramide , qu’un  prifme  ou  paralellepipede  fe  peut 
changer  en  pyramide  ; qu’une  fphere  peut  Être  transformée  en 
un  cylindre  ou  en  un  onglet,  &c.  c’eft  pourquoi  je  me  conten- 
terai de  donner  ici  quelques  réglés  générales , pour  changer  un 
folide  on  un  autre,  ou  pour  faire  un  folideégal  à plufleurs  autres; 
ou  enfin  pour  rendre  un  folide  femblable  à un  autre. 

J44.  PROBLEME.  Un  paralellepipede  AB  (Fig.  361.)  étant  donné , 
trouver  un  autre  paralellepipede  qui  lui  foit  égal , & qui  ait  pour  hau- 
teur une  droite  donnée  ae. 

Puifque  le  paralellepipede  que  je  cherche  doit  Être  égal  au  pa- 
ralellepide  AB,  fa  hauteur  doit  être  à la  hauteur  AE  récipro- 
quement comme  la  bafeACHD,efl  à la  bakaebd  que  je  cherche; 
( N.  4P7.  ) je  donne  à la  bafe  que  je  cherche  la  dimcnfiona^l  égale 
à la  dimenflon  AD  de  la  bafe  ADCH  , ôc  alors  la  bafe  ABCD 
fera  à la  bafe  abcd  cherchée  comme  l’autre  dimenflon  AC,  eû  à 
la  dimenflon  cherchée  ac  5 c’eft  pourquoi  je  dirai  la  hauteut  ae 
eft  à la  hauteur  AE  , réciproquement  comme  AC  eft  à un  qua- 
trième terme , lequel  étant  trouvé  par  les  régies  ordinaires  , fera 
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k droite  ac.  Faifant  donc  un  paralellepipede  fur  la  bafe  dach  avec 
la  hauteur  or  J le  paralellepipede  ah  fera  égal  au  paralellepipede 

AB. 

PROBLEME.  Un  paralel/epipe  AB  {Fig.  361.)  étant  don- 
né, trouver  un  autre  paralellepipede  qui  lui  J oit  égal&  qui  ait  une 
tafe  donnée. 

Si  la  bafe  donnée  achd  a une  dimenfion  da  égale  à la  dimenfion 
DA  de  la  bafe  DACH  , alors  les  deux  baies  font  entr’elles  com- 
me les  dimenfions  ac , AC  ; c’cft  pourquoi  je  dis  la  bafe  dach  eft 
à la  bafe  DACH,  c’eR-à-dire  la  dimenfion  ac  eft  à la  dimenfion 
'AC  réciproquement,  comme  la  hauteur  AE , eR  à un  quatrième 
terme,  lequel  étant  trouvé  par  les  régies  ordinaires,  donne  la 
hauteur  ae  que  je  dois  donner  au  paralellepipede  ah , qui  fera  égal 
au  paralellepipede  AB. 

Mais  fl  la  bafe  donnée  dpqr  n’a  pas  une  diigienfion  commune 
avec  la  bafe  DACH , je  la  change  en  un  autre  dach  qui  foit  égale 
à dpqr,  ôc  qui  ait  la  dimenfion  da  égale  à la  dimenlion  DA  , en 
difant  da  eH  à dp,  réciproquement  comme  dr  c&kdh,  apres  quoi 
j’acheve  le  reRe  comme  auparavant. 

Nota.  Que  par  le  mot  de  dimenfion  on  doit  toujours  entendre 
une  ligne  perpendiculaire  fur  l’autre  dimenfion  ; car  on  Ajait  bien 
que  les  dimenfions  des  plans  font  longueur  & largeur,  & que  ces 
quantités  doivent  être  perpendiculaires  cntr’clles. 

y 4tf.  Problème.  Deux paralellepipedes  AC , ac  ( Fig.  3 62.  ) 
étant  donnés , trouver  un  paralellepipede  qui  leur  foit  égal. 

Je  cherche  à donner  au  paralellepipede  ac  une  hauteur  égale 
à la  hauteur  AM  du  paralellepipede  AC,  ôepour  cela  je.change 
d’abord  fa  bafe  an  en  un  autre  pq  qui  ait  la  dimenfion  dp  égale  à 
la  dimenfion  DA,  & le  paralellepipede  ph  fait  fur  la  bafe avec 
la  hauteur  am  eRégal  au  paralellepipede  ac.  Maintenant,  je  dis; 
la  hauteur  AM  que  je  veux  donner  au  paralellepipede  ph,  eR  à la 
haureur  am  qu’il  a réciproquement , comme  pr  eR  à un  quatrième 
terme  RF,  & faifant  avec  RF  une  bafe  RT  qui  ait  la  dimenfion 
RN  — dp,  le  paralellepipede  RS  fait  fur  la  bafe  RT,  & avec  la 
hauteur  RQ  = AM  fera  égal  au  paralellepipede  ou  ac,  & pat 
confôquent  le  paralellepipede  AS  fera  égal  aux  deux  paralellcpi- 
pedes  donnés. 

y47.  Corollaire  I".  On  peut  de  la  même  façon  faire  un  pa- 
lalellepipede  égal  à plufieurs  autres , ou  à plufieurs  cubes. 

y4;8.  Corollaire  II.  Foui  faite  un  paralellepipede  égal  à la 
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fomme  d’un  paralellepipede  fie  d'un  prifme , qui  auroit , par  exem- 
ple, pourbafe,  un  pentagone,  je  changerois  la  bafe  du  prifnic 
en  triangle , fie  le  triangle  en  refilargle , fie  par  conféquem  le  pa- 
lalellepipede  qui  auroit  pour  bafe  ce  reélangle,  fie  pour  hauteur 
la  hauteur  du  prifme  feroit  égal  au  prilmei  c’eft  pourquoi  je  n’au- 
rois  plus  qu’à  faire  un  feul  paralellepipede  égal  aux  deux , comme 
■ ci-de(Tus. 

On  peut  de  la  même  fat^on  faire  un  paralellepipede  égal  à deux 
ou  plulieurs  pyramides  . en  changeant  auparavant  les  pyramides 
en  paralellepipedes. 

. De  nsême  encore , on  peut  faire  une  pyramide  égale  à plufieurs 
pyramides,  en  changeant  d’abord  toutes  les  pyramides  en  para* 
lellepipedes,  enfuite  faifant  un  paralellepipede  égal  à la  fomme 
des  paralellepipedes;  puis  en  faifant  une  pyramide  égale  au  para- 
lellepipede total , c’eft-à-dire  triplant  la  hauteur  de  ce  paralelle- 
pipede ; car  une  pyramide  de  même  bafe  t^u’un  paralellepipede 
fie  qui  a le  triple  de  la  hauteur  , ed  égale  au  paralellepipede. 

Je  laifle  aux  Commançans  le  plaifir  de  trouver  une  infinité 
d’autres  changemens  qu’on  peu  faire  fur  les  folides , en  fuivant  ce 
qui  vient  d’être  dit. 

j4p.  Problème.  Exprimer  en  lignes , la  raifon  de  plufieurs 
folides. 

Je  change  les  folides  donnés  en  autant  de  paralellepipedes , 
dont  les  bafes  ayent  une  diroenfion  commune  fie  qui  ayent  la 
même  hauteur,  & alors  tous  ces  paralellepipedes  feront  entr’eux 
comme  les  dimenfions  inégales  de  leurs  bafes;  c’eil  pourquoi  ces 
dimenfions  exprimeront  le  rapport  des  folides  donnés. 

yyo.  Problème.  Faire  un  cube  qui  Jhit  à un  autre  cube  Âans  telle 
raifon  que  ton  voudra. 

Suppofé  qu’on  demande  un  cube  double  du  cube  AB, {Fig. 
je  prens  une  droite  AH  double  du  côté  de  AC,  fie  enfuite  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  AH  fie  ACj  ce  qui  fe  fait  pat 
le  moyen  du  compas  de  proportion , comme  on  verra  fur  la  fin 
de  ce  Chapitre,  fié  le  cube  fait  fur  la  première  des  deux  moyen- 
nes proportionnelles  eft  double  du  cube  AB. 

Car  nommant  b la  première  des  deux  moyennes,  ôc  fia  fécon- 
dé, nous  avons  ::  AC.  b.  c.  AH;  donc  AC.  bi  AC.  AH; 
( Livre  F'.  N.  J27.)  mais  AC  eft  la  moitié  de  AH  pat  la  cont 
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truûîon  ; donc  le  cube  ACÎ  ou  AB  eft  jla  moitié  du  cube  faî( 
fur  b. 

Si  l’on  demande  un  cube  qui  ne  foit  que  le  tiers  du  cube  AB 
je  prens  le  tiers  AD  du  côté  AC,  enfuite  deux  moyennes  pro- 
portionnelles iw,  » entre  AC  fie  AD  ; ce  qui  me  donne  ::  AC. 

m.  ».  AD.  donc  AC.  /»î  : : AC.  AD  ; mais  AC  eft  triple  de  AD  ; 

donc  le  cube  aC  ou  AB  eft  triple  du  cube  fait  fur  la  première 
moyenne  proportionellc  m. 

Enfin  fi  l’on  demande  un  cube  qui  foit  au  cube  AB  comme  une 
ligne  donnée  eft  à une  ligne  donnée  je  cherche  une  quatrième 
proportionnelle  x aux  deux  lignes  données  b,  a Sx.  m côté  AC  ; 
donne  ce  qui  msb.a-.x  AC.*  ou*.  AC;:  a.  b ou  AC.*  ::  b. a.  Je 
cherche  deux  moyennes  proportionnelles  entre  AC  fie  * , fie  j’ai 

::  AC.wJ.  ».*»  donc  Aè.  mi  ::  AC.*  ::b.a,Sx  par  conféquentle 
cube  fait  fur  AC , c’eft-à-dire  le  cube  AB  eft  au  cube  fait  fut  la 
première  moyenne  portionnelle  m , comme  ^ eft  à 

yyi.  PROBLEME.  Faire  un  cube  égala  un  parakilepi de  donné  AB 
(Fig.  354.). 

Je  change  la  bafe  AC  du  paralellepipede  en  un  quarré  MP  qui 
lui  foit  égal , fie  multipliant  MP  par  la  hauteur  MQ  égale  à la 
hauteur  A£  du  paralellepipede  donné,  j’ai  le  paralellepipede  MN 
égal  au  paralellepipede  AB.  Je  cherche  deux  moyennes  propor- 
tionnelle m,  n entre  le  côté  MR  du  quarré  MP  ôc  la  hauteur 
MQ  ou  AE,  ôc  le  cube  fait  fut  la  première  proportionnelle  m , 
eft  égal  au  paralellepipede  MN , 6c  par  conlequent  au  paralellc- 
pipede  AB. 

Car  par  la  conftruâion , nous  avons  ::  MR.  m.  «.  MQ;  donc 

MR.  mi  : : MR.  MQ , fie  faifant  le  produit  des  extrêmes  6c  celui 

des  moyens,  nous  avons  MRx  MQ  = m3  xMR  , 6c  divifant 

tout  par  MR , nous  aurons  MR  x MQ  = mi  ; mais  MR  x MQ  eft 
le  paralellepipede  MN  ou  ABj  donc  ce  paralellepipede  eft  égal 
au  cube  de  mi. 

y J 2.  Corollaire.  On  peut  par  ce  moyen  faire  un  cube  égal 
à plufieurs  cubes  ou  à pluficurs  paralellepipedes,  ou  à plufieurs 
pyramides  ou  à plufieurs  figures  de  différente  efpece,  en  redui- 
iant  d’abord  toutes  les  figures  en  un  paralellepipede  égal  à toutes 
les  figures,  6c  enfuite  un  cube  égal  a ce  paralellepipede. 
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yyj.  Problème.  Deux filides femblables  AC , zc  (Fig.  365.) 
hant  donnés  , trouver  un  autre  foltde  PX  qui  foit  égal  à la  fomme  des 
deux , & qui  leur  foit Jemblable. 

Je  cherche  un  cube  égal  aux  deux  folides  donnés  j & je  fup* 
pofe  que  la  ligne  s foit  le  côté  de  ce  cube  ; je  cherche  auffi  un 
cube  égal  à l’un  des  folides  donnés;  par  exemple,  au  folide  ac, 
ôc  je  fuppofe  que  le  côté  de  ce  cube  foit  la  droite  r ; enfuite  je 
dis  le  côté  r eü  au  côté  ad  du  folide  ac,  comme  la  droite  r efl  à 
un  quatrième  terme  que  je  nomme  PQ , flc  qui  fera  le  côté  ho- 
mologue du  folide  que  je  cherche.  Je  dis  de  même  le  côtér  eil 
au  côté  am,  comme  le  côté  5 à un  quatrième  terme  que  je  nom- 
me PR,  & qui  fera  un  autre  côté  homologue  du  folide  que  je 
cherche;  enhn  jedisle  côté  r eil  à la  hauteur  comme  le  côté 
s eil  à un  quatrième  terme  que  je  nomme  PT , flc  qui  fera  la  hau- 
teur du  folide  cherché  > faifanr  donc  avec  les  trois  dimenfions 
PQ , PR , PT , le  folide  PX , ce  folide  fera  égal  aux  deux  don- 
nés , flc  leur  fera  femblable. 

Car , par  la  conllruûion , nous  avons  r.  ad  ::  s PQ , puis  r, 

: : s PR;  enfin  r.  ae  ::  s.  PT,  flc  multipliant  ces  trois  propor- 
les  unes  par  les  autres , c’eô-à-dire  les  antécédents  par  les  anté- 
cédents, les  conféquents  par  les  conféquents  ; nous  aurons  ri. 
mdxamxae  si.  PQxPRxPT;  mais  ri  = ad  x am  x ae  •,  Aonc 
jî =PQx  PRx  PT.  Or , si  eil  le  cube  égal  aux  deux  folides  don- 
nés ; donc  PQ  x PR  x PT  ou  le  folide  PX  eil  auili  égal  à ces  deux 
felides } fie  d^lus,  il  leur  eil  lêmblable  puifque  fes  dimenfions 
PQ,  PR , Pr  font  femblables  aux  dimenfions  du  petit  folide  ac. 

Nota.  Je  laiife  grand  nombre  d’autres  Problèmes  fur  cette  ma- 
tière , qui  peuvent  fe  refoudre  aifément  en  fuivant  les  principes 
que  je  viens  d’établir. 

Des  Surfaces  des  Solides. 

Dans  les  folides  qui  ont  une  ou  deux  bafes , tels  que  font 
les  pyramides , les  cônes , les  demi-fphéres , les  paralellepipedes, 
les  prifmes,  les  cylindres,  flec.  on  entend  par  le  mot  de  üurface, 
la  valeur  des  plans  montans  ou  des  côtés  courbes  qui  montent 
fans  y comprendre  les  bafes  , fie  quand  on  veut  que  les  bafes 
ibienc  comprifes  on  fe  fert  du  mot  de  Surface  totale. 

555.  Proposition  CXIX.  La  furface  dun  faralellepipede  droit. 


ELEMENS 

d’nn  prifine  droit  ou  dun  cylindre  droit  ejl  égale  au  circuit  de  fa  haft 
multiplié  par  la  hauteur  du  folide. 

Soit  le  paralelleplpede  AB  {Fig.  jtfi.)  ; fa  furface  n’eft  autre 
choie  que  la  fomme  des  quatre  re£langles  montans  compris  en- 
tre fes  deux  bafes  ; or,  ces  reâangles  font  chacun  le  produit  de 
fa  bafe  par  fa  hauteur , ôc  la  hauteur  ell  la  même  dans  chacun 
d’eux  ; donc  ces  quatre  reÛangles  fontle  produit  de  leurs  quatre  ^ 
bafes  AC,  CH,  HD,  DA  par  la  hauteur  ÀE , c’eft-à-dirc  le  pro- 
duit du  circuit  ou  contour  ÀCHD  par  la  hauteur  AE. 

On  démontrera  la  même  chofe  pour  les  prifmes  droits  , 6c 
pour  les  cylindres  droits , car  les  bafes  des  cylindres  étant  des 
polygones  d’une  infinité  de  côtés , leurs  furfaces  , lorfqu’ils  font 
droits , ne  font  autre  chofe  qu’une  infinité  de  reâangles  qui  ont 
tous  pour  hauteur  la  hauteur  du  cylindre. 

yyd.  Corollaire  I".  Pour  mefurer  la  furface  d’un  paralelle- 
pipede  incliné  AC  ( Fig.  366.) , il  faut  nécelTairement  mefuret 
a part  les  plans  montans  , car  quoiqu'il  puillé  arriver  que  les  deux 
faces  AEFD,  6c  fa  paralclle  BHCO  foient  encore  des  reSan- 
glcs  ; cependant  la  face  ABHE , ôc  fa  paralelle  DOCF  feront 
toujours  des  paralellogrammes  , donc  les  côtés  feront  inclinés  , 
de  façon  que  la  face  ABHE  ne  fera  pas  le  produit  de  fa  bafe 
AC  par  la  longueur  AE,  au  lieu  que  la  face  AEFD  fera  égale  à 
fil  bafe  AD  multipliée  par  la  longueur  AE. 

La  même  chofe  doitfe  dire  de  tous  les  prifmes  inclinés. 
yy7.  Corollaire  IL  La  même  difficulté  fubfifte  pour  les 
cylindres  inclinés  ; il  femble  cependant  qu’on  puiffe  aifément  les 
mefurer  en  cette  façon  : foit  le  cylindre  incliné  ABCD  {Fig.  5 67.) ,' 
je  le  coupe  par  un  plan  EB  perpendiculaire  entre  les  côtés  AD, 
BC,  6c  qui  pafic  par  l’extrémité  B de  la  bafe  inférieure  AB  ; je 
conçois  que  le  cylindre  foit  prolongé  du  côté  de  D,  ôc  je  le  cou- 
pe par  un  autre  plan  FC  paralelle  au  plan  EB,  ce  qui  me  donne 
un  cylindre  droit  EBCF  égal  au  cylindre  incliné  ABDC  , car 
la  partie  cylindrique  ABE  étant  égale  à la  partie  cylindrique 
DCFjfi  l’on  ajoute  de  part  6c  d’autre  la  partie  commune  EBCD, 
on  aura  ABCD  = EBCF  , multipliant  donc  la  circonférence  de 
la  bafe  EB  du  cylindre  droit  EBCF  par  le  côté  BC,  le  produit 
fera  la  furface  du  cylindre  droit  EBCF  , Ôc  par  conféquent  du 
cylindre  incliné  ABCD  ; mais  la  queftion  confifte  à trouver  le 
circuit  de  la  bafe  EB,  car  cette  bafe  n’eft  plus  un  cercle  comme 
la  bafe  AB,  mais  un  ellipfe,  comme  nous  ferons  voit  dans  la 
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fuite.  C’eft  pourquoi  le  plus  court  eft  de  itiefurer  avec  un  fil  le 
contour  de  la  bafe  £6. 

J J 8.  Proposition  CXIX.  La  furface  de  toute  pyramide  droite 
tir  dont  la  bafe  eft  un  polygone  régulier  , eft  égale  au  contour  de  fa 
bafe  multipliée  par  la  moitié  d’une  droite  menée  du  fommet  E perpen- 
diculairement fur  le  côté  ou  bafe  de  [ une  des  faces. 

Soir  la  pyramide  quarrée  & droite  ABCD  ( Fig.  j 58.  ) ; fa  fur- 
face  efi  compofée  de  quatre  triangles  femblables  & égaux  ^ fie 
par  conféquent  elle  eft  égale  à quatre  fois  le  triangle  AEB  ; or , 
ce  triangle  eft  égal  à fa  bafe  AB  multipliée  par  la  moitié  de  la 
hauteur  FE  ; donc  la  furface  de  la  pyramide  eft  égale  à quatre 
fois  la  bafe  AB  ou  au  circuit  ABCD , multiplié  par  la  moitié  de 
AE. 

y 5p.  Remarq^ue.  Si  on  coupoit  la  pyramide  par  un  plan 
MNOQ  paralelle  à la  bafe,  fie  qui  coupât  les  quatre  arêtes  cha- 
cune en  deux  également  , le  contour  MNOQ  feroit  égal  à la 
moitié  du  contour  ABCD  de  la  bafe;  car  les  triangles  fembla- 
bles EAB , EMN,  donnent  EA.  EM  ::  AB.  MN  ; mais  par  la 
conftruâion  nous  avons  EM=^EA,  donc  MN=-jAB,  fie  ainfi 
des  autres  faces.  Or,  comme  le  produit  du  contour  ABCD  pat 
la  moitié  de  EF  eft  la  même  chofe  que  le  produit  de  la  moitié 
du  contour  ABCD  par  la  droite  EF  toute  entière  ; il  s’enfuit 
que  la  furface  de  toute  pyramide  droite  fie  régulière  , eft  égale 
au  produit  du  contour  moyen  pris  entre  le  fommet  fie  la  bafe  à 
égale  diftance , multiplié  par  la  droite  EF. 

y 70.-  Corollaire  F'.  La  furface  de  tout  cône  droit  ABC 
( Fig.  35p.  ) eft  égale  au  produit  de  ta  circonférence  AB  de  fa  bafe 
multipliée  par  la  moitié  du  coté  CB,  ou  à ta  circonférence  moyenne 
MN  multipliée  par  le  côté  CB.  Car  tout  cône  régulier  eft  une  py- 
ramide régulière  d’une  infinité  de  côtés  \ fie  la  droite  menée  du 
fommet  C fur  la  bafe  infiniment  petite  de  l’un  des  triangles  qui 
compofent  les  faces  n’eft  pas  différente  du  côté  CB.  Donc,  ficc. 

y 71.  Corollaire  II.  Pour  mefurer  les  furfaces  des  pyrami- 
des droites  qui  ne  font  pas  régulières , fie  des  pyramides  inclinées 
donr  les  bafes  font  régulières  ou  irrégulières  ; il  faut  néceffaire- 
menr  mefurer  chaque  face  des  triangles  à part , à caufe  qu’ils  n’ont 
pas  tous  la  même  hauteur.  De-là  vient  qu’on  n’a  pas  encore  trou- 
vé la  maniéré  de  mefurer  la  furface  d’un  cône  incliné  ABC 
( Fig.  570.  ).  Quelques  Auteurs  donnent  pour  régie  de  multiplier 
la  circonférence  de  la  bafe  AB  parla  moitié  du  côfé  CD  moyen 
Tome  I.  LU 


' Digitized  by  Coogle 


4JO  E L E M E N s 

entre  le  plus  grand  côté  AC,  ôc  la  moindre  BC,  ce  qui  n’eft 
fondé  fur  aucune  preuve  Géométrique,  fie  ne  peut  faire  tout  au 
plus  qu’une  approximation. 

y 72.  Proposition  CXX.  La  furfaee  dune  fyramide  droite 
'&  régulière  tronquée joaraltllement  à fa  bafe  ejl  égale  à la  fomme  des 
circuits  kbCD , HGFE  de  fis  bafes  (Fig.  multipliée  par  la 
moitié  de  la  ligne  droite  RS  perpendiculaire  entre  les  deux  cotés  para- 
lelles  AB , HG  de  t une  de  fe s faces  ABGH  , ou  bien  cette  furface  ejl 
égale  au  circuit  IMNOQ  qui  coupe  les  arêtes  AH,  GB  , ficc.  chacune 
en  deux  également , multiplié  par  la  droite  RS. 

La  pyramide  étant  droite  fie  régulière  , fa  furface  tronquée  eft 
compofée  d'autant  de  trapezoïdes  égaux  que  la  bafe  a de  côtés  ; 
or,  le  trapezoïde  ABGH  eft  égal  à la  fomme  de  fes  deux  côtés 
paraleiles  AB,  HG  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  RS, 
ou  à la  droite  MN  qui  coupe  fes  deux  côtés  non- paraleiles  en 
deux  également  multipliée  par  la  hauteur  RS  (N.  3 8é.)  ; donc 
la  furface  de  la  pyramide  tronquée  eft  égale  à autant  de  fois  l’un 
ou  l’autre  de  ces  produits  que  la  bafe  a de  côtés,  c’eft-à-dire  dans 
cette  figure  à quatre  fois  l’un  ou  l’autre  produit;  or , 4 fois  les 
côtés  AB,HG  forment  les  deux  circuits  ABCD,  HGFE,  6c 
quatre  fois  MN  forment  le  circuit  MNOQ.  Donc,  ficc. 

J7J.  Corollaire.  La  furface  i un  c6ne  droit  tronqué  para- 
kllement  à fa  bcsfe  eft  égale  aux  circonférences  de  fes  deux  bafes  AB  , 
DC  (Fig.  372.) , multipliées  par  la  moitié  du  c$té  CB,o»  à lacircon~ 
firence  moyenne  EF  qui  coupe  les  eStés  DA , CB  chacun  en  deux  éga- 
lement multiphée  par  le  coté  CB.  Cela  eft  évident  à caufe  qu’un 
cône  droit  tronqué  paralcllement  à fa  bafe  eft  une  pyramide  droite, 
régulière  d’une  infinité  de  côtés , fie  tronquée  paraiellemem  à fa 
bafe. 

574.  Corollaire  IL  La  furface  d’une  pyramide  droite  irré- 
gulière tronquée  paralcllement  à fa  bafe , ne  peut  fe  mefurer  qu’en 
prenant  chaque  face  à part,  fie  il  faut  dire  la  même  chofe  des 
pyramides  inclinées  tronquées , à caufe  que  leurs  fitees  font  tou^ 
tes  différentes. 

y7j.  Proposition  CXXI.  Si  Ion  ii^it  dans  un  demi- 
em/fACDF  un  polygone  régulier  ABCDEF  (Fig.  j 7 J.)  dont  deux 
de  fes  eStés  AB , EF  Je  terminent  fur  les  extrémités  A ,F  du  diamètre 
AF  ,&  que  l'on fajje  tourner  ce  polygone  autour  du  diamètre  fixe  AF  , 
la  furface  que  les  côtés  AB,  BC,  CD, àiC.  decepolygone  décriront,  fera- 
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ignU  à la  circonfirence  qui  aurait  pour  rayon  P apothème  OR  multi- 
plie par  le  diamètre  AF. 

11  ell  viftble  que  les  côtés  AB,  EF  décriront  des  furfaces  de 
cônes , que  les  côtés  BC , DE  qui  ne  font  pas  paralelles  à l’axe , 
& qui  ne  le  touchent  point  , décriront  des  furfaces  de  cônes 
tronqués  paralellement  à leurs  bafes  , & que  s'il  fe  trouve  un  côté 
CD  paralcile  au  diamètre , ce  côté  décrira  une  furfacc  de  cylin- 
dre. Je  mene  de  tous  les  angles  des  droites  BH , CM , DT , EV 
perpendiculaires  fur  le  diamètre;  & fi  je  démontre  que  la  furface 
de  cône  que  décrit  AB  ell  égale  à la  droite  AH  comprife  entre 
le  point  A 6c  la  perpendiculaire  BH,  multipliée  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  ell  l’apothême  OR  , que  la  furface  tronquée 
que  décrit  BC  ell  égale  à la  droite  HM  comprife  entre  les  deux 
perpendiculaires  BH , CM , multipliée  par  la  même  circonfé- 
rence, 6c  ainfl  de  fuite  ; j’aurai  démontré  aulTi  que  la  fomme  de 
toutes  les  furfaces  ell  égale  à la  fomme  des  parties  AH,  HM, 
MT,6cc.  du  diamètre  AF,  c’ell-à-dire  au  diamètre  AF  multiplié 
par  la  circonférence  donc  le  rayon  feroit  l’apothême  OR , 6c  que 
par  conféquent  la  furface  totale  décrite  par  les  côtés  du  polygone 
ell  égale  à la  furface  d’un  cylindre  qui  ^uroit  pour  bafe  le  cercle  ; 
donc  le  rayon  feroit  OR , de  pour  hauteur  le  diamètre  AF  ; pour 
en  venir  donc  à la  démonilration. 

La  furface  de  cône  décrite  par  le  côté  AB  ell  égale  à la 
circonférence  de  fa  bafe  ou  à la  circonférence  que  la  perpen- 
diculaire BH  décriroit  autour  du  diamètre  AF  multipliée  par  la 
moitié  du  côté  AB  ( A'.  570.} , ou  bien  en  coupant  AB  en  deux 
également  en  R,  la  furface  du  cône  ell  égale  à la  circonférence 
que  décriroit  la  droite  RS  perpendiculaire  fur  AF  multipliée  pac 
le  côté  AB  ; or,  l’apothéme  OR  étant  perpendiculaire  fur  AB, 
les  triangles  reâandes  SOR , RAS  font  femblables , 6c  à caufe 
des  paralelles  RS , BH,  les  triangles  reâangles  RAS , BAH  font 
auin  femblables  ; donc  le  triangle  SOR  ell  femblable  au  triangle 
BAH,  ôc  par  conféquent  BA.  AH  RO.  RS , 6c  au  lieu  des 
deux  derniers  termes  RO , RS , mettant  les  circonférences  dont 
ils  feroient  les  rayons  ; lesquelles  circonférences  font  entr’ellcs 
comme  leurs  rayons,  6c  nommant  ces  circonférences  ( RO,  (RS, 
nous  aurons  BA.  AH  : : ( RO.  ( RS , ôc  faifant  le  produit  des  ex- 
trêmes , ôc  celui  des  moyens,  nous  aurons  BAx(RS  = AHx 
( RO,  c’e(l-à-dire  la  droite  AH  multipliée  parla  circonférence 
de  l’apothême  RO  égale  à b droite  AB  multipliée  par  la-circon- 
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férence  du  rayon  RS  ou  à la  furface  conique  que  décnroic  AB, 

Pour  démontrer  la  même  chofe  à l’égard  des  furfaces  de  cône 
tronqué  que  décriroient  les  droites  BC,  DE^  ôcc.  qui  ne  font 
point  paralelles  au  diamètre  AF,  & qui  n’y  aboutiflcnt  point.  Je 
divife  DE  en  deux  également  en  P , ôc  menant  au  centre  la  droite 
PO , cette  droite  eft  encore  l’apothême  du  polygone  ; du  point  E, 
jemene  EL  paralelle  au  diamètre,  ôc  du  point  P la  droite  PX 
perpendiculaire  fur  le  même  diamètre  -,  le  triangle  reâangle  OPX, 
efl  lemblable  au  triangle  niŸn  , lequel  e(l  femblable  au  triangle 
rPE  , ôc  celui-ci  eft  femblable  au  triangle  LED:  donc  les  trian- 
gles OPX , LDE  étant  femblables  , nous  avons  DE , LE  ou 
TV  ::  OP,  PX,  Ôc  au  lieu  de  OP,  PX  , mettant  les  circonfé- 
rences dont  elles  feroient  rayons , ôc  que  nous  nommerons  ( OP , 
(PX,  nous  aurons  DE.  TV  (OP.  (PX,  d’où  l’on  tire  DF.  x 
( PX  = TV X (OP,  mais  DE  x ( PX,  eft  la  furfticc  de  cône  tron- 
qué que  décriroit  DE,  en  tournant  autour  de  AF  {N.  yyj.)  » 
donc  cette  furface  eft  égale  à la  partie  TV  du  diamètre  multi- 
pliée par  la  circonférence  dont  le  rayon  feroit  égal  à l’apothême 
OP  ou  OR , ôc  ainfi  des  autres. 

Quant  à la  furface  que.  décriroit  le  côté  CD  paralelle  au  dia- 
mètre , il  eft  clair  qu’elle  féroit  égale  à la  droite  CD  ou  MT  mul- 
tipliée par  la  circonférence  dont  le  rayon  feroit  l’apothème  OZ ,, 
ou  OR.  Donc , ôcc. 

fyô.  Corollaire.  Si  l’on  fait  donc  un  cylindre  abmn , 
dont  la  bafe  ah  foit  le  cercle  qui  auroit  pour  rayon  l’apothème 
RO,  ôc  dont  la  hauteur  bm  foit  égale  au  diamètre  AF,  la  furface 
de  ce  cylindre  fera  égale  à la  furface  que  décriroit  le  polygone  en 
tournant  autour  de  AF.  De  plus  , chaque  furface  particulière 
décrire  par  l’un  des  côtés  tel  que  BC  fera  égale  à la  furface  de 
la  portion  du  cylindre  qui  auroit  pour  hauteur  la  partie  HM  du 
diamètre  correfpondante  au  côté  BC , ôc  ainfi  des  autres. 

yyy.  Proposition  CXXII.  La  furface  d'une  Sphère  ABCD 
( Fig.  374.)  efl  ép^ale  à la  furface  du  cylindre  circonfcrit  EFGH. 

La  Sphère  ABCD  eft  décrire  par  la  circonvolurion  du  demi- 
cercle  DAB  autour  du  diamètre  BD  ; or,  ce  demi  - cercle  pou- 
vant être  regardé  comme  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés, 
la  furface  de  la  Sphère  ne  diffère  point  de  la  fomme  des  furfaces 
que  les  côtés  infiniment  petits  du  polygone,  décrivent  en  tour- 
nant autour  de  BD , ôc  comme  la  Gamme  de  ces  furfaces  eft  égale 
à la  cireoniérence  qui  auroit  pour  rayon  l’apothême  dupolygone 
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teoltipUde  par  le  diamètre  BD  {N.  yvy.),  il  s’enfuit  que  la  fur- 
face  de  la  Sphère  eft  égale  à ce  produit;  mais  l’apothême  d’un 
polygone  d’une  infinité  de  côtés , ne  diffère  pas  du  rayon  OA 
du  demi-cercle  ; donc  la  furface  de  la  Sphère  eft  égale  à la  cir- 
conférence du  rayon  OA  multipliée  par  le  diamètre  BD  , & pat 
conféquent  elle  eft  égale  à la  furface  du  cylindre  circonfcrit 
EFGH. 

y78.  Corollaire  I".  La  furface  d’un  fegnunt  MBNdf  Sphère  ejl 
'égale  à la  furface  de  la  portion  TV  GH  du  cylindre  circonfcrit , la- 
quelle à la  hauteur  TH  égale  à la  hauteur  du  fegment.  Car  les 
côtés  infiniment  petits  du  polygone  compris  entre  le  point  B ôc 
la  perpendiculaire  MX  décrivent  des  furfaces  égaies  aux  furfaces 
des  portions  cylindriques  qui  ont  pour  hauteurs  les  parties  du 
diamètre  correfpondantes  à ces  côtés  ( A'.  J7J.);  donc  toutes 
ces  furfaces  font  enfemble  égales  à la  furface  cylindrique  qui  a 
pour  hauteur  la  partie  BX  du  diamètre  correfpondante  à la  fom- 
me  des  côtés. 

J7p.  Corollaire  II.  La  furface  dune  zone  AMNC  ejl  égale  à 
la  furface  AC  VT  de  la  portion  cylindrique  qui  a pour  hauteur  la  hau- 
teur OX  de  la  zone.  Ce  qui  fe  démontre  de  la  même  façon , ôc 
ainfi  des  autres  parties  de  la  furface  de  la  Sphère. 

y8o.  Corollaire  IV.,L<j  furface  d’une  Sphère  ejl  quadruple  de 
fin  grand  cercle  AC.  La  furface  de  la  Sphère  eft  égale  à celle  du 
cylindre  circonfcrit  EFGH,  ôc  celle-ci  eft  égale  à la  circonfé- 
rence  EF  ou  AC  du  grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre. 
Or,  le  grand  cercle  AC  eft  égal  à fa  circonférence  multipliée 

i>ar  la  moitié  du  rayon  ou  le  quart  du  diamètre  ( N.  578.)  ; donc 
a furface  de  la  Sphère  eft  à fon  grand  cercle , comme  la  circon- 
férence du  grand  cercle  mulripliée  par  le  diamètre , eft  à la  même 
circonférence  multipliée  par  le  quart  du  diamètre , ôc  par  con- 
féquent comme  le  diamètre  eft  à fon  quart  ou  comme  4.  eft  à i. 

581.  Rem  ARSiu E.  Une  Sphère  peut  être  confiderée  comme 
'étant  conipofée  d’une  infinité  de  pyramides  dont  les  bafcs  infini- 
ment petites , font  fur  la  furface  de  la  Sphère  , ôc  dont  les  fom- 
mets  font  au  centre  de  la  Sphère , d’où  il  fuit  que  toutes  ces  py- 
ramides ayant  la  même  hauteur , c’eft-à-dire  le  rayon  de  la  Sphè- 
re , leur  fomme  fera  égale  à la  fomme  de  leurs  bafes  ou  à la  fur- 
face  de  la  Sphère  multipliée  par  le  tiers  du  rayon.  Cela  pofé,  il 
eft  facile  de  mefurer  telle  partie  que  l’on  voudra  de  la  Sphère. 
Par  exemple,  pour  mefurer  le  lecteur  MBNO  ( l'itr.  574.  ) , je 
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multiplie  la  furface  MBN  qui  eü  la  bafe  de  toutes  les  pyramides 
que  ce  fedeur  contient  par  le  tiers  du  rayon  BO  > & le  produit 
eft  la  folidité  cherchée. 

De  même,  pour  mefurer  le  fegment  fphérique  MBN,  je  me*! 
fure  le  fefleur,  & j’en  retranche  le  cône  MON. 

De  même  encore,  pour  mefurer  la  zone  fphérique  AMNCy 
j’en  retranche  le  cône  MON , & le  relie  eft  la  fomme  des  pyra- 
mides qui  auroient  leurs  fommets  en  0 , 6c  dont  les  bafes  fe> 
roient  fur  la  furface  de  la  zone  ; je  multiplie  donc  la  furfàce  de 
la  zone  par  le  tiers  du  rayon  , Ôt  j'ajoute  au  produit  le  cône 
MON,  ce  qui  me  donne  la  folidité  de  la  zone , 6c  ainfi  des  autres.' 

j8a. Proposition  CXXIII.  La Jùtface  ctun  onglet  ABCB 
( Fig.  3 7 J . ) ^ à /a  furface  de  la  Sphère  que  fa  bafe  ABC  décriroit  en 
tournant  autour  du  diamètre  AC,  comme  la  plus  grande  hauteur  EB 
de  P onglet , ejl  à la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  Sphère. 

Suppofons  que  l’onglet  foit  égal  à la  fphére , la  plus  grandç 
hauteur  EB  fera  donc  égale  à la  circonférence  du  grand  cercle 
( A^.  f 1 8.  ) or , la  furface  de  cet  onglet  eft  compofée  d’une  infinité 
de  droites  élevées  perpendiculairement  fur  tous  les  points  de  la 
circonférence  ABC  de  la  bafe , 6c  égales  chacune  à chacune  aux 
circonférences  que  tous  les  points  de  ABC  décriroient  en  tour- 
nant autour  de  AC,  car  partout  où  on  voudra  couper  l’onglet 
par  un  plan  HPL  paralelle  au  grand  triangle  EBO , on  aura 
HP.  PL  ::EB.  BO;  mais  E B eft  la  circonférence  du  rayon  BO; 
donc  HP  fera  auffi  la  circonférence  du  rayon  PL , 6c  ainli  des 
autres.  Or , toutes  les  circonférences  décrites  par  tous  les  points 
de  la  circonférence  CB  A qui  tourneroient  autour  de  CA  , for- 
ment la  furface  de  la  Sphère  ; donc  la  furface  de  l’onglet  eft  égale 
à celle  de  la  Sphère. 

Que  fi  l’onglet  eft  moindre  ou  plus  grand  que  la  Sphère , la 
plus  grande  hauteur  EB  fera  auffi  moindre  ou  plus  grande  que  la 
circonférence  du  grand  cercle,  6c  par  conféquent  HP  fera  auffi 
moindre  ou  plus  grande  que  la  circonférence  du  rayon  PL , 6c 
ainfi  des  autres  ; d’où  il  fuit  que  la  furface  de  l’onglet  fera  moin-' 
dre  ou  plus  grande  que  la  furface  de  la  Sphère  , félon  que  EB 
fera  moindre  ou  plus  grande  que  la  circonférence  du  grand  cer- 
cle , 6c  que  par  conféquent  la  furface  de  l’onglet  fera  à celle  de 
la  Sphère , comme  la  hauteur  EB  eft  à la  circonférence  du  grand 
cercle. 

ySj.  Corollaire  I*^  Si  ton  coupe  un  onglet  de  la  première  efpece 
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far  an  plan  HPL  paralelle  à fin  grand  triangle , la  furface  de  la  por- 
tion HPLC  coupée  par  ce  plan  efi  à la  furface  ^ fa  btfe  PCL  décri- 
Toit  en  tournant  autour  du  diamètre,  comme  la  hauteur  £B  de  f onglet 
tji  à la  circonférence  du  grand  cercle.  C’eil  une  fuite  évidente  de 
cette  Propofition. 

y 84.  Corollaire  II.  La  furface  d’un  or^let  de  la  première  ejpeet 
'ABCD  ejl  égale  à un  reélangle  qui  aurait  pour  bafe  le  diamètre  AC  ^ 
^ pour  hauteur  une  droite  égalé  à la  plut  grande  hauteur  £B  df 
f onglet. 

Si  l’onglet  e(l  égal  à la  Sphère , (à  furface  efi  aulli  égale  à celle 
de  la  Sphère  ; or , la  furface  de  la  Sphère  e(l  ^gale  à celle  du  cy> 
lindrc  circonfcrit  > & celle-ci  eil  égale  à la  circonférence  du 
grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre  CA>  û l’on  prend  donc 
une  ligne  droite  CT  égale  à la  circonférence  du  grand  cercle 
ou  égale  à la  hauteur  EÎB  de  l’onglet,  le  reôangle  âit  fous  CT , 
& le  diamètre  AC  fera  égal  à la  furface  du  cylindre  ou  de  la 
Sphère  ou  de  l’onglet. 

Que  fi  l’onglet  efl  moindre  ou  plus  grand  que  la  Sphère , fa 
forfecc  fera  à celle  de  la  Sphère  ou  au  reélangle  AT  comme  la 
hauteur  £B  ed  à la  circonférence  du  grand  cercle  ou  à la  droite 
CT  ; prenant  donc  une  ligne  moindre  ou  plus  grande  que  CT  , 
de  faifant  avec  cette  ligne  & avec  le  diamètre  AC  un  reâangle 
AX  , ce  reâangle  fera  égal  à la  furface  de  l’onglet , puifque  le 
reôangle  AX  fera  au  reâangle  AT,  comme  la  hauteur  B£  efl  à 
la  circonférence  du  grand  cercle  égale  à AT. 

y8y.  Corollaire  111.  La  furface  des  onglets  de  la  fécondé 
efpece  fe  trouvera  aifément , en  obfervant  ce  que  nous  avons  dit 
touchant  leur  folidité. 

Par  exemple,  pour  trouver  la  furface  de  l’onglet  ADCB  de  la 
fécondé  efpece  (fig.  544.)  qui  fait  partie  de  l’onglet  SXTB  de 
la  première  efpéce.  Je  vois  qu’il  faut  retrancher  de  la  furface 
de  l’onglet  SXTB.  1°.  La  furface  de  l’efpéce  de  prifme  triangu- 
laire QSACZT.  2°.  La  furface  de  la  portion  cylindrique 
QXZCAD  ; or,  en  fuppofant  que  l’onglet  foit  égal  à la  Sphère 
que  fa  bafe  décriroit , fa  furface  fera  égale  à la  mrface  de  cette 
Sphère , 6l  la  furface  de  l’efpece  de  prifme  QSACZT  eft  égale 
à la  furface  des  deux  fegmens  fphériques  QSz , ZT^  t enfin,  la 
furface  de  la  portion  cylindrique  QXZCAD  eft  égale  à la  cir- 
conférence QXZ  multipliée  par  la  hauteur  XD.  Or , tout  cela 
eft  facile  à connoitre  ; donc  il  cft  facile  auf&  de  connoître  la  fur- 
£ice  de  l’onglet  DACB. 
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Que  fi  l’onglet  SXTB  n’eft  pas  égal  à la  Sphère , fa  furface 
lèra  toujours  à celle  1^  Sphère  comme  la  hauteur  BX  à la  cir- 
conférence du  grand  cercle , & la  furface  de  l’efpèce  de  prifme 
QSACTZ  fera  à la  furface  de  deux  fegmens  fphèriques  QSz, 
ZT^ , aufii  comme  la  hauteur  BX  à la  circonférence  du  graad 
cercle;  ainfi  la  furfiice  de  l’onglet  ADCB  fera  facile  à con-- 
noître. 

Il  eft  aifé  de  connoître  aufii  la  furface  de  l’onglet  ADCB 
(F/>.  J4J.)  dont  la  bafe  eft  plus  grande  qu’un  demi-cercle,  en 
obUrvant  ce  qui  s^été  dit  touchant  fa  folidité. 

$S6.  Remarque.  C’eft  aufii  en  faifant  attention  à ce  qui  a été 
dit  touchant  la  folidité  des  anneaux  ouverts  ou  fermés  , qu’on 
trouvera  i°.  que  la  furface  d’un  anneau  fermé  ( Fig.  348.  ) fait  pat 
la  circonvolution  d’un  cercle  ABCD  qui  tourne  autour  d’une 
tangente  immobile  HP  eft  égale  à la  furface  d’un  cylindre  AMTC 
( Fig.  3 yo.  ) qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  générateur  de  l’anneau, 
& pour  hauteur  DS  la  circonférence  de  ce  cercle.  2°.  Que  la 
furface  de  la  partie  extérieure  de  l’anneau  fermé  eft  égale  à la  fur- 
face  du  demi-cylindre  DABMNS  (F/g.  3^0.),  plus  la  furface  de 
l’onglet  SMNR  égale  à la  furface  de  la  Sphère  qui  auroit  pour 
grand  cercle  le  cercle  générateur.  3°.  Que  la  furface  de  la  partie 
intérieure  du  même  anneau  eft  égale  à la  furface  du  demi-cylin- 
dre DCBNTS,  moins  la  furface  de  l’onglet  NTSC  égal  à l’on- 
glet SMNR.  4°.  Enfin,  que  la  furface  du  vuide  BRCSD  (F/g.  348.) 
eft  la  même  que  celle  de  la  partie  intérieure  de  l’anneau,  & que 
par  conféquent  la  moitié  de  cette  furface  eft  égale  à la  furface 
du  cône  DCS  qui  a pour  côte  le  quart  de  circonférence  DC  du 
cercle  générateur. 

On  trouvera  de  même  i®.  que  la  furface  d’un  anneau  ouvert 
(F/g.  3 y 2.  ) fait  par  la  circonvolution  d’un  cercle  ABCD  qui  tour- 
ne autour  d’une  ligne  extérieure  immobile  HP  eft  égale  à la  fur- 
fâce  d’un  cylindre  ACEM  [Fig.  îî4-)qu*  s pour  bafe  le  cercle 
générateur,  & pour  hauteur  la  droite  XQ  égale  à la  circonfé- 
rence que  le  centre  X du  cercle  générateur  décrit  autour  de  HP. 
2°.  Que  la  furface  de  la  partie  extérieure  du  même  anneau  eft 
égale  à la  furface  du  demi-cylindre  D ABNS , plus  la  furface  d’un 
onglet  SMNR  égal  à une  Sphère  oui  auroit  pour  grand  cercle 
le  cercle  générateur.  3°.  Que  la  furface  de  la  partie  intérieure  eft 
égale  à la  furface  du  demi-cylindre  DCBNES  , moins  la  furface 
de  l’onglet  NESL  égal  à l’onglet  SMNR.  4°.  Enfin,  que  la  fur- 

*face 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  4n 
facé  du  vuide  BCDSQR  ( Fig.  3 ja.  ) eft  égale  à la  furface  de  la 
partie  intérieure  de  l’anneau,  & que  par  conféquent  la  moitié  de 
cette  furface  eft  égale  à celle  d’un  cône  tronqué  CDSQ  qui  au- 
roit  pour  arête  le  quart  CD  de  la  circonférence  du  cercle  géné- 
rateur. 

387.  Problème.  Trouver  la  furface  d'une  pyramide  ABCDE 
( î y * • ) arêtes  font  des  quarts  de  cercles  convexes  du  coté 

de  taxe, 

’ Je  circonfcris  autour  de  la  bafe  une  circonférence  de  cercle 
ABCD,  6c  je  conçois  un  cône  qui  ait  ce  cercle  pour  bafe  , ôc 
pour  côté  l’arête  A£  ; la  furface  de  ce  cône  ne  lera  autre  cho- 
ie que  la  fomme  des  circonférences  que  tous  les  points  du  quart 
de  cercle  AE  , décriroient  en  tournant  autour  de  l’axe  EO  , 6c 
la  furface  de  la  pyramide  n’eft  aufli  autre  chofe  qu’une  fomme  de 
circuits , tels  que  FFHL  femblables  au  circuit  de  la  bafe  ABCD, 
6c  qui  ieroient  infcrits  femblablement  dans  les  circonférences 
correfpondantes , ainfi  chaque  circuit  FGHL  eft  à la  circonfé- 
rence correfpondante  comme  le  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la 
pyramide  eft  à la  circonférence  ABCD  de  la  bafe  du  cône.  Donc 
je  dois  dire:  comme  la  circonférence  ABCD  de  la  bafe  du  cône, 
eft  au  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la  pyramide  ; ainfi  la  fomme 
des  circonférences  qui  compofent  la  furface,  c’eft-à-dire  la  fur- 
face  du  cône  eft  à la  fomme  des  circuits  qui  compofent  la  fur- 
face  de  la  pyramide  ou  à la  furface  de  la  pyramide.  Or , la  cir- 
conférence ABCD,  ôc  le  circuit  ABCD  font  connus,  6c  la  furface 
du  cône  eft  connue  par  la  Remarque  précédente  ; donc  on  con-, 
noîtra  aifément  la  furface  de  la  pyramide. 

y 8 8.  Remarque.  On  connoitra  de  la  même  façon  la  furface 
de  la  pyramide  tronquée  {Ftg.  3 y y.  ) dont  les  arêtes  FA , QB , ôcc. 
font  des  quarts  de  cercle  convexes  vers  l’axe. 

Quant  à la'  calotte  {Fig.  3ytf. ),  laquelle  peut  être  regardée 
comme  une  pyramide  dont  les  arêtes  EA,  EB  font  des  quarts  de 
cercles  concaves  vers  l’axe,  il  eft  vifible  qu’en  faifant  tourner  le 
quart  de  cercle  EOA  autour  de  EO  , il  décriroit  une  demi- 
Sphére , dans  laquelle  la  calotte  feroit  inferite.  Or , la  furface  de 
cette  demi-Sphére  ne  feroit  autre  chofe  que  la  fomme  des  cir- 
conférences que  tous  les  points  de  EA  décriroient  autour  de  EO, 
6c  la  furface  de  la  calotte  ne  feroit  aufti  autre  chofe  qu’une  fom- 
me de  circuits , tels  que  LFGH  femblables  au  circuit  ABCD  de 
la  bafe , 6c  feivblablement  infcrits  dans  les  circonférences  corref- 
Tome  1,  M m m 


Digitized  by  Google 


4^8  ' E L E M E N S 

fiondantes.  Donc  on  dira  comme  la  circonférence  de  labafe  de 
a demi-Sphére  eft  au  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la  calotte; 
ainfi  la  furface  de  la  demi-Sphére  eft  à un  quatrième  terme  qui 
fera  la  furface  de  la  calotte. 

De  quelques  ufages  du  Compas  de  Proportion  nécejfaire  pour 
l’intelligence  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  cours  de  ce  Livre. 

y 8p.  Tout  le  monde  ftjait  que  le  Compas  de  proportion  eft 
compofé  de  deux  lames  de  cuivre  ou  d’argent  qui  tournent  au 
tour  d’une  charnière  qui  eft  à leur  extrémité,  & que  du  centre  de 
cette  charnière  on  a mené  de  part  & d’autre  des  lignes  fur  les 
deux  lames  qui  ont  diAFérents  noms.  Je  n’entreprens  pas  d’expli- 
quer ici  tous  les  ufages  de  ces  différentes  lignes;  cela  a été  fait  par 
M'.  Ozanam  dans  un  petit  Traité  intitulé.  Ufage  du  Compas  de 
proportion , qui  fe  vend  a Paris  chez  Jombert  Libraire.  Ainfi  je  me 
contenterai  de  parler  de  la  maniéré  de  trouver  deux  moyen- 
nes proportionnelles  entre  deux  lignes  données , & de  la  fa^on 
d’inferire  dans  un  cercle  , un  polygone  qui  n’excéde  pas  douze 
côtés. 

La  ligne  des  parties  égales  eft  ainfi  nommée , parce  qu’elle  eft 
divifée  en  un  certain  nombre  de  petites  parties  toutes  égaies , ôc 
par  conféquent  elle  peut  fervir  d’Echelle. 

La  ligne  des  folides  a été  formée  de  cette  forte.  On  a fait  6^ 
folides  femblables , ou  54  cubes  qui  étoient  entr’eux  comme  les 
nombres  naturels  i.  2.  5.  4.  j.  &c.  jufqu’à  64,  6c  l’on  a porté 
les  côtés  de  ces  cubes  fur  la  ligne  des  folides  de  part  ôc  d’autre  , 
en  commençant  toujours  depuis  le  centre  de  la  charnière  ; de 
forte , par  exemple , qu’en  prenant  la  longueur  depuis  le  centre 
de  la  charnière  jufqu’au  nombre  1 y , ôc  la  longueur  depuis  le 
charnière  jufqu’au  nombre  marqué  20  ; ces  deux  longueurs  ex- 
priment les  côtés  de  deux  folides  femblables , ou  de  deux  cubes 
qui  feroient  entr’eux  comme  i y à 20.  • 

La  ligne  des  polygones  a été  formée  ainfi.  On  a décrit  un  cer- 
cle dans  lequel  on  a inferit  les  polygones  réguliers  depuis  le  trian- 
gle jufqu’au  dodécagone , ôc  Ion  a porté  les  côtés  de  ces  poly- 
gones fur  la  ligne  des  polygones , à commencer  roujours  depuis 
le  centre  de  la  charnière  ; de  façon  que  la  longueur,  prife , pac 
exemple  depuis  le  centre  jufqu’au  nombre  marqué  y , ôc  la  lon- 
gueur prife  depuis  le  centre  jufqu’au  nombre  marqué  7 , exprin 
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ment  les  côtés  du  pentagone  & de  l’eptagone  infcrits  dans  le 
même  cercle  : cela  pofé. 

jpo.  Problème.  Trouver  deux  moyenttes  proportionnelles  entre 
deux  lignes  droites  données  a,  b ( Fig.  375.  ). 

Je  prens  avec  le  compas  ordinaire  la  grandeur  de  la  ligne  a, 
& je  la  porte  fur  l’une  des  lignes  des  parties  égales,  mettant  l’une 
des  pointes  fur  le  centre  de  la  charnière , ôc  lailTant  tomber  l’au- 
tre fur  cette  ligne , pour  fçavoir  combien  la  ligne  a contient  de 
panies  égales.  Je  fais  la  même  chofe  à l’égard  de  la  ligne  b \ Sc 
trouvant,  parexmple  que  la  ligne  a contient  30  parties  égales  ÔC 
que  la  ligne  b en  contient  1 7 ; ces  deux  lignes  font  donc  entr’elles 
comme3  o eft  à 1 7.  Je  prens  encore  la  grandeur  de  la  ligne  a avec  le 
compas  ordinaire,  ôc  j’ouvre  le  Compas  de  proportion  repréfenté 
ici  par  l’angle  BAC,  jufqu’à  ce  que  l’une  des  pointes  du  Compas 
ordinaire  étant  mife  fur  l’un  des  points  30  de  fa  ligne  des  foiides , 
l’autre  pointe  tombe  fur  l’autre  point  30  ; cela  fait,&  Je  Compas  de 
proportion  reliant  ainli  ouvert , je  prens  la  dillance  des  points  1 7, 
17  de  la  ligne  des  foiides,  & cette  diftance  eft  la  première  des 
deux  moyennes  proportionnelles  m,  n cherchées.  Or,  celle-ci 
étant  trouvée , il  n’y  a plus  qu’à  prendre  une  moyenne  propor- 
tionnelle n , entre  m b,  pour  avoir  la  fécondé. 

On  comprendra  la  raifon  de  ceci , fi  l’on  fait  attention  que  les 
quatre  lignes  a,  m,  n,  b étant  en  proportion  continue,  on  doit 
avoir  ai , mi  ::  a.  b ::  30.  17;  ainfi  les  lignes  a,  m doivent  être 
entr’elles  comme  les  côtés  de  deux  cubes  ou  de  deux  foiides  fem- 
blables  qui  feroient  entr’eux  comme  30  ôc  à 17,  Or,  les  lignes 
a,  m font  égales  par  la  conftruâion,  aux  diftances  30,  30,  ôc  17* 
17,  ôcà  caufe  des  triangles  femblables  30A30,  ÔC17A17, 
nous  avons  30,30.  17,17  ::  30, A.  17, A;  donc  a.  m ::  30, A; 
i7,A,  mais  30,  A.  ôci7,A  font  les  côtés  de  deux  foiides  femblables 
ou  de  deux  cubes  qui  font  entr’eux  comme  30  a 17  ; donc  les  cu- 
bes de  Æ,  m font  aulfi  comme  30  eft  à 17  , ôc  par  conféquent  m 
eft  la  première  des  deux  moyennes  proponionnelles  cherchées. 

5PI.  PROBLEME.  Un  cercle  A^ct)  étant  donné  (Tig.i'n.),  trou- 
ver le  cêté  d’un  polygone  régulier  qtéon  veut  lui  infer  ire. 

Je  prens  avec  le  compas  ordinaire  la  grandeur  OH  du  rayon  du 
cercle  donné:  j’ouvre  le  compas  de  proportion , jufqu’à  ce  que  la 

f)ointe  du  compas  ordinaire  étant  mife  fur  l’un  des  points  6 de  la 
igné  des  polygones , l’autre  pointe  tombe  for  l’autre  point  6 ; cela 
&it , ôc  le  compas  de  proportion  reliant  ainli  ouvert , fi  l’on  de- 
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mande  le  côté  du  pentagone  qu’il  faut  infcrire  dans  le  cercle  don- 
né, je  prens  avec  le  compas  ordinaire  la  dillance  ; , 5 des  points 
J , J de  la  ligne  des  polygones , & cette  diftance  eft  le  côté  de- 
mandé AB,  car,  parla  conftru£Uon,  le  rayon  OH  fie  la  ligne 
AB  font  entr’eux  comme  les  dillances  6,  5 fie  y,  y ; or,  à caufe 
des  triangles  femblables  fiRtf,  yRy,  on  afi,5.  y.y  ::  dR.  yR, 
donc  OH.  AB  ::  fiR.  yR,  c’eft-à-dire  le  rayon  OH  du  cercle 
donné  eft  à la  corde  AB,  comme  le  côté  5R  del’exagonc  inf- 
crit  dans  le  cercle  qui  a fervi  à la  divifion  de  la  ligne  des  polygo- 
nes , eft  au  côté  y R du  pentagone  inferit  dans  le  même  cercle  ; 
mais  le  côté  fiR  de  l’exagone  eft  égal  au  rayon  du  cercle  dans 
lequel  l’exagone  eft  inferit  ; donc  nous  avons  le  rayon  OH  du 
cercle  donné,  eft  à fa  corde  AB,  comme  le  rayon  du  cercle  qui 
a fervi  pour  la  conftruêUon  de  la  ligne  des  polygones  eft  à la  cor- 
de R y de  ce  cercle;  mais  la  corde  Ry  eft  le  côté  du  pentagone 
inferit  dans  le  cercle  qui  a fervi  à conftruire  la  ligne  des  polygo- 
ne ; donc  le  côté  AB  doit  être  le  côté  du  penragone  inferit  dans 
le  cercle  donné. 

ypa.  Remarque.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  Chapitre 
touchant  les  folides  fit  leur  furfaces  fait  affez  entrevoir  que  nous 
aurions  encore  beaucoup  de  chofe  à dire  fur  cette  matière;  mais 
comme  les  méthodes  parriculieres  dont  il  faudroir  fe  fervir,  fe- 
roient  trop  longues  fit  embaraffantes  ; je  renvoyé  ce  fu jet  au  Li- 
vre fuivant  ou  je  donnerai  des  méthodes  générales  fie  faciles  pour 
trouver  la  folidité  fie  la  futfacc  d’une  infinité  de  folides. 


CHAPITREXII- 

Dit  TofJ^  de  la  Maçonnerie  , ^ du  Toifé  des  bois. 

5^5’T  -A-  mefure  dont  on  fc  fert  pour  mefurer  les  longueurs  ,. 

I > eft  une  longueur  nommée  Toife  ou  Toife  courante , que 
l’on  divife  en  fix  parties  égales  nommées  Pieds-,  chaque  pied 
fe  divife  en  la  parties  égdes  nommées  Pouces  ; chaque  pou- 
ce contient  1 2 parties  égales  nommées  Lignes , fit  chaque  ligne 
fe  divife  encore  en  12  parties  égales  nommées  qui  font  ‘ 

des  grandeurs  extrêmement  petites  qu’on  néglige  ordinairement 
dans  la  pratique.  Ainfi  la  toife  courante , contenant  6 pieds , fit. 


I 
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chaque  pied  1 2 pouces  i il  ell  clair  que  chaque  toife  courante 
contient  6 fois  1 2 ou  72  pouces  ; de  même  chaque  pouce  contient 
12  lignes;  la  toife  courante  doit  contenir  72  fois  12  ou  lign. 

JP4.  La  toife  quarrée  eft  un  quarré  ABCD  (F/>.  378.)  dont 
la  bafe  AB  & la  hauteur  AD  valent  chacun  une  toile.  Or,  com- 
me chaque  côté  contient  6 pieds;  il  eflvilible  qu’en  multipliant 
l’un  par  l’autre,  le  produit  35  marque  que  la  toife  quarrée  con- 
tient 3 6 pieds  quarrés  ou  3 5 petits  quarrés  qui  ont  un  pied  de 
bafe  & un  pied  de  hauteur,  comme  la  figure  le  lait  voir;  de  même 
chaque  pied  quarré  ayant  12  pouces  de  bafe  & 12  de  hauteur, 
contient  12  fois  12  ou  144  pouces  quarrés;  ôc  par  conféquent 
la  toife  quarrée  doit  contenir  3 5 fois  144.  ou  y 184  pouces  quarrés; 
enfin  chaque  pouce  quarré  ayant  1 2 lignes  de  baie  ôc  1 2 de  hau- 
teur, contient  12  fois  12  ou  144  lignes  quarrées  ; d’où  il  fuit 
que  la  toife  quarrée  contient  y 184  fois  144  ou  74Ô4pd  ligne» 
quarrées. 

La  toife  quarrée  fert  pour  mefurer  les  furfaces;  car,  fi  une  fur- 
face  a 3 toiles  de  longueur  ôc  2 toifes  de  largeur,  multipliant  l’un 
par  l’autre , on  aura  6 toifes  quarrées  ; c’eft-à-dire  que  cette  fur- 
race  contiendra  fix  fois  un  quarré  dont  la  bafe  ôc  la  hauteur  font 
chacune  une  toife  courante.  • 

ypy.La  toife  cube  eft  un  cube  AB  (feyyp.)  dont  les  dimenfions 
AC , AD  de  la  bafe  ôc  la  hauteur  AE,  valent  chacune  une  toife 
courante.  Or,  la  bafe  de  ce  cube  étant  une  toife  quarrée,  con- 
tient 3 ($  pieds  quarrés , lefquels  étant  multipliés  par  la  hauteur  AE 
qui  vaut  6 pied , donnent  216  pieds  cubes  pour  la  valeur  de  la 
toife  cubique  ; ainfi  la  toife  cubique  contient  2 1 6 petits  cubes  tels 
qu’on  les  voit  dans  la  figure , ôc  dont  les  trois  dimenfions  ont 
chacune  un  pied  de  longueur;  de  même  les  deux  dimenfions  de 
la  bafe  de  chaque  pieds,  étant  chacune  de  12  pouces,  leur  pro- 
duit donne  144 pouces  quarrés  de  bafe,  lefquels  étant  multipliés 
par  la  hauteur,  1 pied  ou  12  pouces  donnent  1728  pouces  cubiques 
pour  la  valeur  du  pied  cube  ; d’où  il  fuit  que  la  toife  cube  con- 
tient 2I5  fois  1728  ou  373248  pouces  cubiques.  Enfin  les  di- 
menfions  de  la  bafe  d’un  pouce  cubique , étant  chacune  de  1 2 
lignes  de  longueur,  leur  produit  leur  donne  1 44  lignes  quarrées, 
lefqueiles  , multiplié  par  la  hauteur  12  lignes,  donnent  1728 
lignes  cubiques  pour  la  valeur  d’un  pouce  cubique  ; d’où  il  fuit 
que  la  toife  cubique  contient  373248  fois  1728  005445172344. 
lignes. 
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La  toife  cube  fert  à mefurer  les  folides  ; car  fi  les  deux  dimen> 
fions  de  labafe  d’un  folide  font  4,  3 , ôc  la  hauteur  du  folide  fi 
la  bafe  fera  4 fois  3 ou  1 2 toifes  quarrées  lefquelles  multipliées 
par  les  f toifes  de  la  hauteur  donneront  60  toifes  cubes. 

jptf.  La  divifion  de  la  toife  quarrée  en  pieds  pouces  & lignes 
quarrées , étant  trop  embaraffante  pour  le  calcul , de  même  que 
la  divifion  de  la  toife  cube  en  pieds,  pouces  ôc  lignes  cubiques, 
on  a trouvé  le  moyen  de  faire  que  les  divifions  de  ces  deux  for- 
tes de  toifes  fuflfentlcs  mêmes  que  celles  de  la  toife  courante  qui 
i&cilitent  davantage  le  Calcul.  Et  voici  comme  on  a fait. 

597.  Soit  la  toife  quarrée  AC , (Fig.  380.)  je  divife  le  côté  AB 
en  fix  parties  égales  qui  valent  par  conféquent  chacune  un  pied  , 
ôc  des  points  de  divifion  , je  mene  des  paralelles  à l’autre  côté 
BCi  ce  qui  divife  la  toife  en  fix  reâangles  égaux  qu’on  nomme 
fiedi  de  toife  quarrée  , par  ce  qu’ils  ont  chacun  un  pied  de  hauteur 
ôc  une  toife  ae  bafe.  Je  divife  de  même  la  hauteur  de  chaque 
pied  de  toife  quarrée  en  1 2 parties  égales , à caufe  que  chaque 
pied  contient  12  pouces,  ôc  des  points  de  divifion,  menant  des 
paralelles  à la  bafe , chaque  pied  de  toife  quarrée  (e  trouve  divi- 
fé  en  12  (\aonriommz  pouces  de  toifes  quarrée  y parce 

qu’ils  ont  un  pouce  de  hauteur  ôc  une  toife  de  bafe  ; enfin,  divilant 
la  hauteur  de  chaque  pouce  de  toife  quarrée  en  1 2 parties  égales,ôc 
menant  des  points  de  divifion  des  paralelles  à la  balei  chaque  pouce 
de  toife  quarrée  fe  trouve  divifé  en  1 2 petits  reûangles  qui  ont 
une  ligne  de  hauteur , ôc  une  toife  de  bafe , ôc  qui  à caufe  de  cela  , 
ioM  nomraés  lignes  de  toife  quarrée.  De  &çon  que  la  toife  quarrée 
contient  6 pie^  de  toiles  quarrée,  ou  72  pouces  de  toife  quar- 
rée, ou  enfin  854  lignes  de  toife  quarrée  ; ôc  cette  maniéré  de 
divifet  la'  toife  quarrée  convient  très  bien  non-feulement  au  Cal- 
cul , mais  encore  à la  nature  des  chofes  : car  il  efi  vifible  que  lorf- 
qu’on  multiplie , par  exemple , unç  toife  par  un  pied , le  produit 
n’eft  ni  un  pied  ni  une  toile,  mais  une  toile  de  bafe  ôc  un  pied  de 
hauteur;  ôc  ainfi  des  autres. 

yp8.  Soit  de  même,  la  toife  cubique  BE,  ( Fig.  381.)  je  divife 
fa  hauteur  AB  en  6 parties  égales , ôc  par  les  points  de  divifion , 
je  fais  pafifer  des  plans  paralelles  à la  bafe  ; ce  qui  divife  la  toife 
cubique  en  6 paralellepipedes  égaux,  nommés  pieds  de  toif  cu- 
bique ^ à caufe  qu’ils  ont  chacun  un  pied  de  hauteur,  ôc  une  toife 
quarrée  de  bafe.  Je  divife  de  même  la  hauteur  de  chaque  pied 
de  toife  cubique  en  douze  parties  égales,  ôc  parles  points  de 
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diviGon , fàifant  pafTer  des  plans  paralelles  à la  bafe , chaque  pied 
de  toife  cubique  fe  trouve  divilee  en  12  paralellepipedes  nom- 
més pouces  de  toifes  cubiques  , parce  qu’ils  ont  un  pouce  de  hau- 
teur & une  roife  quarree  de  bafe.  Enfin  divifant  la  hauteur  de 
chaque  pouce  de  toife  cubique  en  1 2 parties  égales  , & par  les 
points  de  divifion,  iàifant  pafler  des  plans  paralelles  à la  bafe , cha- 
que pouce  de  toife  cubique  fe  trouve  divifé  en  1 2 paralellepipedes 
égaux,  nommés  Lignes  de  toife  cubique,  à caufe  qu’ils  ont  une  ligne 
de  hauteur , & une  toife  quarrée  de  bafe , de  façon  que  la  toife 
cubique  contient  6 pieds  de  toife  cubique,  ou  72  pouces  de  toife 
cubique  ou  8^4  lignes  de  toife  cubique. 

On  va  voir  dans  les  Exemples  fuivans , de  qu’elle  maniéré  le 
calcul  fe  fert  des  divifions  dont  nous  venons  de  parler. 

jpp.  Exemple.  Un  Mur  a 23  toifes  3 pieds  6 pouces  6 lignes 
de  longueur  , & 2 toifes , 3 pieds , 6 pouces , p lignes  de  hauteur,  com- 
biert  contient-il  de  toifes  quarrées  I 
J’écris  le  nombre  a 
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6 1 toif.  I 

pied  1 pouce  y lign. 

multiplier,  ôc  le  multipli—  a3toif.  3 pieds  tfpouc.  6 lign. 
cateur  à lafaçonordinai-  23  6 p 

’re , les  toifes  fous  les  toi- 
fes , les  pieds  fous  les 
pieds , &c.  6c  comme  le 
nombre  2 des  toifes  du 
multiplicateur , n’a  qu’un 
caraâére  ; je  multiplie 
les  toifes , pieds , pouces 
& lignes  du  nombre  à multiplier  par  2 , en  difant  ; 2 fois  S lignes 
font  1 2 lignes  de  toife  quarrée  , ou  un  pouce.  J’écris  zéro  fous 
les  lignes , ôc  je  retiens  i ; 2 fois  pouces  font  12  6c  i de  rete- 
nu font  1 3 , ou  I pied  de  toife  quarrée  6c  un  pouce  ; j’écris  un 
pouce , ôc  je  retiens  1 ; 2 fois  3 pieds  font  5 ôc  i de  retenu  , 
font  7 ou  une  toife  quarrée  , ôc  1 pied  que  j’écris  en  retenant  une 
toife , ôc  achevant  le  relie  à l’ordinaire , j’ai  47  toifes  i pied  1 
pouce  o lignes  pour  le  produit  de  2 toifes. 

Pour  mukiplier  par  3 pieds.  Je  dis  : G j’avois  à multiplier  par 
une  toife , le  produit  feroit  2 3 toifes  quarrées  3 pieds , 6 pouces 
6 lignes  de  toife  quarrée  ; donc  3 pieds  qui  ne  font  que  la  moi- 
tié d’une  toife  ne  doivent  donner  que  la  moitié  de  ce  produit , 
ôc  cette  moitié  ell  1 1 toifes  , 4 pieds,  9 pouces , 3 lignes. 

Six  pouces  font  le  Gxiéme  de  3 pieds  ou  3 5 pouces  ; ot , trois 
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pieds  ont  produit  1 1 toifes , 4 pieds  , p pouces , j lignes  ; dons 
6 pouces  ne  doivent  donner  que  le  fixiéme  de  ce  produit , & ce 
fméme  eft  1 toife , y pieds , 9 pouces , 6 lignes 

Enfin , p lignes  font  le  huitième  de  6 pouces  ou  de  72  lignes; 
donc  P lignes  ne  doivent  produire  que  la  huitième  partie  du  pro- 
duit que  6 pouces  ont  donné  ; ainfi  prenant  la  huitième  cfe  i 
toife , y pieds , p pouces , 6 lignes  | » j’ai  i pieds  , y pouces , 8 
lignes  ... 

J’ajoute  enfenible  tous  les  produits  que  je  viens  de  trouver  ; 
& le  produit  total  61  toifes  i pied,  1 pouce,  y lignes  eftla 
furface  du  mur  propofè. 

5oo.  II'.  Exemple.  Trouver  le  contenu  d'une  furface  plane  qui  a 
34  toifes  2 pieds pouces,  8 lignes  de  largeur,  & 2^  toifes  ^ pieds 
6 pouces , 8 lignes  de  hauteur. 

Je  néglige  les  2 pieds  p pouces , 8 lignes  de  la  largeur  à caufe 
qu’il  feroit  trop  embartalfant  de  les  multiplier  par  les  23  toifes  de 
la  hauteur.  Multi- 
pliant donc  34  par 
23,  j’ai  les  deux  pro- 
duits 102  & 68  ran- 
gés comme  on  voit 
ici. 

Quatre  pieds  font 
les  deux  tiers  d’une 
toife.  Or , fi  je  mul- 
tipliois  34  par  une 
toife  , le  produit  fe- 
roit 34;  donc  en  mul- 
tipliant par  4 pieds, 
le  produit  doit  être 
les  deux  tiers  de  34  ; 
mais  le  tiers  de  34 
efi  1 1 toifes  2 pieds , 
c’efi  pourquoi  j’écris  deux  fois  ce  produit  1 1 toifes  2 pieds. 

Six  pouces  font  le  quart  de  2 pieds  ou  de  24  pouces,  prenant 
donc  le  quart  de  ce  que  deux  pieds  m’ont  rendu , c’eil-à-dire  de 
1 1 toifes  2 pieds  j’ai  2 toiles  y pieds. 

Huit  lignes  font  la  neuvième  partie  de  6 pouces  ou  de  72 
lignes  ; ainfi  prenant  le  neuvième  de  ce  que  m’ont  produit  6 pou- 
ces , c’eft-à-dire  de  2 toifes  y pieds  > j’ai  o toifes  i pied  i o pou- 
ces 8 lignes.  Je 
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Je  reviens  maintenant  aux  2 pieds  p pouces , 8 lignes  que 
; ’avois  d’abord  négligé  ; & je  dis , fi  j’avois  à multiplier  i toife  par 
2j  toifcs  4 pieds,  6 pouces,  8 lignes,  le  produit  l'eroit  25  toifes 
4 pieds  6 pouces  8 lignes  ; mais  je  n’ai  à multiplier  que  par  2 
pieds,  qui  efi  le  tiers  d’une  toife;  donc  je  ne  dois  avoir  que  le 
tiers  de  ce  produit,  & ce  tiers  efi  7 toifes  y pieds  5 pou|||^  3 
lignes  *. 

Neuf  pouces  ne  font  pas  exaûement  contenus  dans  deux  pieds  ; 
c’efi  pourquoi , je  partage  p en  2 parties  (S  fie  3 , dont  l’une  6 efi: 
le  quart  de  deux  pieds  ou  24  pouces , ôc  l’autre  j efi  la  moitié 
de  6.  Or,  puifque  6 pouces  efi  le  quart  de  2 pieds;  prenant  le 
quart  de  ce  que  2 pieds  ont  produit,  c’efi-à-dire  de  7 toifes  y 

f>ieds,  6 pouces,  2 lignes  f,  j’ai  1 toife  y pieds,  10  pouces  6 
ignés  y. 

Pour  3 pouces , je  prens  la  moitié  de  ce  dernier  produit , ce 
qui  donne  y pieds  1 1 pouces  3 lignes  ÿ. 

Huit  lignes  n’étant  pas  exaâement  contenues  dans  3 pouces 
ou  3$  lignes , je  partage  8 en  deux  parties  6 & 2 , dont  la  pr&> 
miere  6 efi  le  fixiéme  de  3 pouces,  ôc  l’autre  2 efi  le  tiers  de  6. 
Ainfi  prenant  le  fixiéme  de  ce  que  3 pouces  ont  produit , j’ai  1 1 
pouces  1 0 lignes  f , ôc  prenant  le  tiers  de  ce  dernier  produit , j’ai 
5 pieds  1 1 lignes  î J. 

Enfin , ajoutant  tous  les  produits  enfemble  , le  produit  total 
8 1 8 toifes  y pieds  5 pouces , 6 lignes  efi  le  contenu  de  la  fur- 
face  propofée. 

601.  Pour  faciliter  le  calcul , il  efi  quelquefois  nécelfaire  de 
faire  des  faulTcs  fuppofitions  , ainfi  qu’on  va  voir  dans  l’Exemple 
fuivanr. 

602.  III*. Exemple.  Trouver  la  valeur  d'une  furface  qui  a 32 
toifes  de  largeur,  & 2 'toifes , p pouces  de  hauteur. 

Je  multiplie  d’abord  32  par  2y  , 
ce  qui  donne  les  deux  produits  160  ^2  toifes 

ôc  Ô4,  difpofés  comme  on  les  voit  2 y toifes  o pieds  p pouces 


ÏCI. 

Maintenant  comme  il  feroittrop 
embarraflant  de  chercher  ce  que 
p pouces  efi  à l’égard  d’une  toife  ; 
je  fuppofe  que  j’aye  à multiplier  32 
toifes  par  un  pied  qui  efi  le  fixiéme 
d’une  toife  ; or,  fi  j’avois  à ntulti- 
Tome  I, 


1 60  toifes 
Ô4 

g X pieds 

2 4 

I 2 

804  toifes  O pieds 
Nnn 
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plier  par  une  toife,  le  produit  feroit  ja  toifes  ; donc  en  multi- 
pliant par  un  pied  , je  dois  avoir  le  fixiéme  de  3 2 , c’eft-à-dire  , 
y toiles  2 pieds  que  j’écris  , mais  que  j’effacerai  enfuite  , parce 
qu’il  n’y  a point  de  pieds  dans  le  nombre  à multiplier. 

P pouces  n’etant  pas  exaÛement  contenus  dans  un  pied  ou  12 
pou^lK , je  dtvife  p en  2 parties  5 & 3 , dont  la  première  6 e(l  la 
moitié  d’un  pied  , fie  l’autre  3 eft  la  moitié  de  6 , après  quoi  je 
prens  pour  6 pouces  la  moitié  de  f toifes  2 pieds,  ce  qui  donne 
a toifes  4 pieds,  fie  pour  3 pouces  je  prens  la  moitié  de  2 toifes 
4 pieds,  ce  qui  donne  i toile  2 pieds. 

J’efface  le  produit  y toifes  2 pieds  qui  vient  d’une  fauffe  fuppo- 
ütion  , fie  ajoutant  enfemble  les  autres  produits  , j’ai  804  toifes 
pour  la  valeur  de  la  furface  propofée. 

^03.  Remarque.  Il  eft  bon  d’obferver  que  fi  l’on  demandoit 
d’extraire  la  racine  quarrée  d’un  produit  ou  d’une  furface  plane 
compofée  de  toifes  quarrées , de  pieds , pouces  fit  lignes  de  toife 
quarrée , il  ne  fuffiroit  pas  de  réduire  tout  en  lignes  de  toife  quar- 
rîée , mais  qu’il  làudroit  outre  cela  réduire  ces  lignes  en  lignes 
quarrées  , c’eft-à-dire  , multiplier  les  lignes  de  toife  quarrée  par 
le  nombre  de  lignes  quarrées  qu’elles  contiennent. 

Soit  le  produit  6 toifes  4 pieds  , o pouces  , 6 lignes  de  toile 
quarrée  dont  on  demande  d’extraire  la  racine  quarrée.  Je  réduis 
tout  en  lignes,  ce  qui  donne  lignes  de  toife  quarrée.Or  com- 
me chacune  de  ces  lignes  eft  le  produit  d’une  toife  de  longueur 
par  une  ligne  de  hauteur , fit  qu’une  toife  contient  854  lignes , il 
s’enfuit  que  chaque  ligne  de  toife  quarrée  contient  854  lignes 
quarrées,  multipliant  donc  yy^tf  par  854  produit  eft  4P81824 
lignes  quarrées  , dont  la  racine  eft  2232  lignes  qui  font  2 toifes 
3 pieds  5 pouces  ; fie  en  effet  fi  l’on  multiplie  2 toifes  3 pieds  5 
pouces  par  2 toifes  3 pieds  pouces,  le  j^roduit  fera  5 toifes  4 
pieds  , O pouces  5 lignes  comme  il  étoit  propofé. 

La  raifon  de  ceci  eft , que  les  lignes  de  toife  quarrée  étant  com- 
pofées  de  deux  quantités  de  difiérente  efpece , c’eft-à-dire,  d’u- 
ne toife  de  longueur  fie  d’une  ligne  de  hauteur,  l’extraftion  de  leur 
racine  ne  peut  donner  ni  des  lignes  ni  des  toifes , fie  que  par  con- 
féquent  fi  l’on  veut  faire  cette  extraélion , il  faut  néceffairement 
réduire  les  lignes  de  toife  quarrées  en  lignes  quarrées,  dont  la 
hauteur  fie  la  longueur  font  de  même  efpece. 

Et  il  faut  faire  la  même  femarque  à l’égard  des  pieds  de  toife 
quarrée. 
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6o^,  IV®  Exemple.  Trouver  le  contenu  d'un  folide  qui  a 12 
toifts  J pieds  4 pouces  de  longueur , 6 toifes  2 pieds  6 pouces  de  lar-^ 
geur,  dr  toifes  4 pieds  de  hauteur. 

Je  multiplie  la  lon- 
gueur par  la  largeur, 
ce  qui  donne  80  toifes 
quarrées  3 pieds  p 
pouces  1 1 lignes  de 
coife  quarrée  âc  | de  li- 
gne. Je  multiplie  ce 
produit  par  la  hauteur 
] 3 toifes  4 pieds  , ce 
qui  donne  1 102  toifes 
cdbiques  o pieds  3 
pouces  1 1 lignes  de 
toife  cubique , ôc  ^ de 
ligne  pour  la  folidité 
demandée. 

503.  Il  faut  encore 
remarquer  ici,  que  fi 
l’on  demandoit  d’ex- 
traire la  racine  cubi- 
que d’un  produit  com- 

pofé  de  toifes  cubi-  . 

ques , de  pieds  pou-  i*02toif  o pteds  o pouc.  iilig.  j 

ces  6c  lignes  de  toife  cubique  , il  faudroitnon  feulement  tout  ré- 
duire en  lignes  de  toife  cubique,  mais  encore  multiplier  ces  li- 
gnes par  le  nombre  de  lignes  cubiques  qu’elles  contiennent  , ou 
par  746495  ; car  la  ligne  cubique  ayant  une  toife  quarrée  de  ba- 
fe , laquelle  vaut  746496  lignes  quarrées  {N.  394.  ) ôc  une  ligne 
de  hauteur  vaut  par  conféquent  746496  lignes  cubiques.  Après 
quoi , on  feroit  l’extraâion  de  la  racine  cubique  à l’ordinaire. 

Que  fi  outre  les  lignes  de  toife  cubique , il  fe  trouvoit  une 
fraéUon  de  ligne  par  exemple  -j  on  prendroit  le  fixiéme  de  74649^ 
lignes  quarrées  qui  efi  la  valeur  d’une  ligne  de  toife  cubique,  de 
on  l’ajouteroit  aux  lignes  cubiques  qu’on  auroit  trouvé  en  faifant 
la  réduftion  ; ôc  fi  en  failant  cette  addition  il  fe  trouvoit  une 
fra£Uon  de  ligne  cubique  , on  tédtûioit  tout  en  cette  fraâion  ôcc. 

N n n i j 
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Du  toijè  des  Bois  de  Charpente , de  Menuijèrie  , de 
Charronnage  &c. 

606.  Le  bols  qui  a encore  toute  fon  écorce  fe  nomme  bois  en 
grume,  celui  dont  on  a ôté  l’écorce  avec  la  hache,  ôc  qu’on  a 
équarré  en  forme  de  paralellepipede  aflTez  défedueux,  fe  nomme 
bois  de  brin , enfin  celui  qu’on  équarre  avec  la  fcie , fe  nomme 
bois  de  fciage. 

Tout  bois  équarré  avec  la  hache  ou  avec  la  fcie  étant  fait  en  fon- 
me  de  parallepipede , a pour  bafe  une  figure  de  quatre  côtés  dont 
les  deux  dimenfions  qui  font  la  largeur  ôc  la  hauteur  du  bois , fe 
nomment  dimenfions  de  t équarrijfiage , ôc  quand  ces  deux  dimen- 
fions font  inégales , le  bois  fe  nomme  mi-plat  ou  à deux  faces. 

Le  bois  en  grume , c’eft-à-dire,  le  tronc  d’un  arbre,  oufes  bran- 
ches , étant  toujours  fait  comme  une  efpece  de  colonne  qui  va  en 
diminuant , a par  conféquent  deux  baies  circulaires  , l’une  infe- 
rieure ôc  l’autre  fupérieure  , laquelle  cft  moindre  que  l’inférieure. 
C’eft  pourquoi  on  prend  ordinairement  fon  diamètre  vers  le  mi- 
lieu de  la  longueur,  pour  faire  une  jufte  compenfation.  Mais 
comme  l’écorce  eft  inutile  pour  les  ouvrages  qu’on  veut  faire  avec 
ces  forres  de  bois,  on  retranche  trois  pouces  du  diamètre  ôc  l’on 
quatre  le  relie,  ce  qui  donne  à la  vérité  un  équarriflage  plus  grand 
qu’il  ne  faur,  puifque  le  quarré  du  diamètre  efi  plus  grand  que 
fon  cercle , mais  ce  défaut  fe  trouve  compenfé  d’un  autre  côté 
par  les  trois  pouces  que  l’on  ôte  pour  l’écorce , n’y  ayant  guéres 
d’arbre  qui  en  ait  un  pouce  ôc  demi.  Après-tout,  dans  ces  fortes 
de  marchés , il  vaut  mieux  fuivre  l’ufage  établi  parmi  les  Mar- 
chands , que  de  vouloir  les  aflujettir  à une  exaéiitude  géométrique 
à laquelle  ils  n’entendroient  rien  , ôc  qui  par-là  les  mettroit  fans 
cefie  dans  la  crainte  qu’on  ne  voulût  les  tromper. 

60J.  La  mefure  dont  on  fe  fert  pour  les  bois  fe  nomme  folive. 
C eft  un  folide  AB  (Fig.  382.)  dont  la  longueur  AC  eft  d’une  toi- 
fe  ou  6 pieds',  la  largeur  AD  de  12  pouces  ou  1 pied  , ôc  la  hau- 
teur AH  de  (î  pouces  , ainfi  ce  folide  eft  de  3 piecls  cubiques,  car 
multipliant  la  longueur  5 pieds  par  la  largeur  i pied  , le  produit 
eft  fix  pieds  quarrés,  lefquels  multipliés  par  la  hauteur  6 pouces 
ou  un  demi  pied , donne  trois  pieds  cubiques. 

Si  l’on  coupe  la  hauteur  AH  en  fix  parties  égales  , ôc  que  par 
les  points  de  divifion  on  coupe  la  folive  paralellement  à fa  bafe 
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ou  dans  toute  fa  longueur,  la  folive  fe  trouvera  partagée  en  5 par- 
ties égales  qu’on  nomme  fiieds  de  folive  ; de  même  divifant  la  hau- 
teur d’un  pied  de  folive  en  12  parties  égales  , & coupant  le  pied 
dans  toute  fa  longueur  félon  ces  divifions,  le  pied  de  folive  fera 
divifé  en  1 2 parties  égales  qu’on  nomme  pouces  de  folive , enfin 
divifant  la  hauteur  d’un  pouce  de  folive  en  1 2 parties  égales  , 6c 
coupant  le  pouce  dans  toute  fa  longueur  félon  ces  divifions  , on 
aura  12  lignes  de  folive.  Les  dimenfions  de  l’équarrifiagc  dans  la 
folive , font  la  largeur  AD , ôc  la  hauteur  AH. 

doS.La  toife  cube , comme  nous  avons  dit  ci-delTus,  {N.  jpj.) 
contient  2 1 5 pieds  cubes , ôc  la  folive  en  contient  5 ; divifant  donc 
a 1 6 par  3 , le  quotient  72  fait  voir  que  la  toife  cube  contient  72 
folivesjou  quelle  eft  72  fois  plus  grande  que  la  folive.  Or  , com- 
me la  toife  cubique  contient  6 pieds  de  toife  cubique , le  pied  1 2 
pouces  de  toife  cubique , ôc  le  pouce  12  lignes  de  toife  cubique, 
de  même  que  la  folive  contient  6 pieds  de  folive , le  pied  1 2 pou- 
ces de  folive,  ôc  le  pouce  12  lignes,  il  s’enfuit  que  les  pieds, 
pouces  ôc  lignes  de  toife  cubique  font  aufii  72  fois  plus  grands 
que  les  pieds , pouces  ôc  lignes  de  folive. 

■ 609.  Après  ce  qui  vient  d’être  dit , il  eft  aifé  de  voir  que  fi  l’on 
toife  One  pièce  de  bois  à la  façon  ordinaire,  pour  avoir  fa  fblidité 
en  toiles , pieds  , pouces  , ôc  lignes  de  toife  cubique , 6c  qu’on 
multiplie  enfuite  cette  folidité  par  72,  le  produit  fera  voir  com- 
bien cette  pièce  de  bois  contient  de  folive:  en  voici  un  exemple. 

610.  Exemple.  Trouver  le  nombre  de  folives  ejuon  peut  tirer 
d'un  tronc  cP arbre  dont  la  longueur  efi  de  4 toifes  3 pieds  , & le  dia~ 
métré  pris  dans  le  milieu  de  la  longueur  e(l  de  3 pieds  9 pouces , 6 li- 
gnet’ 

Je  retranche  du  diamètre  3 pouces,  pour  la  raifon  que  j’en  ai 
apportée  ci-dclTus  ôc  j’ai:  o toifes  , 3 pieds,  6 pouces  6 lignes 
dont  je  fais  le  quarré  en  difant  : s’il  falloit  multiplier  par  une  toife  , 
le  produit  feroito  toifes  3 pieds  6 pouces  6 lignes,  donc  en  mul- 
tipliant par  3 pieds  qui  eft  la  moitié  d’une  toife  , je  dois  avoir  la 
moitié  de  ce  produit,  ôc  cette  moitié  eft  1 pied,  9 pouces  3 li- 
gnes. 

Six  pouces  font  le  fixiéme  de  trois  pieds , c’eft  pourquoi  je 
prens  le  fixiéme  de  ce  que  3 pieds  ont  produit , ôc  ce  fixiéme  eft  3 
pouces  6 lignes  ôc  7. 

Pour  6 lignes  qui  font  le  douzième  de  6 pouces  , je  prens  le 
douzième  de  ce  que  6 pouces  ont  produit,  ce  qui  donne  3 lignes 

Nnn  iij 
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& fj.  J’ajoute  tous  ces 
produits  enfcmble  & le 
produit  total  o toi.  a 
pieds  de  toife  quarrée  i 

[)ouce  1 ligne  , ôc  eft 
e quarré  du  diamètre. 

Je  multiplie  ce  quarté 
parla  longueur 4 toi fes  j 
pieds  à la  façon  ordinai- 
re, & le  produit  I toife 
cubique  j pieds  4 pou- 
ces 10  lignes  de  toife  cu- 
bique, & ’}  eftlafolidi- 
té  du  tronc. 

Pour  fçavoir  combien 
ce  produit  contient  de 
folive,  je  le  multiplie  par 
7a  , à caufe  que  la  toife 
cubique  contient  72  fo- 
lives , en  difant  une  fois 
72  fait  72  folives  ; pour 
trois  pieds  je.prens 


E M E N S 

O toifcs  5 pieds  ^ pooc.  6 lig. 
o 5 6 6 ’ 
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1 12  foliv.  ; pieds  4 pouc. 

qui  elï  la  moitié  de  72  ; pour  4 pouces  qui  font  le  neuvième  de  } 
pieds , je  prens  le  neuvième  de  j 6 qui  efl  4 ; je  partage  1 o lignes 
en  deux  parties  8 & 2 , dont  la  première  8 en  le  fixièmc  de  4 
pouces  J 6c  la  fécondé  2 edle  quart  de  8 $ ainfi  je  prens  le  fixièmc 
de  4 folives,  ce  qui  donne  4 pieds  de  folive,  6c  prenant  enfuite  le 
quart  de  4 pieds , j’ai  un  pied  de  folive.  Pour  ^ je  dis , deux  lignes 
m’ont  rendu  un  pied  de  folive , donc  une  ligne  doit  rendre  un  de- 
mi pied  ou  6 pouces , & ceci  n’eft  qu’une  fauffe  fuppofition  que 
j’effacerai , parce  quelle  ne  doit  pas  entrer  en  ligne  de  compte  ; 
OT  ,6  pouces  font  72  lignes  dont  la  quarante  6c  huitième  partie 
eft  1 ligne  7 5 multipliant  donc  1 ligne  6t  - par  j j , le  produit  4P 
lignes  X ou  4 pouces  1 ligne  | cft  ce  que  doit  produire  la  fraûion 
J’ajoute  tous  ces  produits  enfemble,  ôc  j’ai  1 1 2 folives  y pieds 
4 pouces  I ligne  ~ contenues  dans  le  tronc  propofè. 

di  I.  Sila  pièce  de  bois  à mefurerètoit  èquarrèe  avec  h hache 
ou  la  feie  , ôc  que  fes  trois  dimenfions  fulfent  inégales,  on  mulr 
tiplieroit  fes  trois  dimenfions  les  unes  par  les  autres  pour  avoir 
ùi  Ibliditè,  ôc  l’on  multiplierait  fà  foliditc  par  72,  ce  qui  demne- 
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roit  le  nombre  de  folives  contenues  dans  la  piece. 

612.  11  cfl  indifrércnt  de  multiplier  d’abord  les  trois  dimen- 
fions  les  unes  par  les  autres,  & enfuite  la  folidité  par  72  , ou  de 
multiplier  l’une  des  dimenflons  de  l'équarrilTage  par  72,  & en- 
fuite  par  les  autres  dimenllons;  car  le  produit  total  fera  toujours 
le  même  , puifque  les  multiplicateurs  feront  toujours  les  mêmes  ; 
or,  de-là  on  a tiré  une  autre  méthode  qui  abrégé  beaucoup  le 
calcul  f ainfi  qu’on  va  voir. 

6ii.  Suppofons  le  même  tronc  d’arbre  de  l’Exemple  précé- 
dent, fon  diamètre  cft  o toifes  j pieds , 6 pouces , 6 lignes.  Or, 
avant  de  le  multiplier  par  lui-même , je  réduis  les  pieds  en  pou- 
ces , ôc  les  ajoutant  aux  6 pouces , j’ai  42  pouces  6 lignes.  Je 
mets  les  42  pouces  au  rang  des  toifes,  & par-là  je  fais  la  même 
chofe  que  fi  je  multipllois  42  pouces  par  72  , à caufe  que  la  toife 
cft  72  fois  plus  grande  que  le  pouce.  Quant  aux  6 lignes  je  vois  ' 
que  fl  je  les  mets  au  rang  des  pieds  elles  deviendroient  144  fois 
plus  grandes,  à caufe  que  le  pied  contient  144  lignes,  & par 
conféquent  ces  lignes , au  lieu  d’être  multipliées  par  72 , fe  trou-' 
veroient  multipliées  par  144  ou  2 fois  72,  ce  qui  eft  la  moitié 
trop;  c’eft  pourquoi  au  lieu  de  d,  je  ne  mets  au  rang  des  pieds 
que  la  moitié  de  , c’eft-à-dire  3.  J’ai  donc  42  toifes  ? pieds , 
qui  font  la  même  chofe  que  42  pouces  6 lignes,  multipliées  par 


42  toifes  5 pieds 


6 pouc.  6 lig. 


72» 

Je  multiplie  42  toifes  j 
pieds  par  o toifes  j pieds 
6 pouces  6 lignes  , & le 
produit  2;  toifes  o pieds  6 
pouces  3 lignes  cft  72  fois 
plus  grand  qu’il  ne  faut  pour 
être  Te  quarré  du  diamètre , 

& par  conféquent  ce  pro- 
duit eft  le  quarré  du  diamè- 
tre multiplié  pat  72. 

Je  multiplie  ce  produit 
par  la  longueur  4 toifes  3 
pieds  , & le  produit  iia 
toifes , J pieds,  4 pouces,  i ligne  eft  72  fois  plus  grand  qu’il 
ne  faut  pour  être  la  folidité  du  tronc  ; donc  ce  produit  eft  le  oonor 
bre  de  folives  contenus  dans  ce  tronc. 
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dti^.  Si  au  lieu  de  divifer  la  toife  en  pieds  , pouces  6c  lignes  ; 
on  la  divife  d’abord  en  dix  parties^chacune  defquelles  fera  ; puis 
chaque  dixième  en  dix  parties  qui  feront  des  dixiémes  de  dixié- 
mes ou  des  centièmes  ; puis  chaque  centième  en  dix  parties  qui 
feront  des  dixiémes  de  centièmes  ou  des  millièmes , ôc  ainfi  de 
fuite , les  fradions  rs  > > rscs  > t^ôs  > &c.  feront  ce 

qu’on  appelle  Fraûion  décimâtes. 

6i  J.  Les  dixiémes  fe  nomment  Primes,  les  centièmes  fc  nom- 
ment Secondes , les  millièmes  Tierces , les  dix  millièmes 
tes , ôcc. 

616.  Pour  n’avoir  pas  l’embarras  des  dénominateurs  8c  des 
numérateurs,  on  écrit  i',  2',  3',  ôcc.  au  lieu  de  , -,’o  > ôcc. 

de  même  au  lieu  de  rsr>  rb^ôcc.  on  écrit  i",  2",  3",  ôcc. 
au  lieu  de  j rsVï  > TcTZs  &c.  on  écrit  i"',  2'",  3'",  ôcc.  ÔC 
ainfi  de  fuite  , de  façon  que  pour  dire  un  dix  millième  ou  une 
quarte,  on  écrit  i”';pour  dire  une  quinte  on  marque  1’',  ôcc.  ôc 
enfin  , pour  marquer  un  entier,  ou  deux,  ou  3 , on  écrit  , 2®, 
3°,  ôcc. 

(ÎI7.  Au  moyen  de  ceci,  il  eftaifé  d’éviter  les  difficultés  ôc 
l’ennui  que  l’on  éprouve  fouvent  dans  le  calcul  ordinaire  des  frac- 
tions , ainfi  qu’on  va  voir. 

5 18.  Pour  réduire  3°,  y'  à la  dernière  efpéce  , c’eft-à-dire  en 
prifmes  ; il  n’y  a qu’à  écrire  3 y';  car  3°  y'  font  la  même  chofe  que 
3^  ; mais  pour  réduire  3 en  dixiémes,  il  faut  multiplier  l’entier 
3 par  10,  ce  qui  fait  30,  ôc  y ajouter  y , ce  qui  fait  3y  , puis 
écrire  , ôc  font  la  même  chofe  que  3 y'.  Donc  , ôcc. 

Pat  la  même  raifon,  fi  l’on  veut  réduire  2®.  3'.  4''  en  fa  derniere 
efpéce  , c’eft  à-dire  en  fécondés,  on  écrit  23^";  car  pour  réduire 
les  prifmes  ou  dixiémes  3 'en  centièmes,  il  faut  les  multiplier  par 
10  , ce  qui  fe  fait  en  écrivant  3^",  à caufe  que  le  nombre  3 de- 
vient par-là  dix  fois  plus  grand  que  s’il  étoit  feul  ; ôc  pour  réduire 
l’entier  2°.  en  fécondés  ou  centièmes  ; il  faut  le  multiplier 

fiar  100,  ce  qui  fe  fait  encore  en  écrivant  234",  à caufe  que 
e nombre  2 devient  par-là  100  fois  plus  grand  qu’il  ne  faut. 
Donc , &c. 

6iÿ,  Pour  réduire  3 y' en  entier,  on  écrit  3®.  y',  car  3 y font  la 
même  chofe  que  Or,  pour  réduire  fj  en  entier , U faut  divi- 
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fer  J J par  10 , & le  quotient  3 marque  trois  entiers  avec  un  refte 
Donc,  &c.  De  même  pour  réduire  234'' en  entier,  on  écrit 
2°.  3'.  4";  car  par-là  le  nombre  3 devient  dix  lois  plus  petit,  puif 
qu’il  ell  feul,  & le  nombre  2 devient  100  fois  plus  petit.  Ainfl 
c’eftla  même  chofe  que  fi  on  avoir  divifé  234  par  100,  ce  qui 
donne  2 entiers,  & qu’on  eût  divifé  les  34  relians  pat  lo',  ce 
qui  auroit  donné  3 dixiémes  , & 4 centièmes. 

620.  Pour  ajouter  2®.  3'.  4'' avec  3°.  2'.  3";  on  réduit  l’un  ôc 
l’autre  nombre  à fa  derniere  efpéce,  ce  qui  donne  234"  6c  323"; 
puis  rCjoutant  l’un  à l’autre  on  a la  fomme  337" ou  j°.  5'.  7";  ôc 
pour  ajouter  2°.  3'.  4".  j"’,  avec  3°.  2'.  3",  on  réduit  l’un  6c  l’au- 
tre àfa  derniere  efpéce, ce  qui  donne  2343'"  6c  323";mais  com- 
me ces  deux  nombres  ne  font  pas  de  la  même  efpéce,  on  ajoute 
un  zéro  au  dernier  , ce  qui  fait  3230'"  qui  eft  encore  le  même 
que  323",  à eau fe  que  3 2 y"  eft  la  même  chofe  que 6c  3230'* 
eft  la  même  que  , 6c  que  les  deux  fraéUons  -j-fl 

font  pas  différentes;  c’eft  pourquoi  ajoutant  enfemble 2343"^ 6c 
3230'",  la  fomme  fera  f cociiou  3°.  y'.p". 

621.  Pour  fouftraire  2®.  3^"  de  4°.  3'.  3’',  on  réduit  tout  aux 
dernieres  efpéces,  ce  qui  donne  234"  ôc  433";  puis  en  faifant  la 
fouftradion  , le  refte  eft  2 19"  ou  2°.  1'.  p",  & pour  fouftraire 
2343"'  de  <554''',  on  ajoute  un  zéro  à ce  dernier,  ce  qui  donne 
6340"',  puis  failànt  la  fouftraéUon  le  refte  eft  4153"',  ou  4°.  i\ 
p'.  3"'. 

622.  Pour  multiplier  23  y'’  par  32',  on  multiplie  à l’ordinaire, 
ce  qui  donne  7320, 6c  ajoutant  le  caraôére  du  prime  avec  celui 
des  fécondés,  on  écrit  7320"’;  car  23  3"  font  la  même  chofe  que 

, ôc  3 2'  font  la  même  chofe  que  H ; or , pour  multiplier  des 
centièmes  par  des  dixiémes  ou  100  par  10,  il  n’y  a qu’a  douter 
un  zéro,  ce  qui  donne  des  , ôc  pour  exprimer  des  millièmes  ; 
par  exemple  3 , on  écrit  3^;  donc , ôcc.  De  même  pour  multi- 
plier 233"  par  2331"',  on  multiplie  à l’ordinaire,  ce  qui  donne 
332481, 6c  ajoutant  enfemble  le  caraflére  des  fécondés  avec 
celui  des  tierces,  on  écrit  332481*,  6c  alnfi  des  autres  ; car  des 
fécondés  ou  des  , multipliés  par  des  tierces  ou  des  rô’rs  > 
nent  ou  des  quintes. 

62^.  Pourdivifer  2784"' par  232"  on  fait  la  divifion  à l’ordi- 
naire, ôc  le  quotient  eft  12,  puis  retranchant  du  caraûére  des 
tierces  le  caraélére  des  fécondés,  on  écrit  12' ou  1°.  2';  car  des 
Tome  I.  O 00 
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tierces  ou  des  -ro'iô  divifës  par  des  fécondés  ou  des  7^ , donnent 

des  dixiémes  ou  des  primes , &c. 

624.  Ce  calcul  feroit  aulll  beau  qu’il  paroît  brillant , s’il  pou- 
voir fe  faire  qu’on  réduisit  toutes  les  mefures  en  dixiémes  , puis 
en  dixiémes  de  dixiémes,  &c.  mais  tant  que  les  divifions  ou  fou- 
divifions  ordinaires  fubnUeront , on  n’y  gagnera  rien  par  la  rai- 
fon  qu’on  fera  toujours  obligé  d’évaluer  les  primes , fécondés  , 
ou  tierces  qu’on  trouvera. 

5a  y.  Par  exemple , fuppofons  qu’une  furface  ait  2°.  3'.  de 
largeur , & 2'.  3"  de  hauteur.  Si  je  veux  trouver  la  valeur  de 

cette  furface , il  faut  que  je  multiplie  aja^par  323",  ce  qui  don- 
ne 74935”',  ou  7°.  4935",  ou  7 toifes  quarrées  Mainte- 

nant fl  je  veux  fçavoir  combien  cette  fradion  vaut  de  pieds  de  ' 
toife  quarrée  ; il  faut  que  je  dife  par  Régie  de  trois  ; la  toife  étant 
divifée  en  10000  parties , j’en  ai  4935 , la  même  toife  étant  divi- 
fée  en  5 pieds , combien  aurai-je  /’  Et  la  Régie  faite , je  trouve 
2 pieds  & une  fraêüon  ; fie  p>our  évaluer  cette  fécondé  frac- 
tion , il  faut  que  je  multiplie  le  nun^rateur  p5 1 5 par  1 2 , fie  que  ‘ 
je  divife  le  produit  par  10000  ; cel|ci  donne  1 1 pouces,  fie  une 
fraêlion  faut  que  j’évalue  encore , fie  ainfi  de  fuite  » 

or , il  dl  vifible  que  ces  évaluations  font  plus  pénibles  que  celles 
que  j’aurois  faites  , fi  je  m’étois  fervi  du  calcul  des  divifions  fie 
foudivifions  ordinaires  , à caufe  que  les  numéfateurs  fie  dénomi- 
nateurs font  beaucoup  plus  grands  ; donc  il  efi  clair  auffi  qu’on 
ne  gagne  rien  par  le  calcul  des  décimales  , fie  que  fi  l’on  paroît 
éviter  d’abord  quelques  difficultés  , on  fe  jette  nécefikirement 
dans  des  plus  grandes  fur  la  fin  du  calcul. 


CHAPITRE  XII. 
n£S  SECTIONS  CONIQI/ES. 

Définitions  Ù"  Principes. 

<^25.  T TN  effiace  ABC  {Fig.  383.)  terminé  par  une  courbe 
V_y  ABC  toujours  concave  du  même  côté,  étant  donné 
avec  plufieurs  lignes  droites  MN,  OP,  QR,  &c.paralelles  en- 
tt’elles , fie  qui  fe  teiminent  de  part  fie  d’autre  à la  courbe  ; s’ils  fe 
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trouve  une  ligne  droite  XZ  qui  coupe  les  paralclles  chacune  en 
deux  également , cette  dtoite  XZ  fe  nomme  Diamètre  de  la  cour- 
be quand  elle  n’ed  pas  pérpendiculaite  fur  les  paralelles , ôc 
quand  elle  ell  perpendiculaire.  Le  point  B ou  la  ligne  XZ  coupe 
la  courbe , fe  nomme  Sommet  du  diamètre  ou  de  l’axe;  les  para- 
lelles MN , OP,  ôcc.  fe  nomment  Doubles  ordonnées , leurs  moi- 
tiés HN , VP,  font  les  Ordonnées,  & les  parties  BH,  BV,  ôcc. du 
diamètre  ou  de  l’axe  comprifes  entre  le  fommet  B , ôc  chaque 
ordonnée  font  les  Ab/dUis.  Ainfi  l’abfciflc  de  l’ordonnée  HN  eft 
la  droite  BH  , celle  de  l’ordonnée  VP  eft  la  droite  BV , ôcc. 

Si  d’un  point  quelconque  M pris  fur  la  courbe  on  mene  une 
ordonnée  MH,  & une  tangente  MX  qui  coupe  le  diamètre  ou 
l’axe  prolongé  en  X , la  partie  XH  de  cet  axe  ou  diamètre  com- 
prife  entre  la  tangente  MX , ôc  l’ordonnée  MH , fe  nomme  la 
Soutangente , ôc  fi  au  même  point  M on  élevé  fur  la  tangente  MX 
une  perpendiculaire  MY  qui  coupe  l’axe  en  Y,  la  partie  H Y de 
cet  axe  comprife  entre  l’ordonnée  MH  , ôc  la  perpendiculaire 
MY , fe  nomme  la  Souperpendiculaire.  C’eft  par  la  connoiflancc 
de  ces  lignes  ôc  de  leurs  rapports  entr’elles  qu’on  connoît  les  pro- 
priétés des  courbes. 

Ô27.  Si  l’on  fait  tourner  un  triangle  reSangle  ABC  ( Fig.  584.) 
autour  du  côté  fixe  AB,  on  concevra  aifément  qu’il  décrira  un 
cône  droit  ACH,  ôc  que  fes  élemens  DE,  FG , ôcc.  paralclles  à 
la  bafe  CB,  décriront  des  cercles  qui  auront  tous  leurs  centres 
fur  la  droite  AB  qui  fera  par  conféquent  l’axe  du  cône.  Or , de- 
là il  fuit  I®.  que  fi  d’un  point  quelconque  Q de  la  circonférence 
de  la  bafe  du  cône , on  mene  une  droite  Q A au  fommet  A , cette 
droite  fera  toute  entière  fur  la  furface  du  cône,  puifqu’clle  ne  fera 
autre  chofe  que  la  droite  CA  du  triangle  générateur  ABC,  Icrf- 
qu’en  tournant  il  fera  parvenu  à la  polition  ABQ.  2°.  Qu’en  quel- 
que point  D qu’on  coupe  le  cône  par  un  plan  paralellc  à fa  bafe, 
ce  pian  fera  un  cercle,  puifqu’il  ne  différera  pas  du  cercle  décrit 
parl’élement  DE.  3®.  Enfin,  que  fi  l’on  coupe  un  conc  par  un 
plan  perpendiculaire  fur  la  bafe , ôc  qui  paffe  par  le  centre  B , la 
feélion  fera  un  triangle;  car  l’axe  B A étant  perpendi<  ulaire  fur  la 
bafe  fera  dans  le  plan  coupant,  lequel  par  conféquent  paffera  par 
le  fommet  A , ôc  la  commune  feûion  du  plan  coupant , ôt  de  la 
bafe , fera  un  diamètre  CH  de  la  bafe  5 ainfi  par  les  points  C ôc 
H , menant  au  fommet  les  droites  CA , CH  qui  feront  fur  la  fur- 
face  du  cône , comme  il  vient  d’être  dit , ces  droites  feront  avec 
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le  diamètre  CH  un  triangle  qui  fera  le  même  que  le  plan  coa 

pant. 

628.  Si  l’on  conçoir  dans  un  cône  BAC  ( Fig.  38  j ) la  feûion 
triangulaire  BAC  , dans  laquelle  foit  une  ligne  DÉ  pralelle  à 
l’un  des  côtés  AB,  & que  l’on  vienne  à couper  le  cône  par  un 
plan  perpendiculaire  au  triangle  6c  qui  palTe  par  la  ligne  DE , la 
feclion  fera  une  furface  plane  QDO  terminée  pat  une  courbe 
QDO , qu’on  nomme  parabole. 

tfap.  La  droite  DE  ejl  taxe  de  la  parabole.  Car  fi  l’on  coupe  le 
cône  6c  la  parabole  par  une  infinité  de  plans  MN,  6cc.  paralelles  à 
la  bafe  BC  du  cône , tous  ces  plans  ou  cercles  feront  perpendi- 
culaires fur  le  triangle  BAC  , à caufc  que  ce  triangle  efi  perpen- 
diculaire fur  la  bafe  BC  ; 6c  comme  la  parabole  efi  aufii  perpendi- 
culaire fut  le  même  triangle,  il  s’enfuit  que  les  droites  RT,  6cct. 
OQ  qui  font  les  communes  feéUons  des  cercles  MN , 6cc.  BC, 
6c  de  la  parabole , feront  perpendiculaires  fur  le  triangle  (A^. 
478  ),  6c  par  conféquent  fur  les  droites  MN  , BC , DE  qui  font 
dans  le  plan  de  ce  triangle  , 6c  qui  fe  coupent  aux  points  S,  E 
par  où  les  perpendiculaires  RT,  OQ  paflent  {N.  45j)jor, 
MN , 6cc.  BC , font  les  diamètres  des  cercles , 6c  RT , 6cc.  OQ 
font  leurs  cordes  : donc,  puifque  ces  cordes  font  perpendiculai- 
res fur  leurs  diamètres , elles  font  coupées  en  deux  également  en 
S , 6cc.  E : 6c  par  conféquent  la  droite  DE  qui  pafle  par  tous  ces 
points  coupe  les  droites  RT , OQ  en  deux  également , 6c  àcaufe 
qu’elle  leur  eft  perpendiculaire , elle  eft  leur  axe  ( N.  626  ). 

6 J O.  La  principale  propriété  de  la  parabole  eJl,  que  les  quarrés  det 
ordonnées  ST , EQ  font  entreux  comme  leurs  abfcijfcs  DS  , DE. 

Dans  les  cercles  MN , BC , nous  avons  ST  = MS  x SN  6c 

EQ  = BE  X EC , donc  ST.  EQ  : : MS  x SN.  BE  x EC.  Mais 
à caufe  des  paralelles  AB , DE  les  paralelles  MS,  BE  font  éga- 
les ; donc  les  redangles  MS  x SN  6c  BEx  EC  ayant  une  dimen- 
Con  égale , font  entr’eux  comme  les  dimenfions  inégales  S N , EC 

ainfi  nous  avons  ST.  EQ  ; : SN.  EC.  Mais  les  triangles  fembla- 

bles  DSN , DEC  donnent  SN.  EC  : : DS.  DE.  donc  ST.  EQ  :: 
DS.  DE 

^31.  Si  l’on  con<;oit  dans  un  cône  droit  BAC  {Fig.  385’.)  la 
feclion  triangulaire  BAC  avec  une  droite  DE  qui  coupe  les  côtés 
non  patalellemcnt  à la  bafe  BC , 6c  qu’on  coupe  le  cône  par  un 
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Îlan  perpendiculaire  fur  le  triangle  , ôc  qui  pafle  par  la  droite 
)E  , la  fection  fera  une  furface  plane  terminée  par  une  courbe 
D'I'PEQR , qu’on  nomme  Ellipfe. 

Si  l’on  coupe  le  cône  & l’ellipfe  par  des  plans  FGj  HI  &c.  pa- 
ralelles  à la  bafe  BC,  on  démontrera  comme  dans  la  parabole  que 
les  communes  feôlions  TR,  PQ,6cc.  de  ces  plans  ou  cercles  & de 
i’ellipfe  , font  perpendiculaires  fur  la  droite  DSE  qui  les'coupeen 
deux  également , & qui  par  conféquent eft  leur  axe.  (A'.  626 ). 

632.  La  principale  propriété  de  f ellipfe  eji  que  les  quarrés  des  or- 
données TS  , PO  fint  entr'eux  comme  les  rectangles  DS  x SE , DO  x 
OE  des  parties  de  f axe  quelles  coupent. 

A caufe  des  cercles  FG,  HI  nous  avons  TS  = FS  x SG,  ôc 

PÔ  = HO  X 01  ; doncTs.  PÔ*::  FS  x SG.  HO  x OI  ; or, 
les  triangles  femblables  FSD,  HOD  donnent  FS.  HO  ::  DS. 
DO  , ôc  à caufe  des  triangles  femblables  GSE , lOE  nous  avons 
GS.  IO::SE.  OE  ; multipliant  donc  les  termes  de  ces  deux 
proportions  les  unes  par  les  autres , nous  aurons  FS  x GS.  HO  x 

10  ::  DS  X SE.  DO  x OE , mais  nous  venons  de  trouver  TS. 

PÔ’::  FS  X GS  ::  HO  X 10,  doncTs’.TÔ*  ::  DS  x SE.  DO 
X OE. 

Ô33.  Si  l’on  conçoit  dans  un  cône  droit  BAC  ( Fig.  387.  ) la 
feôUon  triangulaire  BAC  avec  une  droite  DE  perpendiculaire  à 
la  bafe  BC , ôc  qui  foit  différente  de  l’axe , ôc  qu’on  coupe  le  cô- 
ne par  un  plan  perpendiculaire  au  triangle  ôc  qui  paffe  par  la  droi- 
re  DE  , la  fcction  fera  une  furface  plane  terminée  par  une  courbe 
DQO  , qu’on  nomme  Hyperbole. 

Si  l’on  coupe  riivperbole  & le  cône  par  des  plans  MN  , ôcc, 

Î>aralelles  à la  bafe  BC  , on  démontrera  comme  dans  la  parabo- 
e que  les  droites  RT,  OQ  font  perpendiculaires  fur  DE  qui  les 
coupe  en  deux  également,  ôc  qui  par  conféquent  efl  leur  axe. 
( N.  626). 

Si  l’on  conçoit  un  cône  XAZ  oppofé  au  fommet  BAC , ôc 
qu’ayant  prolongé  le  côté  BA  du  triangle  BAC  en  Z , on  prolonge 
la  droite  DE  jufqu’à  la  rencontre  de  AZ  en  Z , la  partie  DZ  de 
cette  droite  comprife  entre  les  deux  cônes,  fe  nomme;jre/»/Vr  /ixe 
de  r hyperbole  ; nous  parlerons  du  fécond  axe  dans  la  fuite. 

534.  La  principale  propriété  de  t hyperbole  efl  que  les  quarrés  des  or- 
données ST  ^ EQ  &c.  /ont  entreux  comme  les  reCl angles  SD  x SZ, 
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ED  X EZ  faits  fous  Us  abfcijfes  SD,  ED  eb"  /w  droites  SZ,  EZ  qui 

font  f axe  ZD , prolongé  jusqu’aux  ordonnées, 

A caufe  des  cercles  MN , BC  nous  avons  TS  = MS  x SN , & 

QE=  BE  X EC  ; donc  TS.  QE  ::  MS  x SN.  BE  x EC  > mais 
les  triangles  femblables  MSZ , BEZ  donnent  AÏS.  BE  : : SZ. 
EZ,  & & caufe  des  triangles  femblables  DSN,  DEC,  nous  avons 
SN.  EC  : : DS.  DE  ; multipliant  donc  les  termes  de  ces  deux 
dernieres  proportions  les  uns  par  les  autres  , nous  aurons  MS  x 
SN.  BE  X EC  : : SZ  x DS  : : EZ  x DE  -,  or , nous  venons  de 

trouver  TS.  QE  : ; MS  x SN.  BE  x EC  ; donc  T^.  QE  ; : SZ  x 
DS.  EZ  X DE. 

Comme  il  feroit  trop  embarralTant  de  déduire  les  autres  pro- 
priétés des  ferions  coniques  dans  le  cône  même , nous  allons  les 
confidérer  dans  un  plan. 

De  la  Far  aboie  conjlderée  dans  un  Plan  hors  du  cane. 


Problème.  Décrire  une parabole  fur  un  plan  ( Fig.  3 88). 

Je  prens  une  ligne  indéfinie  AB  que  je  nomme  la  Direâricet 
fur  le  point  du  milieu  C , j’éleve  une  perpendiculaire  indéfinie 
CS , fur  laquelle  je  prens  à difcrétion  deux  parties  égales  CD , 
DO  ôc  je  nomme  le  point  O,  je  con<;ois  que  fur  tous  les 
points  de  DSfoient  élevées  des  perpendiculaires  indéfinies  MN, 
PQ,  RT , VX  &c.  je  prens  avec  le  compas  la  diftance  HC  de  la 
perpendiculaire  PQ  à la  direârice , & portant  l’une  des  pointes  du 
compas  fur  le  foyer  O , je  décris  avec  cette  ouverture  un  arc  qui 
coupe  PQ  en  deux  points  P & Q ,•  je  prens  de  même  la  diflance 
LC  de  la  perpendiculaire  VX  à la  diretlrice , & portant  l’une  des 
pointes  du  compas  au  foyer  O , je  décris  avec  cette  ouverture  un 
arc  qui  coupe  la  perpendiculaire  en  deux  points  V ,’  X j je  fais  la 
même  choie  à l’egard  des  autres  perpendiculaires , qui  par  con- 
féquent  me  donnent  toutes  deux  points  également  éloignés  de 
CS  , à l’exception  de  la  droite  MN  qui  ne  me  donne  que  le  point 
D,  à caufe  que  fa  difiance  DC  à la  direclrice  étant  égale  à la  dif- 
tance OD , l’arc  que  je  décrirois  avec  cette  diflance  en  prenant 
le  feyer  pour  centre , ne  fait  que  toucher  cette  perpendiculaire 
MN  en  D fans  la  couper,  & quand  aux  autres  perpendiculaires 
telles  que  EF  qui  couperoient  la  partie  CD , il  efl  clair  qu’en  pre- 
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nant  leurs  didances  GC  à la  dire£lrice , ôc  prenant  pour  centre  le 
foyer , l’arc  décrit  avec  cette  ouverture , ne  c-  uperoit  point  la  per- 
pendiculaire à caufe  de  OC^lus  grand  que  GC.  Faifant  donc  paf- 
fer  une  courbe  ZVRPDQTXY  par  tous  les  points  trouvés,  l’axe 
, de  cette  courbe  eft  la  droite  DS , fes  ordonnées  font  les  droites 
PH,  RO,  &c.  & fes  abfcifles  font  les  droites  DH,  DO  &c.  il 
feüe  donc  à faire  voir  que  cette  courbe  eft  une  parabole.  , 

11  y a ici  deux  fortes  d’ordonnées , les  unes  VL , ZK , &c.  qui 
font  en  deflbus  du  foyer , & les  autres  telles  que  PH  qui  font  en- 
tre le  foyer  O & le  fommet  D.  Commençons  par  les  premières. 

Je  mene  du  foyer  O la  droite  OV  ( Fig,  j8p.  ) à l’extrémité  de 
l’ordonnée  VL;  ce  qiÿ  me  donne  un  triangle  reâangle  VOL, 

dans  lequel  j’ai  VL  = VO — OL  & à caufe  de  VO=LC,  par 
la  conflruûion,  j’ai  VL=LC — OL,  & faifant  le  quarréLB  de 


LC , & le  quarré  LR  de  LO , j’ai  le  quarté  VL  égal  au  gnomon 
ou  équerre  CBHRO;  or,  la  ligne  CL  eft  divifée  en  deux  par- 
ties CO,  OL,  le  gnomon  contient  le  quarré  RB  delà  partie  CO, 
plus,  deux  tedangles  égaux  CR,  RF  des  parties  CO,  OL  ; 
(A'.  140.)  ainll  coupant  le  quarré  RB  en  deux  également  pat  la  droi- 
te MN  paralelleà  RE,fic  donnantla  moitié  de  ce  quarré  à chacun 
des  deux  reâangles  : le  gnomon  fera  égal  à deux  fuis  le  reétangle 
IMNF,  c’eft-à-dire  à IM  multiplié  pat  deux  fois  IF;  or,  IM 
= DL  ; car  à caufe  de  HR  égal  à CO , & du  point  M qui  divife 
HR  en  deux  également,  de  même  que  CO  eft  divifé  en  deux  éga- 
lement en  D,ona  DO=MR&  DO-hOL  = MR-h-  RI=MI, 
& IF  égala  OC  à caufe  de  LC  = LF  ôc  deLI  = LO;  donc  le 
reûangle  IMNF  = DL  x OC  , & par  conféquent  2IMNF 
ï=DLx20C;  c’eft-à-dire  le  gnomon  ou  le  quarré  de  l’ordonnée 
VL  , eft  égal  à rabfcifle  correfpondante  DL  multipliée  par  2 fois 
la  diftance  OC  du  foyer  à la  direârice,  ou, par  4 fois  la  diftance 
OD  du  foyer  au  fommet.  Or,  je  prouverai  de  la  même  façon 
que  le  quarré  de  l’ordonnée  ZY  eft  égal  à fon  abfciire  DY  niulci- 
pliée  par  4 fois  la  diftance  OD , donc  les  quatrés  des  ordonnées 
.VL,  ZV,  &c.  font  entr’eux  comme  leur  ablcifles,  DL,  DV, 
&c.  multipliées  chacune  par40D,  & par  conféquent  comme 
leur  abfciftes,  à caufe  du  multiplicateur  commun  4OD. 

Maintenant,  folt  une  ordonnée  PM  (Ft>.  390.  ) entre  le  foyer 
P £c  le  fommet  D ; je  mene  du  foyer  O U droite  OP,  Sa  dans 
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le  triangle  rc£langle  PMO,  j’ai  PM  = PO — MO=MC — MO» 
car  par  la  conftrutlion,  j’ai  PO  = MC;  je  fais  le  quarrd  CH  de 
CM,  & prenant  CL  = MO , je  fais  le  quarré  CR , & par  con- 

féquent  le  quarré  PM  eft  égal  au  gnomon  MHASRL  qui  con- 
tient le  quarré  RH  de  la  partie  LM,  6c  deux  rectangles  AR , RM 
des  parties  CL,  LM;  jedivife  le  quarré  RH  en  deux  également 
par  la  ligne  QX , 6c  donnant  la  moitié  de  ce  quarré  a chaque 
rectangle,  le  gnomon  ou  le  quarré  PM  ell  égal  à a fois  le  reétan- 
gle  SXQAou  à aSXxSA;  maisSA  = LM,  6c  LM=aMD, 

à caufe  de  DO  = DC , ôc  de  MO  = CL  ; donc  le  quarré  PM 
5=  aSX  X aMD  = 4SX  x MD , c’eft-à-dite  le  quarré  de  l’ordon- 
'fiée  PM  égal  à fon  abfcilTe  MD  multipliée  pat  4SX  ou  4CD  ou 
4DO  ; ainfi  le  quarré  de  l’ordonnée  PM  ell  au  quarré  de  l’ordon- 
née VE,  qui  eft  au-deftbus  du  foyer , comme  l’abfcilTe  DM  multi- 
pliée par  4DO,  eft  à l’abfcifle  DE  multipliée  par  4DO,  ou  comme 
DM  eft  à DE  ; donc  la  courbe  eft  une  parabole  (A'.  630.). 

636.  La  droite  égale  à 4DO,  fe  nomme  Paramétré  de  l’axe. 

637.  Corollaire  1".  La  droite  .) paralelle  aux 

ordonnées  , & qui  pajje  par  le  fommet  T)  , ejl  tangente  de  la  para- 
bole  ; car  tous  les  autres  points  de  la  parabole  font  au-deffous  de 
cette  droite  par  la  conftruftion. 

Nota.  Que  lorfqu’on  veut  conftruire  une  parabole  par  plufieurs 
points,  cette  parabole  fera  d’autant  plus  exaéte  que  les  perpendi- 
culaires PQ,RT,  6cc.  (F/>.  388.)  feront  plus  proches  entre- 
elles. 

638.  Corollaire  II.  DufuyerO  {P\g,  3^1.)  étant  menée  une 
droite  OS  qui  coupe  la  parabole  en  un  point  quelconque  V.  Je  dis  1°. 
^ueji  du  pointé,  onmene  une  perpendiculaire  VT  fur  la  direâlrice, 
eette  perpendiculaire  VT  fera  toujours  égale  à la  droite  VO,  comprife 
entre  la  courbe  & le  foyer.  2°.  fiue  fi  du  point  X de  la  droite  SO  pris 
entre  la  courbe  & le  foyer , on  mene  une  perpendiculaire  XH  fur  la 
direâlrice , cette  perpendiculaire  fera  plus  grande  que  la  droite  XO 
comprife  entr  elle  & le  foyer.  3°.  Enfin  qne  fi  du  point  S de  la  droite 
OS  pris  hors  de  la  courbe , on  mene  une  perpendiculaire  SA  fur  la  di- 
reâlrice , cette  perpendiculaire  SA  fera  plus  courte  que  la  droite  SO 
comprife  entr  elle  & le  foyer. 

Du  point  V je  mene  l’ordonnée  VE  à l’axe , 6c  par  là  conftruc- 
fion  de  U parabole,  j’aiEC=OV  ; mais  à caufe  des  paralel- 

les, 
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lesj  fal  EC=VT;  donc  VT  = VO  : ce  qu’il  falloit  i“.  dér 
montrer. 

Du  point  X je  mene  XR  perpendiculaire  fur  TV  ; dans  le 
triangle  redangle  VRX , l’hypotdnufe  XV  eft  plus  grande  que  le 
côté  RV  ; or  nous  avons  TV=VO,  donc  TV — VR,  c’eft-à-dire 
TR  eft  plus  grand  que  VO — VX,  c’eft-à-dire  queXO;  mais^ 
TR=HX  i donc  HX  eft  plus  grande  queXO  : ce  qu’il  falloit  a®.* 
démontrer. 

Du  point  V je  mene  VM  perpendiculaire  fur  SA  , & dans  le 
triangle  reftangle  SMV  , j’ai  MS  plus  petite  que  “SV  ; or,  nous 
avons  TV  ou  AM=VO;  donc  AM  H- MS  eft  plus  petite  que 
VO-t-  VS,  c’eft-à-dire  AS  plus  petite  que  SO  : ce  qu’il  falloit  3®. 
démontrer. 

6jÿ.  Corollaire  III.  Donc , i®.  quand  la  perpendiculaire 
VT  menée  fur  la  direârice , eft  égale  à VO,  le  point  V eft  fur  la 
courbe.  2®.  Quand  la  perpendiculaire  XH  eft  plus  grande  que 
XO,  le  point  X eft  entre  la  courbe  ôc  le  foyer.  3°.  Quand  la  per- 
pendiculaire SA  eft  moindre  que  SO,  le  poinr  S eft  hors  de  la 
courbe. 

6^0.  Problème.  D'un  pint  donné  P (Fig.  3pa.)  pris  fur  la 
courbe  d’une  parabole  hors  du  fommet  A de  P axe  , mener  une  tangente 
à la  parabole. 

Du  point  P je  mené  l’ordonnée  PS,  la  droite  PR  perpendicu- 
laire fur  la  direàrice,  la  droite  PO  au  foyer  O,  & joignant  la  droite 
RO,  que  je  divife  en  deux  également  en  H j je  mene  parles  points 
P , H la  droite  PHT  qui  eft  la  tangente  demandée. 

Car  fi  on  veut  que  la  droite  PT  touche  la  courbe  en  quel- 
qu’autre  point , ce  point  fera  , ou  entre  P & T comme  en 
M,  ou  en  delà  comme  en  Z;  fuppofé  donc  qu’il  foit  en  M, 
je  mene  du  point  M la  droite  MO  au  foyer,  la  droite  MR 
au  point  R , ôc  la  droite  MV  pe^endiculaire  fur  la  direûrice. 
Le  triangle  RPO  eft  ifofcele  i car  PR=NS  à caufe  des  paralel- 
les , ôc  PO  = NS  par  la  conftruâion  de  la  parabole  ; or  la  droite 
PH  étant  perpendiculaire  fur  le  milieu  de  RO  , tous  fes  points 
tels  que  M font  également  éloignés  de  R ôc  O 5 donc  RM 
= MO , ôc  le  triangle  RMO  eft  ifofcele  ; mais  dans  le  trian- 
gle re£langle  RVM  , l’hypothenufe  RM  eft  plus  grande  que 
le  côté  MV  ; donc  MO  eft  aufli  plus  grand  que  MV , ôc  par 
conféquent  le  point  M eft  hors  de  la  parabole  {N.  6^9.  ).  On 
Tome  I.  F P P 
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Îrouvera  de  la  même  façon  que  le  point  Z eft  hors  de  la  parabole. 
)onc  la  droite  ZT  ne  touche  la  parabole  qu’en  P. 

541.  Corollaire  I".  La  foutangente  TS  efl  coupée  en  deux  éga- 
lement au  fommet  A de  F axe.  Les  triangles  reâangles  PRH,  THO 
font  femblables  & égaux > àcaufe  de  l’angle  aiguRPT,  égala 
fon  alterne  PTO^  ce  qui  rend  les  trois  angles  égaux  chacun  à 
'chacun  , & du  côté  RH  égal  au  côté  HO  ; donc  PR  =TO  ; 
maisPR=NS,  doncTO  = NS,  ôc  retranchant  de  TO  la  partie 
AO , & de  la  droite  NS  la  partie  NA  = AO  par  la  conftruôtion 
de  la  parabole , j’ai  TA  = AS. 

542.  C o R O L L A I R E II.  Donc  pour  mener  une  tangente  d’un 
point  P , il  n’y  a eju’à  mener  l’ordonnée , puis  prolonger  l’axe  au- 
delà  du  fommet  jufqu’à  ce  que  TA  foit  égal  a AS , ôc  mener  la 
droite  PT  qui  fera  la  tangente  demandée. 

6^3.  Corollaire  III.  Si  fur  le  point  dt  attouchement  P on  éleve 
la  droite  PL  perpendiculaire  fur  la  tangente , la  fouperpendiculaire  SL 
efl  égale  à la  moitié  du  paramétre.  La  droite  RO  étant  perpendicu- 
laire fur  la  tangente  efl  par  conféquent  paralelle  ôc  égale  à PL  à 
caufe  des  paraïelles  PR,LN,  ôc  la  droite  RN  eft  auffi  égale  à 
PS;  donc  les  triangles  reûangles  PSL,  RNO  font  femblables 
ôc  égaux  ôc  SL  = NO,  mais  NO  eft  la  moitié  du  paramétre 
{N.  636.)  \ donc  la  fouperpendiculaire  SL  eft  égale  à la  moitié 
du  paramétre. 

(Î44.  Corollaire  IV.  Toutes  les  tangentes  qu^on  peut  mener  de 
tous  les  points  de  la  parabole  font  inclinées  entr  elles  y & fi  coupent  entre 
les  points  d' attouchement. 

Soient  les  points  d’attouchement  H,  Q (f/g.  393.)  pris  l’un  à 
gauche  ôc  l’autre  à droite  de  l’axe;  je  mene  les  ordonnées  HS, 
QE , ôc  faifant  AB  = AS , ôc  AC  = AE , la  tangente  au  point  H 
fera  HB,  ôc  la  tangente  au  point  Q fera  QC(JV.  642.  ) ; aiulî 
comme  ces  deux  tangentes  font  inclinées  fur  l’axe  ; il  eft  clair 
qu’en  prolongeant  la  plus  courte  HB , elle  eoupera  l’autre  en  un 
point  D qui  fera  entre  les  points  d’attouchement  H , Q. 

De  même  foient  les  points  d’attouchement  H,  P pris  du  même 
côté  de  l’axe  ; menant  les  ordonnées  HS , PN,  ôc  faifant  B A=AS , 
ôc  AT  égal  à AN  , la  tangente  du  point  H fera  BH  ou  BX  , ôc  la 
tangente  du  point  P fera  PT  ; or , PT  ne  peut  aller  aboutir  en  T 
qui  eft  plus  éloigné  du  fommet  A que  le  point  B fans  couper  BX  , 
ôc  elle  ne  peut  couper  BX  entre  B ôc  H ; par  exemple , en  R , 
car  û cela  étoit , il  faudroit  qu’elle  palTât  entre  l’axe  ôc  le  point 
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d’attouchement  H,  & par  conféquent  elle  couperoit  la  parabole, 
& ne  feroit  plus  tangente  ; donc  il  faut  nécelTairement  qu’elle 
coupe  BX  en  quelque  point  M entre  les  points  d’attouchemens 
P & H. 

(5’45'.  Corollaire  V.  Une  tangente  PT  (Fig.  JP4.)  ne  peut  tou- 
cher la  parabole  en  deux  points.  Si  l’on  veut  que  PT  touche  la  para- 
bole en  P 6c  R , la  droite  PR  menée  entre  ces  deux  points  fera 
la  plus  courte  qu’on  puiffe  mener  ; or , l’arc  parabolique  PR  eft 
courbe,  6c  comme  par  la  formation  de  la  parabole  dans  le  cône, 
fa  concavité  eft  toujours  tournée  vers  l’axe  , la  droite  PR  doit 
pafter  entre  l’axe  6c  la  courbe  ; donc  PR  doit  couper  la  courbe 
au  lieu  de  la  toucher , ce  qui  eft  contre  la  fuppofirion. 

6/^6.  Corollaire  VI.  D'un  même  ^oint  P ( Fig.  jpj.)  on  ne 

Î>eut  mener  deux  tangentes.  Si  on  veut  qu  on  puifTe  en  mener  deux, 
a fécondé  tangente  coupera  l’axe  en  un  point  C plus  près  du  fom- 
met  A que  le  point  T ou  la  première  tangente  PT  la  coupe,  ou 
en  un  point  S plus  éloigné.  Suppofons  donc  qu’elle  la  coupe  en 
C.  Je  prens  AN=CA;  du  pointNj  je  mene  l’ordonnée  NQ  , 
ôc  du  point  Q parle  point  C,  je  mene  la  droite  QC  qui  fera  tan- 
gente en  Qj  puifque  la  foutangente  NC  eft  double  de  rabfcilTe 
AN  (M641.)  ; 6c  CQ  prolongée  coupera  PT  en  un  point  M 
entre  les  points  d’attouchement  P,  Q ( M 544.  ).  Or , la  fécondé 
tangente  menée  du  point  P au  point  CJ,  paflera  néceftairement 
entre  M 6c  Q ; car  autrement  elle  entreroit  dans  la  parabole  ; ainlt 
elle  coupera  CM  entre  M 6c  Q , 6c  enfuite  en  Q , ce  qui  n’eft 
pas  poffible  ; 6c  on  démontretoit  la  même  chofe , fi  la  fécondé 
tangente  coupoit  l’axe  en  S. 

647.  Proposition  CXXIV.  Toutes  les  lignes  DK  ( Fig.  ) 
paralelles  à taxe  AB  coupent  la  parabole,  & ne  la  coupent  qu’en  un 
point , toutes  les  lignes  RT  qui  ne  font  pas  paralelles  à F axe , d»* 
qui  coupent  la  parabole  en  un  point,  la  coupent  encore  en  un  autre 


Les  quarrés  des  ordonnées  étant  entr’eux  comme  leurs  abfcif- 
fes,  il  eft  clair  qu’à  mefure  que  les  abfcifies  fontplus  grandes,  les 

3uarrés  des  ordonnées  fontplus  grands  , 6c  par  conféquent  les  or- 
onnées  font  aufii  plus  grandes.  Ainfi  la  courbe  de  la  parabole 
s’éloigne  de  plus  en  plus  de  fon  axe;  or,  la  diftance  DN  de  la 
ligne  DK  à l’axe , quelque  grande  qu’elle  foit , eft  toujours  la 
même , à caufe  du  paralcllifme  ; donc  il  fe  trouvera  toujours 
quelque  ordonnée  OF  égale  à DN,  6c  pat  conféquent  DK  cou- 
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pcra  la  parabole  en  O,  après  quoi  les  autres  ordonnées  croilTant 
toujours , la  courbe  s’éloignera  de  plus  en  plus  de  DK , qui  par 
conféquent  ne  la  coupera  plus  î ce  qu'il  falloir  i°.  démontrer. 
Par  la  fuppofftion  la  ligne  RT  eft  oblique  à l’axe  & coupe  la 

Earabole  en  R.  Or^  de  tous  les  points  H>  X,  &c.  de  l’arc  para- 
olique  indéfini  RHXP,  on  peut  mener  des  tangentes  MHN, 
SXQ  , &c.  & ces  tangentes  font  toutes  diverfement  inclinées , 
de  façon  que  les  inférieures  SXQ  coupent  les  fupérieures  MHN 
( N.  544.  ) ; ainfi  les  angles  NHE,  QXF, &c. quelles  font  avec 
les  ordonnées  HE,  XF  menées  des  points  d’attouchement  H, 
X , &c.  vont  en  augmentant  à mefure  que  les  points  d’attouche- 
ment s’éloignent  du  fommet  A de  la  parabole.  Donc  il  fautné- 
cefiairement  qu’il  fe  trouve  quelque  tangente , telle  que  QXS  , 
qui  faffe  avec  l’ordonnée  XF  un  angle  QXF,  plus  grand  que  l’an- 
gle que  la  ligne  RT  fait  avec  la  même  ordonnée  5 or,  en  ce  cas 
les  droites  QXS,  RTS  n’étant  pas  paralelles,  fe  couperont  en 
quelque  point  S , & ce  point  fera  hors  de  la  parabole , à caufe 
que  QXS  eft  tangente  ; donc  la  ligne  RT  qui  entre  dans  la  pa- 
rabole en  R,  & qui  viendra  couper  la  tangente  QXSen  S,  doit 
néceftTairement  couper  la  parabole  en  un  autre  point  T. 

6^8.  Définition.  Toute  ligne  DK  paralelle  à l’axe  AB 
( 39^-  ) J fe  nomme  Diamètre  de  la  parabole , à caufe  qu’on 

peut  toujours  trouver  une  infinité  de  lignes  paralelles  entr’elles, 
& terminées  de  part  & d’autre  à la  courbe  , lef^elles  feront 
coupées  chacune  en  deux  également  par  la  ligne  t>K , comme 
il  fera  démontré  plus  bas. 

(Î49.  Proposition  CXXV.  AB  (Fig.  jp7. )««  diamè- 
tre PR , & leurs  tangentes  AP , NT  aux  fommets  A,  N étant  donnés, 
/f  triangleTOA  fait  par  ces  tangentes  & F axe , eji  égal  au  triangle 
PON fait  par  les  mêmes  fanantes  & le  diamètre. 

Les  triangles  rectangles  TOA , PON  font  femblables , à caufe 
de  l’angle  aigu  PNT,  égal  à fon  alterne  NTA;  mais  en  menant 
du  point  N l'ordonnée  NB  à l’axe,  on  aPN  = AB,  & nous  avons 
aufti  AB  = AT  (N.  ^41.  ) ; donc  le  côté  AB  étant  égal  au  côté 
AT , les  deux  triangles  font  non-feulement  femblables,  mais  en- 
core égaux. 

O.  Corollaire.  Le  reèlangle  PANB  fait  par  la  tangente  PA  , 
df  t ordonnée  NB , avec  F axe  df  le  diamètre  eft  égal  au  triangle  NTB 
fait  par  t autre  tangente  avec' [ ordonnée  NB,  &fà  foutat^ente.  Car 
fi  à chacun  des  triangles  égaux  TOA,  PON,  on  ajoute  le  qua- 
drilatère OANB,  on  aura  PANB  — NTB. 
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tfj'i.  Cette  Propofition  & fon  Corollaire  font  le  fondement 
de  prefque  tout  ce  que  nous  allons  dire,  6c  par  conféquent  il 
faut  y faire  attention.  Il  faut  aulTi  remarquer  que  les  tangentes 
NT,  AP  comprifes  entre  l’axe  6c  le  diamètre  font  coupées 
chacune  également  au  point  O;  car  les  triangles  TOA  , PON 
femblables  6c  égaux  donnent  NO  = OT,  6c  PO=  OA. 


tfya.  Proposition  CXXVI.  L'axe  AB  (Fig.  398.  )«« 
'diamètre  PR  & leur  tangente  AP  , NT  aux  femmets  A , N étant 
donnés , Ji  d'un  point  quelconque  S pris  fur  la  courbe  on  mene  deux 
droites  ZSX , CD , paralelles  aux  tangentes , il fe  fermera  deux 
(riangleSy  l’un  SZD  avec  taxe,  & t autre  CSV  avec  le  diamètre; 
dr  je  dis  1°.  ^ue  le  triangle  SZD  fait  par  les  paralelles  tr  taxe 
ejî  égal  au  reÛangle  PADC  fait  par  la  tangente  de  t axe  & fapa- 
raleile  entre  t axe  & le  dittmètre.  2®.  pue  le  triangle  CSV  fait  par 
les  mêmes  paralelles  & le  diamètre  yl  égal  au  paralellogramme 
NTZV  fait  par  la  tangente  du  diamètre  & fa  paralelle  comprifes 
entre  t axe  & le  diamètre. 


Commençons  par  le  triangle  fait  avec  l’axe  ; mais  auparavant 
il  faut  remarquer,  1°.  Que  le  point  d’où  l’on  mene  les  para- 
lelles peut-être  pris  entre  le  diamètre  6c  l’axe  comme  le  point  S, 
ôc  alors  le  triangle  fait  pat  les  paralelles  6c  Paxe  eft  ZSD , 2®. 
_Que  ce  point  peut  être  pris  en-delà  du  diamètre  comme  le 

fointX,  au^el  cas  le  triangle  parles  paralelles  XZ,  XB,  ôc 
axe  eftZXB;  3®.  enfin,  que  ce  point  peut  être  pris  au-delà  de 
t'axe  comme  le  point  E,  6c  alors  le  triangle  fait  par  les  para- 
lelles DC,  DH,  6c  l’axe  eft  DEH.  Cela  pofé. 

Si  le  point  eft  en  S , je  fçais  que  le  triangle  TNQ  eft  égal  au 
reêlangle  PAQN  {N.  6jo);  or  à caufe  des  paralelles  NT, 
SZ  ôc  NQ,  SD,  ces  deux  triangles  font  femblables  6c  font 
entr’eux  comme  les  quartés  de  leurs  côtés  homologues  NQ , 

SD;  donc  TNQ,  ZSD  ::  NQ,  SD;  mais  NQ,  SD  étant 


■ ■■■  1 ' ■ i ' t 

ordonnées  à l’axe,  nous  avons  NQ,  SD  ::  QA,DA.  Donc 
TNQ,  ZSD  : : QA,  DA,  6c  multipliant  les  deux  dernier» 
fermes  par  la  même  grandeur  AP , nous  aurons  TNQ , ZSD 
; : Q A x AP , DA  x AP  ; or  Q A x AP  = PAQN  ôc  DA  x AP 
= PADC;  donc  TNQ,  ZSD  ::  PAQN,  PADC,  mais  TNQ 
P=PAQN;  donc  ZSD  = PADC. 

De  même  fi  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  eft  X,  le 
triangle  TNQ  eft  femblable  au  triangle  ZXB  fait  par  les  para- 
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Iclles  ZX,  XB  fie  l’axe;  donc  on  aura  encore  TNQ,  ZXB 

::  NQjirB  QA,  BA  ::  QAxAP,  BA  x AP  ::  PAON, 
PABRi  or  TNQ  = PAQN;  donc  ZXB  = PABR. 

Enfin  fi  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  eft  E,  le  trian* 
gle  TNQ  efi  encore  femblable  au  triangle  DEH  fait  par  les 
paralelles  fie  l’axe , à caufe  de  l’angle  aigu  NTH  égal  à fon  al* 

terne  THE  ; donc  on  aura  encore  TNQ , DEH  : : NQ  , DE 
::  QA,  DA  ::  QA  X AP,  DA  xAP  ::  PAQN,  PADC;  oc 
TNQ  = PAQN  ; donc  DEH  = PADC.  Ce  qu’il  falloir  i®. 
démontrer. 

Venons  au  triangle  fait  avec  les  paralelles  fie  le  diamètre  ;* 
1®.  Si  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  efi  S,  le  triangle 
efi  CSV  ; oc  je  dis  : le  triangle  TNQ  efi  égal  au  refilangle 
PAQN,  fie  retranchant  du  triangle  TNQ  , le  triangle  ZSD  , 
fie  du  refitangle  PAQN , le  reâangle  PADC  égal  au  triai^le 
ZSD,  comme  on  vient  de  voir  , il  refie  TNLZ  4-  SLQD 
= CDNQ , fie  retranchant  la  partie  commune  SLQD , il  refie 
TNLZ  = CSLN,  fie  ajoutant  de  parc  fie  d’autre  le  triangle 
NLV,  nous  aurons  TNVZ  = CSV. 

2®.  Si  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  efi  X , le  triangle 
fait  avec  les  paralelles , fie  le  diamètre  efi  VXR.  Or  nous  avons 
trouvé  ZXB  = PABR , retranchant  donc  du  triangle  ZXB  , 
le  triangle  ZSD,  fie  du  reâangle  PABR,  le  redangle  PADC 
= ZSD,  nous  aurons  SDBX  = CDBR,  fie  retranchant  la 
partie  commune  SDBRV,  nous  aurons  XVR  ==  CSV,  mais 
CSV  = NTZV  donc  XVR  = NTZV. 

3®.  Enfin,  fi  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  efi  E,  le 
triangle  fait  avec  les  paralelles , fie  le  diamètre  fera  EKC  ; or  le 
triangle  EDH  fait  par  les  mêmes  paralelles  avec  l’axe  efi  égal 
à PADC;  donc  le  triangle  EKC  = PAHK,  fie  retranchant  du 
fécond  membre  le  triangle  PNO,  fit  lui  donnant  en  fa  place 
le  triangle  TOA  = PON  (N.  549  ) nous  aurons  EKC 
= NTHK , ce  qu’il  falloir  en  fécond  lieu  démontrer. 

5^3.  Corollaire.  Toute  ligne  SX  paralelle  à me  tangent^ 
NT  iir  terminée  de  part  eir  autre  à la  courbe  ouraboliefue  ^ efl  di- 
vijie  en  deux  également  en  V par  le  diamètre  PR  ^ui  pajje  par  le 
point  attouchement.  Nous  venons  de  trouver  le  triangle  CSV, 
égal  au  triangle  XVR  {N.  5j2.  ) or  ces  deux  triangles  font 
femblables  à caufe  des  angles  oppofés  au  fommet  égaux,  fie 
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de  l’angle  aigu  VXR  dgal  à fon  alterne  VSCj  donc  les  côtés 
de  ce  triangle  font  égaux  , 6c  nous  avons  SV  = VX. 

Nota.  On  a donc  eu  raifon  de  dire  ( N,  548  ) que  toute  ligne 
FR  paralelle  à l’axe  eft  un  diamètre  ; car  en  quelque  point  N 
que  cette  ligne  coupe  la  courbe,  on  n’aura  qu’à  mener  une 
tangente  par  ce  point , 6c  des  paralelles  à cette  tangente  com- 
prifes  entre  la  courbe , & l’on  prouvera  toujours  que  PR  eft 
un  diamètre  ; d’où  il  fuit  que  tous  les  diamètres  font  paralelles 
à l'axe. 

5^4.  Corollaire  II.  Donc  Us  moitiés  de  toutes  Us  lignes  telles 
que  SV  paralelles  à une  tangente  NT  font  Us  ordonnées  du  diamètre 
PR  qui  pajfe  par  U point  d'attouchement  {N.  626.  ) 

dyy.  Corollaire  III.  Les  quarrés  des  ordonnées  à un  diamètre 
font  entr’eux  comme  Us  abfeijjes  de  ce  diamètre. 

Soit  le  diamètre  PR  ( Fig.  399.  ) l’axe  AB , les  tangentes  NT  y 
AP  St  les  droites  SM,  £H  ordonnées  au  diamètre  PR;  je 
prolonge  ces  ordonnées  jufqu’à  l’axe , St  des  points  S , £ je 
mene  des  droites  SI,  £L  paralelles  à la  tangente  AP.  Le 
triangle  ISM  fait  par  deux  paralelles  aux  tangentes  ôc  par  le 
diamètre,  eü  donc  égal  au  paralellogrammeNTOM  {N.  6^2.) 
ôt  par  la  même  raifon  le  triangle  LEH  e(l  égal  au  paralello* 
gramme  NTQH;  donc  ISM,  L£H  ::  NTOM , NTQHî 
mais  à caufe  de  la  fimilitude  des  triangles  ISM,  L£H,  nous 

avons  ISM, L£H  ::  MS,  HE;  donc  MS,  HE  ::  NTOM, 
PJTQH;  mais  ces  deux  derniers  termes  ou  paralellogrammes 
étant  entre  mêmes  paralelles  PR,  TB,  font  entr’eux  comme 

leur  bafes  NM,  NH;  donc  MS,  HE  : : NM,  NH. 

Proposition  CXX  VII.  Si  Fon  cherche  une  troiftéme 
proportionnelU  à une  Abfcijfe  NM  (Fig.  399.)  cFun  diamètre  PR 
elr"  â fon  ordonnée  MS , Us  quarrés  des  ordonnées  à ce  diamètre  fe- 
ront égaux  â leurs  Æfcijfes  multipliées  par  cette  troiftéme  propor- 
tionnelU. 

■ 1 

Nous  avons  MS,  HE  : : NM,  NH  (A".  5jy.)  ; nommant 
'donc  la  troKième  proportionnelle  x , St  multipliant  les  deux 

AblcilTes  par  la  même  grandeur  x , nous  aurons  encore  MS , 

HE.  ::  NMxjf.  NHx*;  mais  à caufe  de  la  proportion  con- 

— !■—  I 

pnue  ;i  NM.  MS.  nous  avons  MS  = NMx*,  c’efl-à-dirc 
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les  deux  antécedens  MS , NMx  a-  de  la  proportion  MS.  HE  :i 

NiMx;e.  NH  x .v  font  égaux  ; donc  les  deux  conféquens  HE  y 
NH  X :c  font  audi  égaux. 

(îj-y.  La  troifiéme  proportionnelle  à l’abfciOe  NM  , & à l’or- 
donnée MS  d’un  diamètre  PR , fe  nomme  le  Paramétre  de  ce  dia- 
mètre , à caufe  que  cette  projjortionnelle  multipliant  l’abfcilTe  , 
fait  un  produit  égal  au  quarrc  de  l’ordonnée,  de  même  qu’à  l’é- 
gard de  l’axe,  le  produit  de  l’abfcilfe  par  le  paramétre  eft  égal  au 
quarré  de  l’ordonnée. 

Corollaire  I".  Le  paramétre  et  un  diamètre  ayant  été  pris 
troifiéme  proportionnel  à une  abfcijfie  N M , dt*  d fin  ordonnée  MS , ejl 
auft  troifiéme  proportionnel  à une  autre  abfiijjè  quelconque  NH , & à 

fin  ordonnée  HE.  Car  nommant  ce  paramétré  x , nous  avons  HE 
= NH XX  [N.6<;6.)\  donc  : : NH. HE. x. 

<î  jp.  C O R O L L A 1 R E II.  Si  du  fommet  N d’un  diamètre  PR 
( Fig.  400.  )f  on  mene  une  ordonnée  NB  à taxe,  le  paramétre  du  dia- 
mètre PR  fera  fW  au  paramétre  de  taxe , plus  quatre  fois  F abfcijfe 
AB  de  cet  axe.  Du  fommet  A , je  mene  l’ordonnée  AR  au  diamè- 
tre PR;  ainfi  le  paramétre  du  diamètre  fera  une«roifiéme  pro- 
portionnelle à l’abfcifle  NR,  & à l’ordonnée  AR;  mais  à caufe 
des  paralelles  NT,  RA,  & NR,TA  ; nous  avons  NR  = TA, 
& AR  = NT  ; donc  le  paramétre  du  diamètre  fera  troifiéme  pro- 
portionnelle à la  moitié  TA  de  lafoutangenteTB, & àla tangente 

NT,  & par  conféquent . : TA.  TN.  x ; d’où  Je  tire  TN=:T  A x jf  ; 

mais  à caufe  du  triangle  reûangle  NTB  ; j’ai  TN  = NB-f-TB 

= ABx4AO-4-4TA  = TAx  4AO  -H4TA  ; car  TA  = BA' 

(N.  6^1.),  & par  la  propriété  de  la  parabole  NB  = AB  x 4AO 

=TA  X 4AO,  en  fuppofant  que  le  point  O foit  le  foyer  ; comparant 

■ ■■  » 

donc  enfemble  les  deux  valeurs  de  TN  ;j’aiTAxaf=TAx  4AO 

“i-^TA  ; & divifant  tout  par  TA,  le  quotient  eftAr=^4AO-+-4TA 
= 4AO-f-4AB,  c’eft-à-dire  le  paramétre  du  diamètre  PR  eft 
égal  à 4AO  ou  au  paramétre  de  1 axe , plus  quatre  fois  l’abfcifle 

AB. 

660.  Corollaire  III.  Si  du  fommet  N ^un  diamètre  PR 
( 400.  ) , mene  la  droite  NO  au  foyer , cette  droite fera  le  quart 

du  paramétre  du  diamètre  PR  , de  même  que  la  droite  AO  menée  d». 

fommet 
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fommet  de  f axe  au  foyer e[l  le  quart  du  paramétre  de  t axe. 

Je  mene  ia  dire£lrice  PQ  i ôc  j’ai  NO  = LB  = AB -4- LA^ 
c’eft-à-dire  NO  égal  à rabfciffe  AB  de  l’axe,  plus  le  quart  du  pa- 
ramétre de  cet  axe.  Mais  le  paramétre  du  diamètre  eft  égal  a 4 
fois  l’abfcifle  AB , plus  le  paramétre  ou  4L  A ( N.  5jp.  ) ; donc  le 
paramétre  du  diamètre  eft  quadruple  de  NO. 

65 1.  Corollaire  IV.  L’angle  ONT  fait  par  la  droite 
menée  du  fommet  N du  diamètre  PR  au  foyer  O , avec  la  tangente 
NT  égal  à F angle  XNR/a/r  par  la  même  tangente  avec  le  diamé~ 

tre  PR. 

Du  point  P où  le  diamètre  PR  coupe  la  dire£trice  ; je  mene  au 
foyer  la  droire  PO  i ainfi  la  tangente  NT  coupe  PO  en  Z en  deux 
également  ( N.  640.  ) , ôc  à caufe  des  triangles  femblables  6c  égaux 
PZN , TZO , j’ai  PN =TO  > mais  PN  = LB  = NO  par  la  conf- 
truélion  de  l^arabole  ; donc  NO  = TO;  ôc  par  conféquent  le 
triangle  NOT  étant  ifofcele,  l’angle  TNO  eft  égal  à l’angle  NTO  ; 
mais  celui-ci  eft  égal  à l’angle  XNR,  à caufe  des  paralelles  PR, 
TB  ; donc  l’angle  ONT  eft  égal  à l’angle  XNR. 

662.  Proposition  CXXVIII.  Deux  diamétrest  ou  taxe  & deux 
diamètres  étant  donnés  avec  leurs  tangentes  PO , OM  { Fig.  40 1 . ) , 
fi  ton  mene  d’un  point  et  attouchement  a f autre  la  droite  PM , & qu'on 
la  divife  en  deux  également  en  V , la  droite  OV  qui  pajjera  par  le 
point  y , & par  le  point  O où  les  deux  tangentes  Je  coupent , fera  le 
diamètre  de  la  droite  PM  & de  fes  paralelles. 

La  droite  PM  ôc  fes  paralelles  ont  néeeflairement  un  diamètre, 
car  les  tangentes  en  nombre  infini  qu’on  peut  mener  fur  tous  les 
points  de  l’arc  parabolique  PM,  étant  toutes  diverfement  incli- 
nées entr’elles  , il  faudra  bien  qu’il  y en  ait  quelqu’une  qui  foit 
paralelle  à la  droite  PM,  ôc  par  conféquent  du  point  d’attouche- 
ment de  cette  tangente,  menant  une  ligne  paralelle  à l’axe,  cette 
ligne  coupera  PM,  ôc  fes  paralelles  chacune  en  deux  également 
( N.  6yj.).  Si  l’on  veut  donc  que  la  ligne  OV  qui  coupe  PM, 
ne  coupe  pas  les  paralelles  à PM  aufti  en  deux  également  ; il  y 
aura  donc  quelqu’autre  ligne  qui  paflera  par  le  point  V , ôc  qui 
divifera  les  paralelles  en  deux  également , Ôc  cette  ligne  prendra 
fa  direfUon  ou  à droite  ou  à gauche  du  point  O où  les  tangentes 
PO,  MO  fe  coupent,  lequel  point  eft  entre  les  points  P,  M d’at- 
touchement ( N.  644.  ) ; fuppofons  donc  que  ce  foit  la  ligne  V L, 
du  point  L , fe  mene  la  droite  LP,  laquelle  coupera  la  parabole, 
à caufe  que  PO  qui  pafte  par  le  même  point  P eft  tangente  i ainfi 
Tome  /.  Q q q 
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FL  aura  une  partie  PE  dans  la  parabole.  Je  mene  une  droite  ST 
paralelleàPM,  & qui  coupe  PE  en  unpoint  R,  & je  prolonge 
ST  en  H.  Les  triangles  femblables  LPV , LRK. , donnent  PV, 
RK  : : VL.  KL  ; 6c  à caufe  des  triangles  femblables  LVM  , 
LKH , i’ai  VM.  KH  : : VL.  KL  , donc  PV.  RK  : : VM.  KH  î 
or,  PV=VM;  donc  RK  = KH, mais  SK  eft  plus  grand  que 
RK,  ôc  au  contraire  KT  eft  moindre  que  KH  ; donc  SK  eft 
plus  grand  que  KT , ôc  par  conféquent  la  droite  LV  qui  divife 
PM  en  deux  parties  égales  , ne  divife  pas  en  deux  également  la 
droite  ST  paralelle  à PM  » d’où  il  fuit  quelle  n’eft  pas  un  dia- 
mètre. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  toute  autre  ligne  qui 
paiïera  par  le  point  V,  ôc  qui  prendra  fa  direâion  entre  P ôc  O, 
ne  fera  pas  un  diamètre  ; donc  puifqu’il  doit  y en  avoir  un , il  faut 
néceffairement  que  ce  foit  la  droite  VO. 

66^.  Corollaire.  La  droite  VO  menée  du  point  O où  les 
tangentes  fc  coupent , fur  le  milieu  de  la  droite  PM  qui  joint  les 
points  d’attouchement  eft  paralelle  aux  diamètres  PZ,  MN  ; car 
tous  les  diamètres  d’une  parabole  doivent  être  paraielles  à l’axe 
( A^.  5^8 , J.  ) , ôc  par  confèquent  paraielles  entr’eux. 

66-i.  Remarque.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  ( N.  6^ç , 6$o  i 
ôc  5 J 2.),  à l’égard  de  l’axe  ôc  d’un  diamètre  peut  fe  démontrer 
auftl  à l'égard  de  deux  diamètres  par  le  moyen  de  la  PropoHuon 
précédente. 

Soit  par  exemple , les  deux  diamètres  PZ , MN  ( F/g.  402.  ) ^ 
ôc  leurs  tangentes  PT,  MD  qui  fe  coupent  en  O ; je  mene  la 
droite  PM,  que  je  divife  en  deux  également  en  Vj  je  mene  au/fi 
la  droite  VO  , laquelle  étant  un  diamètre  ( N.  662.  ) eft  paralelle 
aux  deux  diamètres  PZ , MN  ; du  point  P , je  mene  PN  paralelle 
à la  tangente  MD  , ôc  du  point  M la  droite  MZ  paralelle  à la  tan- 
gente PT,  Ôc  par  confèquent  PN  eft  ordonnée  au  diamètre  MN, 
ôc  MZ  eft  ordonnée  au  diamètre  PZ  ; ôc  la  figure  POMR  eft 
un  paralellogramme.  Or,  la  diagonale  PM  eft  divifée  en  deux 
également  en  V par  la  droite  OV  ; donc  cette  droite  OV  étant 
prolongée  doit  être  l’autre  diagonale,  6c  pafter  par  le  point  R.' 
Ainfi  à caufe  des  paraielles  PT,  ZM  les  paraielles  PZ,  OR,  TM 
font  égales  , c’eft-Vdire  OR  eft  égale  à chacune  des  droites  PZ, 
TM;  ôcà  caufe  des  paraielles  DM,.PN  la  droite  OR  eft  aulR 
égale  à chacune  des  droites  PD , NM  ; d’où  il  fuit  que  les  quatre 
lignes  TM , MN , PD , PZ  font  égales. 

] • 
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Donc  1*.  A caufe  de  TM  = MN , la  foutangente  TN  du  dia- 
mètre MN  eft  divifée  en  deux  également  au  foimnet  M de  ce  dia- 
mètre , & par  confèquent  elle  cft  double  de  rabfcifle  MN  , & à 
caufe  de  DP  = FZ , la  foutangente  DZ  du  diamètre  PZ  eA  dou* 
ble  de  l’abfcHTe  PZ. 

Donc  2°.  Les  triangles  DOP,  TOM  faits  par  les  tangentes  & 
les  diamètres  font  égaux , car  ces  triangles  font  femblables , & le 
côté  PD  éfl  égal  au  côté  TM. 

Donc 5°.  Le  triangle  PTN  fait  par  la  tangente  PT,  parla  fou- 
tangente TN  & par  l’ordonnée  PN  au  diamètre  MN  , eft  égal  au 
paralellogramnie  MNPD  fait  par  la  même  ordonnée  PN  & parla 
tangente  MD  du  même  diamètre  MN  comprifes  entre  les  deux 
diamètres.  Car  fi  à chacun  des  triangles  égaux  TOM , DOP  on 
ajoure  la  partie  commune  OPNM,  on  aura  PTN  = MNPD.  & 
on  démontrera  de  même  que  MDZ  = PZMl'. 

Donc  4®.  Si  d’un  point  quelconque  S (f/g.  403.)  pris  fur  la  cour- 
be , on  mene  XR  , LH  paralelles  aux  deux  tangentes  TP , MD, 
le  triangle  HSR  faits  par  les  deux  paralelles  avec  le  diamètre  MN, 
efiègal  au  paralellogramme  MDXR  fait  par  la  tangente  MD  de 
ce  diamètre,  6c  fa  paralellecomprife  entre  les  deux  diamètres.  Car 
menant  du  point  P l’ordonnée  PN , nous  aurons  TPN=MDPN  , 
comme  on  vient  de  voir  : or,  les  triangles  TPN , HSR  étant  fem- 
blables, nous  avons TPN.  HSR  ::  PN.  SR,  mais  PN,  SR  étant 

ordonnées  au  diamètre  AIN,  donnent  PN.  SR  MN.  MR, 
donc  TPN.  HSR  AIN.  MR  ; mais  les  paralellogrammes 
MNPD,  AIRXD  étant  entre  deux  paralelles,  font  entr’eux  com- 
me leur  bafe  MN.  MR,  donc  TPN.  HSR  ::  MNPD.  RXD, 
or  , TPN  = MNPD,  donc  HSR  = MRXD. 

Et  on  prouvera  de  même  que  l’autre  triangle  XSL  fait  par  les 
deux  paralelles,  6c  l’autre  diamètre  efi  égal  au  paralellogramme 
fait  pat  la  tangente  PT  de  ce  diamètre  , 6c  par  fa  paralelle  com- 
prifes entre  les  diamètres  ; car  de  l’autre  point  d’attouchement  M 
menant  l’ordonnée  AIZ  au  diamètre  PZ  ; les  triangles  femblables 
DMZ , XSL  feront  entr’eux  comme  les  quartés  de  leurs  bafes  ou 
des  ordonnées  MZ , SL , 6c  par  confèquent  comme  les  abfcilfes 
PZ,  PL,  ou  comme  les  paralellogrammes  PTMZ,  PTHL  qui 
font  dans  la  même  raifon  que  leurs  bafes  PZ,  PL,  à caufe  qu’ils 
font  entre  deux  paralelles  ; donc  on  aura  DMZ.  XSL  : : PTMZ, 
PTHL.  mais  DMZ  = PTMZ , donc  XSL  ==  PTHL. 

.Qqq^i 
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Et  on  prouvera  la  même  chofe  en  quelque  point  de  la  courbe 
que  foit  le  point  S. 

Corollaire.  Dans  la  parabole,  deux  tangentes  PT; 
DM  ( Fig.  403.  ) qui  fe  coupent  en  allant  aboutir  aux  diamètres  oppo- 
fés , fe  coupent  chacune  en  deux  parties  égales , car  les  triangles 
DOP , TOM  étant  femblables  ôc  égaux,  on  a PO  = OT  , & 
DO  = OM. 

666.  Proposition.  CXXIX.  Deux  diamètres  PZ,  MN(Fig; 

404.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  PT , MD , fi  fon  prend  fur  la 
courbe  deux  points  R,  S,  entre  les  deux  fommets  P ^ M , que  de  cha- 
cun de  ces  points  on  mene  des  droites  RL,  RC,  SH  ou  IH,  SE  ou  XE; 
paralelles  aux  tangentes,  le  trapezotde  QCES  fait  avec  le  diamètre 
AIN,  par  les  deux  paralelles  (^C, SK  qui  le  coupent,  ^ par  la  plus  pro- 
che HS  des  deux  autres,  efiégal  au  trapezotde  LRQH  fait  avec  lou- 
tre diamètre  PZ  par  les  deux  paralelles  QH , RL  qui  le  coupent , &, 
par  la  plus  proche  RC  des  deux  autres. 

A caufe  que  RC,  LN  font  paralelles  aux  tangentes,  nous  avons 
CRN  = NMDL  ( N.  <554.  ) & retranchant  de  part  fie  d’autre  la 
partie  commune  RBMN,nous  aurons  CBM  = BDLR;de  mê- 
me à caufe  des  droites  HI,SE  paralelles  aux  tangentes,  nous 
avons  ESI  = IHDM  , fie  retranchant  de  part  fit  d’autre  la  partie 
commune  SVMI , nous  aurons  EVM  = VDHS,  fit  par  confé- 
quent  CBM  — EVM  = BDLR  — VDHS  ; mais  CBM 
— EVM  = CBVE  ; donc  CBVE  = BDLR  — VDHS,  ou 
CBVE  H-  VDHS  = BDLR , fit  retranchant  de  part  fie  d’autre  la 
partie  commune  VDHS,  nous  aurons  enfin  CQSE  = HQRL. 

66~i.  Corollaire.  Si  on  ajoute  à chacun  des  trapezoïdes 
égaux  CQSE , HQRL  le  petit  paralellogramme  QRXS , nous 
aurons  CRXE  = HSXL , c’eft-à-dire  : le  trapezotde  CR.\E  fait 
avec  le  diamètre  MN  par  les  paralelles  RC , XE  qui  le  coupent , d" 
par  la  plus  éloignée  XL  des  deux  autres  paralelles  , efi  égal  au  trape- 
zoïde  HSXL_/à/>  avec  faune  diamènepar  les  paralelles  HS , LX 
qui  le  coupent  ,•  & par  la  plus  éloignée  XE  des  deux  autres. 

Nota.  Cette  propofition  fit  fon  Corollaire  font  d’une  grande 
utilité  dans  les  trois  ferions  coniques , comme  on  va  voir  dans  les 
propofitions  fuivantes  touchant  la  parabole , fit  dans  celles  que 
nous  donnerons  touchant  l’ellipfe  ôc  l’hyperbole. 

66S.  Proposition  eXXX.  Si  deux  droites  , RY  (Fig.4oy.’ 

405,  407.  ) qutfe  terminent  de  part  & d’autre  à la  courbe  parabolique, 
fe  coupent  dans  la  parabole , le  reilangle  SK  x KX  des  parties  inégales 
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de  la  première , ejl  au  reSlangle  RK  x KY  des  parties  inégales  de  la 
fécondé , comme  le  quarré  lé  O delà  tangente  du  diamètre  PB  delà  pre- 
mière , ejl  au  quarré  OM  de  la  tangente  du  diamètre  M V de  la fécondé. 
Il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  SX,  RY  coupent  toutes  les 
deux  Varc  parabolique  FM  compris  entre  les  deux  aiamétres  PB, 
MV  {Ftg-  4oy.)  ou  que  l’une  SX  (F/g.  ^06.)  coupe  l’arcPM,  fie 
l’autre  RY  ne  le  coupe  pas , ou  enfin  que  toutes  les  deux  SX, 
RY  ne  coupent  point  cet  arc  (F/g. 407.)  Dans  le  premier  cas 
( Fig.  4oy.  ) je  prolonge  les  lignes  SX,  RY  jufqu’à  la  rencontre 
des  diamètres  prolongés  en  E fie  L , fie  de  leurs  points  S , R qui 
font  fut  l’arc  PM , je  mene  les  droites  SH , RC  paralelles  aux 
tangentes , la  droite  SX  étant  coupée  en  deux  également  en  B 
par  Ton  diamètre,  fie  en  deux  inégalement  en  K,  nous  avons 

SK  X KX=SB  — KB  {N.  1^6.)  or,  dans  les  triangles  fembla- 

blesBSH,  BKL  nous  avons  SB.  KB  ::BSH,  BKL  ( A'’.  592.) 

donc~SB*  — : BSH  — BKL.  BSH  , ou"SB  — KB*. 

BSH  — BKL  :rSB.  BSH,  c’eft-à-dire,  SK  x KX.  KSHL 

: : SB.  BSH  ; mais  les  triangles  femblables  BSH , POD  donnent 

BS.*BSH  ::  *PO.  POD , donc  SK  x KX.  KSHL  : :"pd.  POD  , 

ou  SK  X KX.  PO  ; : KSHL.  POD.  Je  trouverai  par  un  raifon- 

nement  tout  femblable  que  RK  x KY.  OM  : : RCEK.  TOM  ; 

nous  avons  donc  d’une  part  SK  x KX.  PO  ::  KSHL.  POD , fie 

de  l’autre  RK  x KY.  OM  ::  RCEK.  OMT  ; or,  à caufe  de 
KSHL  = RCEK  ( N,  66-,.  ) fie  de  POD  = OMT  ( N.  664.  ) la 
derniere  raifon  KSHL  , POD  de  la  première  proportion  eft  éga- 
le à la  demiere  raifon  RCEK,  OMT  de  la  fécondé  proportion, 
donc  les  deux  premières  raifons  de  ces  proportions  font  égales , 

& partant  SK  x KX.  OP*::  RK  x KY.  ÔÂï,  ou  SK  x KX 

RK  X KY  ::"PO.  OM*. 


Dans  le  fécond  cas  ( Fig.  406)  je  prolonge  XS  en  E,  fie  des 
points  S , X je  mene  les  droites  SH , XZ  paralelles  à la  tangente 
DM  ; je  mene  aufii  du  point  R la  droite  RC  paralelle  à la  tan- 
gente PT,  fie  du  point  Q la  droite  QL  paralelle  à la  tangente 
dm.  Cela  fait  je  trouverai  en  raifonnant  comme  ct-delTus  SK 

Q qq«j 
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X KX,  XKFZ  : : Y’b,  XBZ  : :To,  POD  oi^KxKX,To 

XKFZ  , POD  , & de  même  RKxKY,  MO  ::  RCEK, 
MOT  i or  POD  = M O T > fi  je  prouve  donc  que  XKFZ 

= RCEK,  nous  aurons  SK  x KX,  RK  x KY  : : PO.  MO. 
Or  pour  le  prouver  J’obferve  d’une  part  que  XKFZ=XBZ 

— KBF  , 6c  qu’à  caufe  de  l’ordonnée  XS  divifée  en  deux  éga- 
lement en  B , les  triangles  (cmblables  XBZ,  BHS  font  égaux  ; 
donc  XKFZ=B1IS — KBF  ; mais  à caufe  des  droites  SH, 
SB  paralellcs  aux  tangentes,  nous  avons  BHS=PTEB(iV.  6 4.) 
Donc  XKFZ=P'i  EB  — KRFi  d’autre  part  la  partie  RGBK 
du  trapezoïde  R CEF  efi  égale  au  triangle  RGF  moins  le  trian- 
gle KBF;  or  à caufe  de  l’ordonnée  RQ  divifée  en  deux  égale- 
ment en  G,  les  triangles  (emblables  RGF,  GQL  font  égaux; 
donc  RGBK=QGL — KBF;  mais  à caufe  des  droites  QL, 
QG  paralellcs  aux  tangentes,  nous  avons  GQL  = PTCG 
(A'.  66<^.)  donc  RGBK=FTCG  — KBF,  6t  ajoutant  de  part 
& d’autre  la  partie  commune  GCF.B,  nous  aurons  RCËK 
=P1EB — KBF;  mais  nous  avons  trouvé  XKFZ  = PTEB 

— KBF;  donc  RCEK=XKFZ. 

Dans  le  troifiéme  cas  ( }ig.  407.  ) je  mène  des  points  R , S 
des  paralellcs  RC,  SH  aux  tangentes,  6c  des  points  Q,  F où 
ces  droites  coupent  la  courbe , je  mene  aufll  des  droites  QL,FE 
paralellcs  aux  tangentes.  Cela  fait  nous  aurons  comme  aupara- 
vant SKxKX,’PO  ::SHIK,  POD  6c  RKxKY,  ÔM, 
::  RCNK,  OMT,  6c  à caufe  de  POD  = OMT,  il  ne  refte 
qu’à  prouver  que  SHIK=RCNK,  ce  qui  donnera  SKx  KX, 

RKxKY,  PO,  MO.  J’obferve  donc  d’une  part  qu’à  caufe  de 
l’ordonnée  SF  divifée  en  deux  également  en  Z,  les  triangles 
femblablcs  ZSN,  ZEF  font  égaux;  or  à caufe  de  FE,  FZ  pa- 
ralelles  aux  tangentes,  nous  avons  ZEF'=MDHZ;  donc  ZSN 
s=MDHZ,  ôc  ajoutant  de  part  ôc  d’autre  la  partie  commune 
ZHIKN,  nous  aurons  SHIK=MDIKN.  D’autre  part  à caufe 
de  l’ordonnée  RQ  divifée  en  deux  également  en  G , les  triangles 
femblablcs  GRI,  HQG  font  égaux;  or  à caufe  des  droites  GL, 
GQ  patalellesaux  tangentes,  nous  avons  LQG=PTCG;donc 
GRI=PTCG,  ôc  ajourant  de  part  6c  d’autre  la  partie  commune 
GCNKI  , nous  aurons  RCNK=PTNKI  : mais  OMT=POD  ; 
donc  en  ajoutant  la  partie  commune  POMNKI , nous  aurons 
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PTNKI  = MDIKN;  donc  RCNK  = MDIKN;  mais  nous 
avons  trouvé  SHIK— MDIKN  > donc  SHIK=RCNK. 

66^.  Proposition  CXXXI.  Si  deux  lignes  AX,AZ  {Fig.  408.) 
qui  coupent  la  parabole  Je  coupent  en  un  point  A.  hors  de  la  parabole  y 
le  reÛangle  A A x AQ  de  la  première  AX  par  Ja  partie  extérieure 
AQ  efl  au  reélangle  AZxAS  de  la  fécondé  AA  par  fa  partie  ex- 
térieure AS)  comme  le  quart é FO  de  la  tangente  du  diamètre  FD  de 

la  première,  ejl  au  quatre  OM  de  la  tangente  du  diamètre  ME  de 
la  fécondé. 

Je  prolonge  les  droites  AX , AZ  jufqu’à  la  rencontre  des 
diamètres  en  C & H,  & des  points  Q,S  où  elles  coupent  la 
courbe,  je  mene  les  droites  QL , SE  paralelles  aux  tangentes, 
la  droite  QX  étant  divifée  en  deux  également  en  B , & la  droite 

QA  lui  étant  ajoutée,  nous  avons  AX  x AQ  = AB  — BQ 
( N,  148.);  or  les  triangles  BAH,  BQL  femblables  donnent 

Âb‘,¥q  : : ABH,  BQL5  donc"ÂB  — *BQ , Xb  ::  ABH 
— BQL,  ABH , c’eft-à  - dire  A X x A Q,  AB  : : A H L Q, 
ABH,  ou  AXx  AQ,  AHLQ  ::  AB.  ABH;  mais  les  trian- 
gles femblables  ABH,  OPD  donnent  AB , ABH  : : OP,  OPD  ; 

donc  AXxAQ,  AHLQ  ::"ÔP.  OPD  ou  AX  x AQ.  "ÔP. 
AHLQ.  OPD , & par  un  femblable  raîfonnement  nous  trou- 
verons AZ  X AS.  OM  : : ACES.  OMT,  mais  OPD=OMT. 

( N.  66q..  & AHLQ  = ACES  ( 666.)  donc  dans  les  deux 

dernieres  proportions  que  nous  venons  de  trouver,  la  raifon 
AHLQ , OPD  eft  la  même  que  la  raifon  ACES.  OMT , 6c  par 
conféquent  les  deux  autres  raifons  font  égales,  ôc  nous  avons 

AXx^.“ÔP::  AZxAS.  OM.  ou  AXx.  AQ.  AZxAS 
ÔF.~ÔM. 

570.  Proposition  CXXXII.  L'axe  A {Fig.  40p.)  urr 
diametre  PK  & leur  tangente  A Y , PT  étant  données  avec  f ordon- 
née PZ  menée  à F axe  du  point  d attouchement  P , je  dis  que  fi  du 
point  X on  mene  une  fecante  TS  qui  coupe  la  parabole  en^  £>■  S, 
Cr  t ordonnée  PZ  «j  N,  cette  fecante  fera  coupée  harmoniquement 
aux  points  R,  N. 

l5es  points  R > S je  mene  les  droites  MC,  BV  paralelles  à la.^ 
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tangente  AY , & les  droites  LE , SH  paralelles  à la  tangente 
TPV i enfin  du  point  X où  la  droite  SH  coupe  la  courbe,  je 
mene  XD  paralelle  à AY.  Les  triangles  femblables  BVT, 
MQT  donnent  BV , MQ  : : BT-  MT , & à caufe  des  triangles 
femblables  BST , MRT  nous  avons  BS  , MR  : : BT , MT. 

Donc  BV , MQ  : : BS , MR , fie  partant  BV , MQ  : : BS, MR  ; 
mais  les  triangles  femblables  BVT,  MQT  font  entr’eux  com- 
me les  quartes  BV,  MQ  de  leurs  côtés  homologues  BV,  MQ , 
fie  par  la  même  raifon  les  triangles  femblables  BSH,  MRL  font 

entr’eux  comme  BS , MR  ; donc  BVT , MQT  : : BSH , MRL , 
ou  BVT , BSH  : : MQT , MRL  , fie  nar  conféquent  BVT , 
BVT  — BSH  : : MQT,  MQT  — MRL,  c’eft-à-dire  BVT, 
TVSH  MQT,  TQRL;  mais  à caufe  de  l’ordonnée  au 
diamètre  XS  divifée  en  deux  également  en  O,  les  ttiangles 
femblables  KOS,  XDO  font  égaux,  fie  à caufe  des  droites 
XD,  XO  paralelles  aux  tangentes,  le  triangle  XDO  eft  égal 
au  paralellogramme  PTHO  ; donc  KOS  = PTHO  , fit  ajou- 
tant de  part  fit  d’autre  letrapezoïde  POSV,  nous  aurons  KPV 
s=  VTHS.  De  même  le  triangle  CRE  eft  égal  au  paralello- 
gramme PTLE,  fit  retranchant  la  partie  commune  PQRE, 
nous  aurons  CQP  = QTLR;  mettant  donc  dans  la  proportictfi 
trouvée  ci-deflus  BVT,  TVSH  : : MQT,  TQRL,  les  valeurs 
de  TVSH,  TQRL  que  nous  venons  de  trouver,  nous  aurons 
BVT,  KPV  ; : MQT,  CQP  ou  BVT,  MQT:  : KPV,  CQP. 
Mais  les  triangles  BVT,  MQT  font  entr’eux  comme  les  quar- 

rés  VT , QT  de  leurs  côtés  homologues,  fit  les  triangles  KPV , 

CQP  font  entr’eux  comme~VP,"QP;  donc^,  QT  : :“VP, 

QP)  fit  partant  VT,  QT!:  VP.QP  ou  QT, QP: : VT,  VP; 
mais  à caufe  des  paralelles  MR , ZP , BV , la  droite  TS  eft 
divifée  en  même  raifon  que  la  droite  VT;  donc  TR,  RN 
::  TS,  SN,fic  on  démontreioit  la  même  chofe  quand  même 
TB  feroit  un  diamètre. 

571.  Remarque.  De  cette  propofition  on  peut  en  tiret 
les  fuivanres.  1°.  L’axe  AB  (Fig.  410.)  une  tangente  TP  eSf* 
l’ordonnée  PR  étant  données',  Ji par  l^oint  T on  mene  MN para' 
telle  à PR  & deux  fecantes  TV,  Tï  également  éloignées  de  taxe^ 
je  dis  que  les  droites  QZ , XV  qui  pajjènt  par  les  points  où  les  fe- 
cantes 
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cantes  coupent  la  courbe , pajferom  par  le  point  R.  2®.  Pofant  toujours 
les  mêmes  chofes , fi  d’un  point  quelconque  M pris  fur  MN  on  mene 
une  droite  MV  qui  coupe  la  courbe  enii.&'W&  qui  pajfe  par  le 
point  R , cette  ligne  fera  coupée  harmoniquement  aux  points  X , R , 
V.  3°.  Pe/ant  toujours  les  mêmes  chofes , fi  d’un  point  quelconque  P 
( 4**0  pris  fur  MN  on  mene  deux  tangentes  PV , PX , à la 

courbe , ainfi  qu’il  fera  enfeigné  plus  bas , la  ligne  XV  menée  par 
les  points  d’attouchement  paffera  par  le  point  R.  4°.  Pofant  toujours 
les  mêmes  chofes,  fi  t on  prolonge  RP  en  H (Fig.  412.)  & que  d’un 
point  quelconque  H prieur  PH  on  mene  deux  tangentes  HQ , HZ 
â la  courbe , la  droite  ZQ  menée  par  les  points  d attouchement  paf~ 
fera  par  le  point  T.  Ces  propofitions  fe  ddmontrcnt  de  la  mê- 
me façon  que  nous  les  avons  démontrées  à l’égard  du  cercle 
( N.  300.  302.  303.  ôcc.  ) & fi  l’on  fe  donne  la  peine  de  relire 
ce  que  nous  avons  dit  dans  le  Chapitre  du  Cercle  touchant  la 
ligne  divifée  harmoniquement , on  en  déduira  fans  peine  d’au- 
tres propriétés  de  la  parabole. 

572.  Proposition  CXXXIII.  Deux  diamètres  PB  , MV 
(Fig.  413.)  étant  donnés  avec  leurs  tangentes  PT,  MD,  fi  ton 
mene  une  ordonnée  CA  â P un  des  diamètres , eêr  qu’on  la  prolonge 
jufquà  ce  qu'elle  rencontre  en  E la  tangente  DM  de  P autre  diamètre , 
le  reêlangle  CE  x EA  de  la  toute  CE  par  Pajoutée  EA  efi  au  quarré 

EM  de  la  partie  EM  de  la  tangente  DM  quelle  coupe  comme  le 

quarré  PO  de  la  tangente  du  diamètre  PB  efi  au  quarré  OM  de  la 
tangente  de  P autre  diamètre. 

Du  point  A je  mene  LX  patalclle  à la  tangente,  6c  par  con- 
féquent  en  fuivant  le  raifonnement  que  nous  avons  fait  ci-deflus 

( N,  66p.)  j’ai  EC  x EA,  EDLA  ::  PO,  POD;  or  à caufe 
des  droites  XL , AN  paralelles  aux  tangentes , nous  avons 
NAX  =MDLX;  donc  en  retranchant  la  partie  commune 
MEAX,  nous  aurons  ENM  = EDLA,  mais  nous  avons  aufiî 
POD=MOT  {N.  654.)  mettant  donc  dans  notre  prcmortion  les 
valeurs  de  EDLA  ôc  de  POD,  nous  aurons  EC  x EA.  ENM 

: : PO,  MOT,  ou  EC  x EA.  PO  : : ENM.  MOT  ; ôc  au  lie» 
de  ces  deux  derniers  triangles  qui  font  femblables , mettant  les 

- t a 

quarrés  EM , OM  de  leurs  côtés  homologues , nous  aurons  EC 

X EA.To  : : Ëîvî.  OM,  ou  EC  x EA.~ËM  : : PÔ‘.  ÔÎVÏ*. 

Tome  /.  . R r r 
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Si  la  droite  CA  ( Fig.  414  ) coupe  la  parabole  à un  point  A 
hors  de  l'arc  parabolique  PM  compris  entre  les  diamètres , je 
mene  AL  paralelle  à la  tangente  DM,  & du  point  Q où  cette 
paralelle  coupe  la  parabole , je  mène  QN  paralelle  à l’autre  tan- 
gente. Ainfi  j’ai  toujours  EC  x EA.  EDLA  : : PO.  POD  ; or 
les  triangles  femblables  AVX,  NQX  étant  égaux  à caufe  de 
l’ordonnée  AQ  divifée  en  deux  également  par  fon  diamètre 
MV,  ôc  le  triangle  NQX  étant  égal  au  paralellogramme 
AlpLX , nous  avons  AVX  = MDLX;  & ajoutant  départ 
& d’autre  la  partie  commune  MXAE,  nous  aurons  MVE 
= EDLA  ; mais  POD  = MOT  ; mettant  donc  dans  notre  pro- 
portion les  valeurs  de  EDLA  ôc  de  POD , nous  aurons  EC 

X EA.  MVE.'PO.  MOT,  ou  EC  x EA.To  : : MVE.  MOT, 
ôc  mettant  les  quartes  des  côtés  homologues  de  ces  deux  der- 
niers triangles , nous  aurons  EC  x EA.  PO  : : ME.  OM , ou 
EC  X EA.  AÏE.~PO.  ÔM. 

A^ota.  Ce  feroit  la  meme  chofe  fi  l’un  des  diamètres  étoit 
Taxe. 

Ô73.  Definitjos.  La  portion  ABC  ( Fig.  41  j.)  d’une  para- 
bole coupée  par  une  droite  AC  fe  nomme  Jegment  de  parabole  y 
la  droite  AC  en  eft  la  corde  ou  la  bafe.  Tout  triangle  AEC, 
ABC,  ôcc.  qui  a pour  bafe  la  bafe  AC  du  fegment,  ôc  dont  le 
fommet  eft  fur  l’arc  parabolique  ABC  fe  nomme  triangle  infait , 
ôc  celui  dont  le  fommet  eft  au  fommet  B du  diamètre  BR  de  la 
bafe  eft  le  plus  grand  -,  car  fi  à ce  même  point  B on  mene  la  tan- 
gente MN  qui  fera  paralelle  à l’ordonnée  ou  bafe  AC,  ôc  qu’en- 
tre ces  deux  paralelles  on  mene  la  perpendiculaire  BR,  il  eft 
aifé  de  voir  que  le  point  B eft  de  tous  les  points  de  l’arc  ABC 
celui  qui  eft  le  plus  éloigné  de  la  bafe , ôc  que  par  conféquent 
tous  les  triangles  inferits  ayant  même  bafe,  ceux  qui  n’auront 
pas  le  fommet  en  B feront  moindres  que  le  triangle  ABC,  à 
caufe  qu’ils  auront  moins  de  hauteur  ou  moins  de  diftance  du 
fommet  à la  bafe. 

^74.  Proposition  CXXXIV.  Deux  fegmens  APC,  BME 
( Pig.  415'j4><^>  4*  y-)  dune  même  parabole  ACE  étant  donnés  , 
fi  les  parties  PR , MV  des  diamètres  de  leurs  bafes  comprifes  dans 
tes  fegmens  font  égales,  les  plus  grands  triangles  inferits  dans  ces  mê~ 
mes  fegmens  font  égaux. 


I 
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Il  peut  arriver  que  les  bafes  AC  , BE  des  fegmens  fe  coupent 
dans  la  parabole  ( ou  quelles  fe  coupent  en  dehors 

en  X (T/g.  41 5.)  ou  quelles  fe  coupent  à un  point  de  la  courbe 
(/ig.417.) 

Si  les  bafes  fe  coupent  en  dedans  (F/g.  41  y.)  je  mene  les 
droites  AP,  EM,  ce  qui  donne  les  moitiés  APR,  EMV  des 
plus  grands  triangles  infcrits  à caufe  de  AR=RC  & de  EV=VP  ; 
ainfi  ce  que  nous  dirons  des  triangles  APR , EMV , fe  dira  des 
plus  grands  triangles  infcrits.  Des  foinmets  P , M’des  diamètres 
je  mene  les  tangentes  PO , MO  ôc  la  droite  PM  ; Je  mene  aufl! 
par  les  extrémités  & les  milieux  des  bafes,  les  droites  BC,  AE, 
KV  , & cette  derniere  ell  paralelle  à PM  à caufe  des  paralclles 
égales  PR,  MV;  enfin  par  le  point  O où  les  tangentes  fe  cou- 
pent & par  le  milieu  de  la  ligne  PM  qui  joint  leurs  points  d’at- 
touchement , je  mene  la  droite  OL , laquelle  cft  un  diamètre 
( A'.  662.  ) & par  conféquent  cette  droite  eft  paralelle  aux  deux 
diamètres  & coupe  aufil  en  deux  également  la  droite  RV  pa- 
ralelle  à PM.  Or  les  triangles  femblables  POM  , RXV  ayant  les 
bafes  PM,  RV  égales  font  égaux,  & partant  RX  = PO,  VX 

=MO,‘^  = PO  & VX=ÏVÎO,  d’où  il  fuit  que  RX.VX 

' i a 

: : PO.  MO  ; mais  à caufe  que  les  bafes  AC  , BE  des  fegmens 

fe  coupent  en  X , nous  avons  CX  x AX.  BX  x XE  ; : PO  MO 

(M  668.)  ou  CR  — XÏÎ.BV’— ICV  :;"PO.MO,  à caufe  des 
bafes  AC , BM  divifées  en  deux  également  en  R & V,  6c  en 

deux  inégalement  en  X ; donc  CR  — XR  : : BV  — XV  ; : RX. 

VX , ou  CR  — XR.  XR  : : BV  • — XV.  XV , & compofant 

CR  — W-+ÔCR.Xr.~BV — XV4ÔÏV.l^^  ce  qui  fe  réduit 

à“CR.3TR  : :~BV.  XV  ; d’où  l’on  tire  CR.  XR  : : BV.  XV, 
ce  qui  rend  paralelles  les  lignes  RV,  BC  ; or  CR  = AR  & BV 
= VE;  donc  AR.  XR  ::  VE.  VX,  & par  conféquent  les  li- 
gnes AE,  RV  font  paralelles;  ainfi  les  quatre  lignes  BC , PM, 
RV  , AE  font  paralelles  entr’elles  & coupées  en  deux  également 
ar  le  diamètre  OL,  ce  qui  fait  que  le  paralellogramme  PMVR, 
ie  trapezoïde  RVEA  & le  trapezoïde  PMEA  font  tous  divifés 
en  deux  également  par  le  même  diamètre  ; retranchant  donc 
de  ce  dernier  trapezoïde,  d’une  part  le  paralellogramme  PSIR, 

Btrrij  ' 
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6c  le  trapezoïde  RILA,  6c  de  l’autre  le  paralellogramme  MSIV 
= PSIR,  6c  le  trapezoïde  VILE  = RILA  ; il  reftera  PAR 
= MVE,  6c  par  conféquent  les  doubles  de  ces  triangles,  c’eft- 
à-dire  les  plus  grands  triangles  infcrits  dans  les  fegmens  APC , 
BME  font  égaux. 

Si  les  bafes  AC,  EB  des  fegmens  fe  coiment  en  dehors  en  X 
(FJg.416.  ) ; je  mené  les  droites  CB,  PM,  RV^  AE , 6c  la  droite 
OL  par  le  milieu  S de  PM , 6c  par  conféquent  la  droite  OL  étant 
un  diamètre  (‘A'i  662.)  eA  paralelle  aux  deux  autres  diamètres, 
6c  coupe  aufli  en  deux  également  la  ligne  RV  égale  ôc  paralelle 
à PM , à caufe  des  paralelles  égales  PR , MV.  De  plus  les  trian- 
gles femblables  POM,  RXV  ayant  leurs  bafes  PM,  RV  égales 

font  égaux , 6c  RX  =PO , VX^0M,‘RX  ='pO  , xV=ÔM  5 

d’où  je  tire  RX.  XV  : : PO.  OM  ; or , les  fecantes  AX , XE , 

donnent  AXxXC.  EXxXB  : :"PO.  ÎVÏO  (iV.55p.) , oulCR —CR. 

XV — BV  ::  PO.  MO,  à caufe  des  lignes  AC,  BE  divifées 

4 s — ■ t 

également  en  R,  V , 6c  des  ajoutées  CX,  BX;  donc  XR — CR. 
5ÏV— *BV  : ; RX.  XV . ou  XR— CR.  XR  : : 5ÏV— 'BV*.  5Ïv‘, 

6c  retranchant  de  chaque  conféquent  fon  antécédent , puis  com- 
parant le  rede  au  conféquent,  nous  aurons  XR — XR-i-CR.  XR 

: : XV— )ÏV-hBV*  3cV,  ce  qui  fe  réduit  à XR.  CR  : : XV.  BV\ 
donc  XR.  CR  ::  XV.  BV,  ôcpar  conféquent  les  lignes  CB,RV 
font  paralelles.  Or,  RC=  AR,  6c  VB  = EV;  donc  XR.  AR. 
XV.  VE , ce  qui  rend  auffi  les  droites  RV,  AE  paralelles  ; ainfi 
les  quatre  lignes  CB,  PM,  RV,  AE  font  paralelles  6c  divifées 
chacune  en  deux  également  par  le  diamètre  OL,  d’où  il  fuit  que 
le  paralellogramme  PMVR , letrapezoïde  RVAE,  6c  le  trape- 
zoïde PMAE  font  aulTi  divifés  chacun  en  deux  également  par  le 
même  diamètre.  Retranchant  donc  de  ce  dernier  d’une  part 
PSIR,  ôc  RILA,  ôc  de  l’autre  SMVI=PSIR,  6c  VILE=RILA, 
il  reftera  PAR=MVE. 

Enfin,  fi  les  bafes  AC , BE  des  fegmens  fe  coupent  à un  point 
de  la  courbe  ( Fig.  4 1 7.  ) , je  mene  les  droites  PM , RV , AE  les- 
quelles font  paralelles  entr’ellcs,  car  PM  eft  paralelle  à RV,  6e 
à caufe  de  CR.  CA  : : BV.  BE,  la  droite  RV  eft  paralelle  à AE; 
menant  donc  le  diamètre  OS , 6c  achevant  le  rew , comme  cl- 
deffuj,  on  trouvera  APR= MVE. 
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6~j^.  Problème.  Une  parabole  {Fig. ^i8.)  étant  donne'e  , 
trouver fon  axe,  fin  paramétre  & finfo^er. 

Je  mene  plufieurs  lignes  paralelles  AN , QD , &c.  qui  fe  ter- 
minent de  part  & d’autre  à la  courbe  ; je  les  divife  chacun  en 
deux  également  en  R,  S,  ôcc.  & par  les  points  de  divilion^  je 
fais  palTer  une  ligne  droite  SH , laquelle  fera  le  diamètre  des  pa- 
lalelles  ; ainil  H ce  diamètre  eft  perpendiculaire  fur  fes  ordon- 
nées , il  fera  l’axe  cherchée  ; mais  fi  cela  n’eft  pas , du  point  H où 
ce  diamètre  coupe  la  courbe , je  mene  HG  perpendiculaire  fur 
HS , & coupant  HG  en  deux  également  en  X ; j’éleve  la  perpen- 
diculaire XB,  quiefi  l’axe  demandé;  car  HG  doit  avoir  un  dia- 
mètre qui  la  coupe  en  deux  également^  & ce  diamètre  doit  être 
paraleile  au  diamètre  HS  ; or , nulle  autre  ligne  que  XB  ne  peut 
avoir  ces  conditions.  Donc,  6cc. 

L’axe  étant  trouvé , je  mene  en  H la  droite  HT  paraleile  aux 
ordonnées  RN  , SD , ôcc.  du  diamètre  HS  , 6c  par  conféquent 
HT  fera  tangente  en  H ; du  point  H,  je  mene  HZ  perpendicu- 
laire (ùr  HT , ôc  la  fouperpendiculaire  XZ  eft  égale  à la  moitié 
do  paramétre  {N.  Ô4J.)  ; donc  le  double  de  cette  droite  efi  le 
paramétre  de  l’axe  , 6c  prenant  le  quart  de  ce  paramétre,  6c  le 
portant  de  B en  O , le  point  O eft  le  foyer. 

Ou  bien  je  fais  enH avec  la  tangente  TH,  l’angle  THO  égal 
à l’angle  EHS  que  cette  tangente  fait  avec  le  diamètre  HS , Ôc 
le  point  O où  la  droite  HO  coupe  l’axe,  eft  le  foyer  ( N.  661.), 
& par  conféquent  BO  eft  le  quart  du  paramétre. 

Ou  bien  encore  parle  fommet  B de  l’axe,  je  mene  la  droite 
BL  perpendiculaire  à l’axe  ; je  divife  l’angle  droit  XBL  en  deux 
également  pat  la  ligne  BV , 6c  du  point  V où  cette  ligne  coupe 
la  parabole,  je  mene  l’ordonnée  VM , laquelle  eft  égale  au  para- 
métre, car  l’angle  XBL  étant  droit,  fa  moitié  XBV  eft  de 
degrés  ; donc  dans  le  triangle  reâangle  BMV , l’autre  angle  aigu 
BVM  eft  aufll  de  4;  degrés  , 6c  par  conféquent  ce  triangle  eft 

ifofcele  6c  MV  = BM  ; d’où  il  fuit  que  MV=MB=MB  x MB  ; 
mais  en  nommant  p le  paramétre  ; nous  avons  par  la  propriété 

de  la  parabole  MV  = MB  x p 5 donc  MB  xp  = MB  x MB , ôc 
partant  en  divifant  par  MB , nous  aurons  p = MB. 

Ou  bien  enfin  , je  cherche  une  troifiéme  proportionnelle  à une 
abfciife  quelconque  BX,  6c  à fon  ordonnée  XG,  6c  cette  troifié- 

R r t üj 
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me  proportionnelle  que  je  nomme  p fera  le  paramétre , car  à caufe 

de  ::  BX.  Y^G.p,  nous  aurons  XG  = BXx/?. 

6"j6'  Définition.  Une  parabole  ABC  terminée  par  une  bafe 
AC  ( Fig.  419.)  étant  donnée , fi  pat  le  fommet  B , on  mené  la 
tangente  MN  , & par  les  extrémités  A , C de  fa  bafie,  les  droites 
AM,  CN  perpendiculaires  fur  MN , le  rettangle  AMNC  fe 
nomme  Reci angle circonferit ; la  figure  mixtiligne  AFBECNMefl: 
le  Complément  de  la  parabole  , & la  figure  mixtiligne  BECN  eft 
le  Complément  de  la  demi-parabole. 

(Î77.  Problème.  Mefurer  une  ABC  (Fig.  419.  ) , 

terminée  par  une  bafe  ou  double  ordonnée  AC. 

Je  décris  le  redanglc  circonferit  AMNC , ôc  les  deux  tiers  de 
ce  rectangle  font  la  valeur  de  la  parabole,  ce  que  je  démontre 
ainfi. 

Je  conçois  que  BN  foie  divifé  en  une  infinité  de  parties  égales 
BH , HL , &c.  fie  que  des  points  de  divifion  foient  menées  à la 
courbe  des  droites  HR  ,LV  ,ficc.  lefquelles  feront  les  élcmensdu 
demi-complément  BVCN  ; des  points  R , V , ficc.  je  mene  les 
ordonnées  SR,  TV  , ficc.  ainfi  les  élemens  HR  , LV,  ficc.  du 
demi-complement  feront  égaux  aux  abfcifles  BS,  BT, ficc.  & les 
diftanccs  BH,  BL,  ficc.  des  droites  HR, LV,  ficc.  au  fommet 
B du  demi-complement  feront  égales  aux  ordonnées  SR,  TV  , 
ficc.  mais  parla  propriété  de  la  parabole  , les  abfciifes  BS , BT, 
ficc.  font  entr’clles  comme  les  quarrés  des  ordonnées  SR , TV , 
ficc.  donc  les  élemens  HR  , SV , ficc.  feront  entr’eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  difiancesBH,  BL,  ficc.  au  fommet  B. 

Or,  félon  ce  que  nous  avons  démontré  ( N.  499.  ) , fi  l’on  cou- 
pe une  pyramide  par  une  infinité  de  plans  paralelles  à fa  bafe  , 
lefquels  feront  les  élemens  de  cette  pyramide , ces  plans  font 
entr’eux  comme  les  ouarrés  de  leurs  diilances  au  fommet  de  la 
pyramide;  donc  les  élemens  du  demi-complement  BVCN  font 
entr’eux  comme  les  plans  élémentaires  d’une  pyramide.  Mais  la 
fomme  des  plans  élémentaires  d’une  pyramide  efi  égale  à la  baie 
multipliée  par  le  tiers  de  fa  diflance  au  fommet  ( N.  J04.Î)  ; donc 
la  fomme  des  élemens  du  demi-complement  BVCN  eft  égale  à 
la  bafe  ou  plus  grand  élément  NC  multiplié  par  le  tiers  de  fa  diT 
tance  NB  au  fommet  B.  Or , NC  multiplié  par  NB  eft  le  reélan- 
gleBDCN,  6c  NCxjNB  en  eft  le  tiers  5 donc  la  fomme  des 
éle.mcns  du  demi-complement,  c’eft-à-dite le  demi-complement 
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lui-même  eft  égal  au  tiers  du  reâanglc  BDCN;  or,  fi  de  ce 
redlanglc  nous  retranchons  le  demi-complement , le  refte  eft  la 
demi-parabole  DBNC  ; donc  cette  demi-parabole  eft  égale  aux 
deux  tiers  du  redangle  BDCN,  & comme  on  démontrera  de  la 
même  façon  que  l’autre  demi-parabole  eft  égale  aux  deux  tiers 
du  retlangle  BDAM  ; il  s’enfuit  que  la  parabole  entière  ABC  eft 
égale  aux  deux  tiers  du  reclangle  circonferit  AMNC. 

67S.  Corollaire  1".  Si  le  reftanglc  circonferit  eft  un  , la  pa- 
rabole feraf , fie  le  triangle  ABC  fera^,  à caufe  qu’il  eft  la  moi- 
tié; ainfi  en  réduifant  tout  en  même  dénomination  , ces  trois  Fi- 
gures feront  entr’elles  comme  -f,  ou  comme  J . or, 
en  retranchant  de  la  parabole  le  triangle  ABC , le  refte  eft  la  va- 
leur des  deux  fegmens  AFBX,  BVCZ  pris  enfemble  ; donc  le 
reclangle  circonferit,  la  parabole,  le  triangle  inferit,  ôc  la  fom- 
me  des  deux  fegmens  font  entr’eux  comme  tf.  4.  3.  t , 6c  parcon- 
féquent  la  fomme  des  deux  fegmens  eft  le  -j-  du  rectangle  le  de  • 

la  parabole , 6c  le  y du  triangle;  d’où  il  fuit  que  le  feginent  BVCZ 
eft  aufti  le  ÿ du  redtangle  BNCD , le  ÿ de  la  demi  parabole  BDC, 

& le  y du  triangle  BDC. 

6-]^.  Corollaire  II.  Un  ferment  ABC  (Fig.  420.)  de  para- 
bole dont  le  dmmétre  BP  efl  incliné  fur  la  hafe  AC  aufi  les  deux 
tiers  du  paralcUopramme  circonferit , c efl-à-dire  du  paraletlogramme 
AMNC , dont  les  côtés  AM , NC  Jont paralelles  & égaux  au  diamè- 
tre BP.  Car  menant  les  élemens  HQ,  LV,  ôcc.  du  demi- 
complement  BNCV  paralelles  à la  bafe  NC  de  ce  demi-com- 
plement , 6c  les  ordonnées  QS,  TV , ôcc.  les  élemens  HQ,  LT, 
ôcc.  feront  égaux  aux  abfcilTes  BS,  BT , 6cc.  ôc  les  .parties  BH , 

BL , ôcc.  que  les  élemens  coupent  fur  BN  feront  égales  aux  or- 
données QS , VT , ôcc.  donc  les  élemens  HQ , LV  , feront  en- 
tr’eux comme  les  quarrés  des  parties  BH,  BL,  ôcc.  qu’ils  cou- 
pent ; or,  fi  du  fommet  B j’abailTe  la  perpendiculaire  BK  fur  la 
bafe  CN  prolongéç , les  élemens  étant  prolongés  couperont  cette 
perpendiculaire  en  £,  O,  ôcc.  en  même  raifon  qu’ils  coupent  la 
droite  BN  en  H,  L,  ôcc.  Ôc  par  conféquent  les  diftances  BE  , 

BO,  ôcc.  des  élemens  au  fommet,  feront  entr’elles  comme  les 
droites  BH,BL,  ôcc.  que  ces  élemens  coupent  ; donc  les  quarrés 
de  BE , BO  , ôcc.  feront  auffi  en  même  railon  que  les  quarrés  de 
BH,  BL,  ôcc.  ainfi  les  élemens  HQ,LV,  ôcc.  feront  entt’eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  diftances  BE,  BO , ôcc.  au  fommet 
B , ôc  partant  ils  feront  le  tiers  du  plus  grand  élément  N,C  mul- 
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tiplié  par  fa  diftance  6K , au  fommec  B , ain(i  qu’il  a été  démon- 
tré ci-defTus  ( IV.  6jj.  ) ; or,  le  redanglc  CN  x BK  cft  égal  au  pa- 
ralellogramme  PBNC  de  même  bafe  ôc  de  même  hauteur , donc 
la  fomme  des  élemens  HQ,  LV,ôcc.  c’eft-à-dire  le  demi-com- 
plement  BNCV  eftle  tiers  du  paralellogramme  PBNC,  & par 
conféquent  le  demi-fegment  PBC  eft  les  deux  tiers  de  ce  paralel- 
logramme ; d’où  il  eft  aifé  de  voir  que  le  fegment  entier  ABC  eft 
les  deux  tiers  du  paralellogramme  AMNC. 

680.  Corollaire  III.  Si  deux fegmens  ABC , DEF  ( Fig.  421.) 
d’une  même  parabole  ont  les  portions  fiP , RE  de  leurs  diamètres  corn- 
prifes  dans  ces  fegmens , é^es  entr  elles,  ces  fegmens  font  égaux.  Les 
plus  grands  triangles  ABC , DEF  inîcrits  dans  ce$  fegmens  font 
égaux  ( N.  (^74.  ) ; donc  les  paralellogrammes  circonfcrits  font 
égaux , puifqu’ils  font  doubles  des  triangles  ; or , les  fegmens  font 
les  deux  tiers  de  leurs  paralellogrammes  ( N.  6j$.)  j donc  ils  font 
égaux. 

58 1.  Problème.  Une  parabole  VH  AS  (Fig.  422.)  étant  donnée 
avec  fon  axe  AX , mener  deux  tangentes  PS , PV  d’un  point  P qui 
n’ejl  pas  fur  t axe. 

Du  point  P , je  mene  un  diamètre  PHR , qui  coupe  la  para- 
bole en  H ; je  mene  en  H la  tangente  HT , je  prens  l’abfcifle  HR 
égale  à PH , 6c  par  le  point  R , menant  au  diamètre  PR  l’ordon- 
née VS  qui  coupe  la  parabole  en  V 6t  S,  je  mene  de  ces  points 
les  droites  SP  , V,  qui  font  les  tangentes  demandées.  Car  à caulè 
que  la  droite  SP  eft  menée  de  l’extrémité  S de  l’ordonnée  RS  , 
& que  la  droite  PR  eft  divifée  en  deux  également  en  H ; il  eft 
clair  que  PR  eft  foutangente , ôc  que  ES  eft  tangente , 6c  par  la 
même  raifon  PV  eft  aufli  tangente. 

582.  Corollaire  D’un  point  extérieur  Y , on  ne  peut  mener 

Î\ue  deux  tangentes  à la  parabole.  Ce  qui  eft  évident , car  une  autre 
igné  qu’on  voudroit  mener  du  point  P pafleroit  ou  entre  les  deux 
points  V , S d’attouchement  ou  en  dehors  ; ainfi  dans  le  premier 
cas  elle  couperoit  la  parabole  ; 6c  dans  le  fécond  , elle  feroit 
toute  entière  hors  de  la  courbe  , 6c  ne  la  toucheroit  pas. 

583.  Corollaire  II.  Les  deux  tangentes  PS,PV  qu’on  peut 
mener  à la  parabole  d un  point  extérieur  P qui  n’ejl  pas  fur  [axe,  font 
néceffairement  inégales. 

Du  point  H , je  mene  l’ordonnée  HM  à l’axe.  Le  triangle 
XHR  étant  reêtangle  en  H , l’angle  HRX  eft  aigu  , ôc  fon  angle 
de  fuite  HRV  cft  obtus.  Or,  les  deux  triangles  PRS,  PRV  ont 

le 
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le  côtëPR  commun , le  côté  RS  égal  au  côté  RV  ; mais  l’angle 
compris  PRS  eft  moindre  que  l’angle  compris  PRV  ; donc  la 
bafe  PS  eft  moindre  que  la  bafe  PV. 

68^.  Corollaire  III.  yJu  contraire  les  deux  tangentes  TH,  TL’ 
quon  peut  mener  d’un  point  T pris  fur  { axe,  font  égales.  Car  prenant 
fabfciffe  AM  égale  a TA,  & menant  la  double  ordonnée  HL  , 
les  deux  tangentes  pafleront  par  les  points  H,  L,  & à caufe  que 
les  triangles  rcâangles  TMH,  TML  , ont  le  côté  TM  commun, 
& le  côté  HM  égal  au  côté  ML  •,  il  eft  clair  que  le  troifiéme  TH 
eft  égal  au  troifiéme  TL. 

68^.  Definitios,  Deux  paraboles  ABC , (F/^.  42?.)  qui 

ont  des  paramétres  BR , difiérens , & qui  font  terminées  par 
des  bafes  AC  , ac,  font  dites  Semblables,  lorfqu’une  figure  quel- 
conque AMBNC  étant  infcrite  dans  l’une,  on  peut  en  infcrire 
une  lemblable  ambnc  dans  l’autre. 

686.  Problème.  Une  parabole  ABC  (Fig.  4;^?.  ) étant  donnée , 
décrire  avec  un  autre  paramétre  br,  une  autre  parabole  abc  femblable 
à la  parabole  donnée. 

Je  décris  une  parabole  dont  la  diftance  de  la  direârice  au 
foyer  foit  égale  à la  moitié  du  paramétre  br  ; cette  parabole  étant 
décrite,  fuppofons  que  la  ligne  desabfciftes  foit  la  droite  indéfi- 
nie bx  ; je  prens  une  quatrième  proportionnelle  au  paramétre 
BR  de  la  parabole  donnée  à fa  hauteur  PB,  & au  paramétre  br, 
& ponant  cette  quatrième  proportionnelle  fui  bx,àie  b tapi  je 
mene  par  le  point  p la  bafe  ac-,  èt.  je  dis  que  la  parabole  abc  ter- 
minée par  la  double  ordonnée  ou  bafe  ac,  eft  femblable  à la  pa- 
rabole donnée  ABC , terminée  par  la  double  ordonnée  ou  bafe 
AC. 


Car  foient  menées  dans  la  parabole  ABC,  la  double  ordonnée 
MN  & les  cordes  MB  , MA  , BN , NC  , je  divife  la  hauteur  bp 
en  t en  même  raifon  que  la  hauteur  BP  eft  divifée  en  T,  & me- 
nant par  le  point!  la  double  ordonnée  mn,  enfuite  les  cordes 
mb,  ma,  nb , ne , la  figure  infccite  ambnc  eft  femblable  à la  figure 
infcrite  AMBNC , ôc  par  conféquent  les  deux  paraboles  font  lèm- 
blables  ; ce  que  je  prouve  ainfi. 

— — « 

Par  la  propriété  de  la  parabole,  nous  avons  TN =TB  x BR  ; 
donc.::  TB.  TN.  BR,  & partant  TB.  TN  ::  TB.  BR  ( A^.3P3.)î 

de  même  dans  la  parabole  abc , nous  trouverons  tb.  m : : tb.  br  ; 

Tome  I,  ' • S s s 
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mais  nous  avons  fait  TB.  th  BP.  bp.  6c  BP.  bp  : : BR.  br\ 

donc  TB.  th  : : BR-  br,  ou  TB.  BR  wtb.  ht  ^ & pat  confié* 

qucnt  TB.  TN  : ; ib,  tn  -,  d'où  l’on  tire  TB.  TN  tb.  tn.  AinH 
les  deux  triangles  re£langles  BTN,  btn  font  fcmblables,  & par- 
tant le  triangle  entier  MBN  eft  fcmblable  au  triangle  entier  . 
mbn. 

Je  mene  les  droites  TC,  TA , fc,  ta,  Ôc  je  prouverai  aifément 
comme  ci-deffùs  que  PC.  PT  ::  pc.  ptj  & que  par  conféquent 
le  triangle  TPC  dî  fcmbable  au  triangle  tpc,  ce  qui  rend  auflî 
femblabies  les  triangles  ATC,  atc ; enfin  comme  à caufe  des 
triangles  femblabies  TPC , tpc  y nous  avons  TC.  te  ::  TP. 

6c  que  TP.  tp  : : BT.  bty  nous  aurons  TC.  te  : : BT.  bt  ; mais 
nous  avons  trouvé  BT.  bt  : : TN.  tn  ; donc  TC.  te  : : TN.  tn  ; 
or  à caufe  des  angles  droits  PTN  yptn,  8c  des  angles  égaux  PTC, 
ptcy  les  angles  CTN,  cm  font  aum égaux;  donc  les  deux  trian- 
gles CTN,  etn  font  femblabies,  puifque  les  côtés  TC  y te  ôc 
TN , tn  qui  comprennent  les  mêmes  angles  font  proportionnels  ; 
ôc  de-là  il  fuit  que  les  deux  autres  triangles  MTA , mta  font  auflî 
femblabies.  Ainfi  les  figures  inferites  AMBNC,  ambnt  étant 
compofées  d’un  même  nombre  de  triangles  femblable  chacun 
à chacun , font  femblabies  entr’elles. 

587.  Corollaire.  Les  paraboles  femblabies  font  entr'elles  comme 
les  quartés  de  leurs  bafes  ou  de  leurs  cotés  homologues.  Nous  avons 
trouvé  PC.  pc  : : PT,  pf,  z caufe  que  nous  avons  fait  PT. 
TB  ::  pt.  tb , nous  aurons  en  compofant  PT.  PB  : : pt.  pb , ou 
PI  . PB. Donc  VC.pc  : : PB.  pb  ; or  la  demi-parabole 
BPC  eft  les  deux  tiers  du  reûangle  PC  x PB,  6c  la  demi-parabole 
bpc  eft  les  deux  tiers  du  reûangle  pcxpby  6c  ces  deux  rectangles 
ayant  les  côtés  proportionnels , font  entr’eux  comme  les  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues  ; donc  les  deux  demi-paraboles , 6c 

{»ar  conféquent  les  deux  paraboles  font  comme  les  quarrés  de 
curs  côtés  homologues, 

d88.  Corollaire  II.  Toutes  les  paraboles  peuvent  être  femhla- 
bles.  Car  il  n’y  a qu’à  prendre  les  Anfeifles  BP,éi^  en  même  rai- 
fou  que  les  paramétres  BR , bty  de.  mener  par  les  points  ¥p  les 
bafes  AC,  ac. 

De  l'EllipJè  conftderéé  fur  un  Vlan  hors  du  Cenc. 
tf8p.  Problème.  Cor^ruire  une  Ellipfe. 
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Je  prens  deux  lignes  droites  AB,  CD  {Fig.  4^24.)  inégales 
entr’elles,  je  leur  fais  faire  un  angle  droit  enforte  qu’elles  fe 
coupent  l’une  & l’autre  en  deux  parties  égales  au  point  O.  De  ce 
point  pris  pour  centre  & d’un  rayon  égal  à la  moitié  OA  de  la 
plus  grande  des  deux  lignes,  je  décris  un  cercle  AEBH;  je 
prolonge  CD  de  part  & d’autre  jufqu’à  la  circonférence  du  cer< 
de  en  H & £,  & divifant  AB  en  plufieurs  parties  égales , j’éleve 
des  perpendiculaires  wN,  rT,  & qui  fe  terminent  de  part  & 
d’autre  a la  circonférence.  Cela  fait , je  commence  pat  le  demi 
cercle  AEB , 6c  je  cherche  une  quatrième  proportionnelle  au 
rayon  OE  à la  droite  OD  ôc  à la  perpendiculaire  MN  ; cette 
quatrième  proportionnelle  étant  trouvée , je  le  porte  fur  MN  de 
M en  R.  Je  cherche  de  même  une  quatrième  proportionnelle 
SV  aux  deux  OE,  OD  ôc  à la  perpendiculaire  ST  ; je  continue 
ainfi  à chercher  des  quatrièmes  proportionnelles  toujours  aux 
deux  lignes  OE , OD  ôc  à quelqu’une  des  perpendiculaires  du 
demi-cercle  AED , Ôc  je  fais  paflet  une  courbe  ARVDPB  par 
les  extrémités  des  quatrièmes  proportionnelles.  Je  fais  la  même 
chofe  à l’égard  du  demi-cercle  AHB,  ce  qui  me  donne  une 
courbe  ADBC  dont  la  ligne  AB  eft  un  axe  à caufe  qu’elle  coupe 
en  deux  également  toutes  les  droites  rR , hV  fur  lefquelles  elle 
eft  perpendiculaire , ôc  la  ligne  CD  eft  l’autre  axe,  parce  qu’elle 
coupe  auftl  en  deux  également  toutes  les  lignes  paralelles  à AB 

3ui  fe  terminent  de  part  ôc  d’autre  à la  courbe,  comme  nous 
émontrcrons  plus  bas.  Il  ne  refte  donc  qu’à  faire  voir  que  cette 
courbe  eft  une  Ellipfe,  c’eft  ce  que  je  démontre. 

Par  la  conftruûion  nous  avons  OE.  OD  : : MN.  MR.  ôc  OE. 


OD  ::  ST. SV;  donc  MN.MR  : : ST.  SV,ouMN.'ST  : : MR. 
SV , c’eft-à-dire  les  ordonnées  MR.  SV,  ôcc.  de  la  courbe  ADBC 
font  entPclles  comme  les  ordonnées  MN.  ST,  Ôcc.  du  demi- 
cercle  AEB,  ôc  par  conféquent  en  élevant  tout  au  quarré,  nous 

aurons  MR.  SV  : : MN.  ST.  mais  par  la  propriété  du  cercle 

MN  = AM  X MB  ôc'W=  AS  x SB  ; donc  MR’~SV  •:  •:  AM 
X MB.  AS  X SB , c’eft-à-dire  les  quarrés  des  ordonnés  MR , SV 
&c.  de  la  courbe  ADBC  font  entr’eux  comme  les  reûangles 
AM  X MB , AS  X SB , ôcc.  des  parties  de  l’axe  AB  qu’elles  cou- 
pent, ôc  par  conféquent  cette  courbe  eft  une  Ellipfe  {JV.  632.) 

ôpo.  Corollaire  I*'.  Le  quarré  dune  ordonnée  quelconque  MR 
au  grand  axe  AB  eji  au  re£f angle  AM  x MR  des  parties  de  t axe 
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quelle  coupe,  comme  le  quart  è du  axe  CD  ejl  au  quarré  du  grand 

axe  AB.  Les  droites  MR,  OD  étant  ordonnées  au  grand  axe, 

nous  avons  MR.  OD  : : AM  x MB.  AO  x OB  ( IV.  68p.  ) ou 

AIR.  AM  X MB  : : OD.  AO  x OB  ; mais  à caufe  de  AO=rOB, 

nous  avons  AO  x OB  = AO  ; donc  MR.  AM  x MB  ::  OD.  AO> 
or  OD  étant  le  demi  petit  axe,  ôc  AO  le  demi  grand  axe,  les 

quarrés  OD,  AO  de  ces  moitiés  font  entr’eux  comme  les  quar- 
rés  de  leur  tous  CD , AO 5 donc  le  quarré  de  l’ordonnée  MR  eft 
au  redangle  AM  x MB  , comme  le  quarré  du  petit  axe  CD  eft 
au  quarré  du  grand  axe  AB. 

6p  I . Définition.  Si  l’on  prend  une  troifiéme  proportionnelle 
au  grand  axe  AB  & au  petit  axe  CD  , cette  troifieme  proportion^ 
nelle  fe  nommera  Paramètre  du  grand  axe , 6c  fi  l’on  prend  une 
troifiéme  proportionnelle  au  petit  axe  CD  ôc  au  grand  axe  AB  , 
cette  troifiéme  proportionnelle  fe  nommera  Paramétre  du  petit 
a e. 

6$2.  Corollaire  II.  Le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  MR 
au  grand  axe,  eft  au  reSlangle  AMx  MB  des  parties  de  t axe  quelle 
coupe , comme  le  paramétre  du  grand  axe  \BeJt  à cet  axe.  Je  nomme 
P le  paramétre  du  grand  axe,  6c  j’ai  : : AB.  CD.  p {N.  6pi.'^ 

donc  AB.  CD  ::  AB.  ou  CD.  AB  ::  p.  AB.  Or  j’ai  MR 

AMx  MB  : : CD.  AB  ( N.  6po..)  donc  MR.  AMx  MB  : : p.. 
AB. 

dpj.  Corollaire  III.  Si  fur  Fune  des  extrémités  A du  grand' 
axe  AB  ( Fig.  ) on  éleve  une  perpendiculaire  AX  égale  au  pa- 
ramétre de  cet  axe , ù"  que  de  F extrémité  X de  cette  perpendiculaire 
F on  mette  une  droite  XB  d f autre  extrémité  B du  grand  axe , laquelle 
coupera  toutes  les  ordonnées  les  unes  en  dehors  de  F Ellipfi , er  les  autres, 
en  dedans , je  dis  que  le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  MR  eft 
égal  au  rehangle  de  F Abfcijfe  AM  par  MV,  ceft-à-dire  par  la  li- 
gne MV  perpendiculaire  fur  le  grand  axe  au  point  M.,  & comprife 

■ > 

entre  le  grand  axe  & la  droite  XB.  Nous  avons  MR.  AM  x MB 
: : AX.  AB.  (AF.  6p2.)  6ck  caufe  des  triangles  femblaWes  VMB, 
XAB,  nous  avons  VM.  MB  ::  AX.  AB,  ôc  multipliant  les  deux 
premiers  termes  de  cette  proportion  par  la  même  grandeur  AM; 
nous  aurons  VM  x AM.  AMxMB::AX.  AB;  donc  VM 

x' AM.  AM  xM  B : : MR.  AM  x MB  ; or  les  deux  conféquens 
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de  cette  proportion  font  égaux:  donc  VMx  AM  = MR. 

5p4»  Remarque.  Dans  la  parabole , le  quarré  d’une  ordonnée 
eft  toujours  égal  au  reâangle  de  fon  AbfcifTe  par  le  paramétre  ; 
dans  rEliipfe  le  quaré  de  l’ordonnée  au  grand  axe  eft  toujours 
égal  au  reûangle  de  fon  Abfcifle  AM  par  une  ligne  MV  moin- 
dre que  le  paramétre  de  cet  axe , & dans  l’hyperbole  nous  dé- 
montrerons dans  la  fuite  que  le  quarré  d’une  ordonnée  à un -axe 
eft  plus  granÿ  que  le  reftangle  de  rAbfcifle  par  le  paramétre  de 
cer  axe.  Or  c’eft  de  là  que  le  nom  de  Parabole , d’Ellipfe  & 
d’Hyperbole  font  venus  ; car  Parabole  en  Grec  fignifie  Egalité ^ 
Ellipfe  fignifie  Défaut , & Hyperbole  Excès. 

<îpy.  CoROLtAiRE  IV.  Les  ordonnées  SV,  XP  (Fig.  424.) 
au  grand  axe  Ali , également  éloignées  du  centre  O font  égales.  Par 
la  génération  de  l’Ellipfe  nous  avons  SV.  XP  : : ST.  XZ. 
( N.  58p.)  or  dans  le  cercle  AEBH  les  cordes  rT,  zL  égale- 
ment éloignées  du  centre  O font  égales:  donc  leurs  moitiés  ST, 
XZ.  font  aulli  égales,  & par  conféquent  SV  = XP. 

5p5.  Corollaire  V.  Toutes  les  lignes  comme  R2  (Fig.  425.) 
^ui  pajfent  par  le  centre  O d’une  Ellipfe , & qui  fe  terminent  de  part 
cb'  d'autre  à la  courbe , font  coupées  en  deux  également  au  centre  Oi 
De  l’un  des  points  R ou  la  droite  RZ  coupe  la  courbe  , je  mene 
l’ordonnée  RM:  je  prens  fur  l’axe  la  partie  OX  = OM  , & du 
point  X je  mene  la  droite  XZ  paralelle  à MR,  fans  m’embarrai^ 
1er  fi  le  point  Z où  elle  coupe  RZ  eft  fur  la  courbe , ou  s’il  n’y  eft 
pas.  Les  triangles  femblables  MOR , XOZ  ayanr  le  côté  MO 
égal  au  côté  ÜX  font  parfaitement  égaux,  6c  partant  RO=OZ 
& MR=ZX;  orMR,  ZX  font  également  éloignées  du  centre; 
donc  puifque  MR  eft  une  ordonnée  au  grand  axe  , la  droite  ZX 
doit  être  aulfi  ordonnée  au  même  axe  ( A^.  5py.)  6c  partant  le  point 
Z où  elle  coupe  ZR  eft  fut  l’Ellipfe,.  6c  ZR  eft  coupée  en  deux 
également  en  O. 

5p7.  Corollaire  VI.  Toute  ligne  comme  RP.  ( Fig.  427.  ) pa- 
ralelle au  grand  axe  AB,  eb"  qui  fe  termine  de  part  & d'autre  à la 
courbe  f ejl  coupée  en  deux  également  en  T par  le  petit  axe  CD.  Des 
points  R,  P où  RP  coupe  la  courbe,  je  mene  les  ordonnées 
MR  , PX  , lefquelles  étanrparalellcs  entre  les  paralelles  MX , RP 
font  par  conféquent  égales  entr’elles  ; ainfi  leurs  difiances  MO, 
OX  au  centre  O font  égales  (N.  5py.)  mais  à caufe  des  para- 
lelies  MR,  OD,  XP,  les  paralelles-MO,  RT  font  égales  de 
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même  que  les  paralelles  OX , TP;  donc  à caufc  de  MO=OX, 

nous  aurons  RT  = TP. 

<5p8.  Corollaire  VII.  Le  quarré  d’une  ordonnée  RT  au  petit 
axe  CD  eft  au  reil angle  des  parties  CT,TD  de  cet  axe  quelle  coupe ^ 
comme  le  quarré  du  grand  axe  AB  ejl  au  quarré  du  petit  axe  CD. 

Du  point  R je  mene  l’ordonnée  RM  au  grand  axe , & j’ai  MR. 

AM  X MB  : ; OD.  AO.  ( N.  5po.)  mais  à caufe  que  AB  eft  di- 
vifé  également  en  O & inégalement  en  M , nous  avons  AM 

xMB  = AO  — Mo,  ou  AMxMB  = AO  — RT  à caufe  de 
MO  = RT,  ôc  de  même  à caufe  de  MR  = OT,  nous  avons 

— ~ 1 I i 

MR  =r  OT  j mettant  donc  dans  notre  proportion  les  valeurs 
de  MR  & AM  x MB , nous  aurons  OT.  AO"  — RT  : : OD  AO, 
ou  OD.  OT  : : AO.  AO  — RT,  & par  conféquent  OD.  OD 

— OT  ::  AO.  AO  — AO-4-RT , ce  qui  fe  réduit  à OD.  OD 

— ’ÔT  : :"ÂO.'^ , ouÜT.'ÔD  — OT  :{Jo.  OD,  6c  com- 
me à caufe  de  l’axe  CD  divifé  également  en  O ôc  inégale- 
ment en  T , nous  avons  OD  — OT  = CT  x TD , nous  aurons 

enfin  RT.  CT  xTD  ::  AO.  CO , c’eft-à-dire  le  quarré  de  l’or- 
donnée RT  au  petit  axe,  eftaureâangle  CT  xTD  comme  le 
quarré  du  demi  grand  axe  au  quarré  du  demi  petit  axe , ou  com- 
me le  quarré  du  grand  axe  au  quarré  du  petit. 

ôpp.  Corollaire  VIII.  Donc  les  quarrés  des  ordonnées  au  petit 
axe  font  entreux  comme  les  re6langles  des  parties  de  cet  axe  qu'ils 
coupent.  Soient  les  deux  ordonnées  RT,  EF,  nous  aurons  donc 

^VCT  X TD  : :“ÂÔ‘.  OD*.  ôc”ËF*.  CF  x FD  : :~ÂO.  ÔD; 

donc  RT.  CT  X TD  CF  x FD , o^iTT .Ëf’:  : CTx  TD. 

CFxFD. 

7CO.  Corollaire  IX.  Donc  le  quarré  d’une  ordonnée  RT 
au  petit  axe  eft  au  rectangle  correfpondant  CT  x TD  comme  le 
paramétre  du  petit  axe  eft  au  petit  axe.  Ce  qui  fe  démontre  com- 
me nous  avons  fait  à l’égard  du  grand  axe  ( N.  692.  ) 

70 1 , Corollaire  X.  Sifur  tune  des  extrémités  D du  petit  axe(Fig. 
428.)  0»  éleveune  perpendiculaire  DX  égale  à fon paramètre,  Ù"  que 
du  po:  nr  X on  mene  à t autre  extrémité  C la  droite  CX , /?  quarré  d une 
ordonnée  quelconque  TP  au  petit  axe  eft  égal  au  produit  de  tabjcijfe 
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TD  parTH,  Ce  qui  fe  démontre  de  même  qu’à  Tégard  du  grand 
axe  ( N.  69  ) 

702.  Corollaire  XL  Si  f on  décrit  un  cercle  CXD  ( Fig.  42p.) 
autour  du  petit  axe  CD,  ce  cercle  fera  tout  entier  dans  l'Lllipfe. 
Car  menant  au  petit  axe  l’ordonnée  RT  qui  coupe  le  cercle  en 

X , nous  aurons  RT.  CT  x TD  : : AO.  OD.  Or  par  la  propriété 

du  cercle  CT  x TD  = XT  j donc  RT.  X F : : AO.  OD  ; mais 

AO  cft  plus  grand  que  OD,’  donc  RT  eft  aullî  plus  grand  que 

XT  J ainfi  le  point  X du  cercle  eft  vlans  l’Ellipfe , ûc  comme 
cela  arrivera  à l’égard  de  toutes  les  ordonnées  de  l’ellipre  & du 
cercle  CXD,  il  s’enfuit  que  ce  cercle  eft  inferit  dans  l’ellipfe. 

70J.  Corollaire  XII.  L’Ellipfe  efi  moyenne  proportionnelle  en- 
tre le  cercle  circonferit  AEBH y&  le  cercle  inferit  CXD  ( Fig.  42p.  ) 
Par  la  nature  de  l’ellipfe  toute  ordonnée  MS  du  cercle  circonf- 
erit AEBH  eft  à l’ordonnée  correfoondante  MN  de  l’ellipfe 
comme  le  rayon  OE  ou  la  moitié  OA  du  grand  axe  eft  à la 
moitié  du  petit  axe  ; d’où  il  fuit  que  la  femme  des  ordonnées  du 
cercle  circonferit  où  le  cercle  circonferit  eft  à la  fomme  des 
ordonnées  de  l’ellipfe  ou  à l’ellipfe,  comme  la  moitié  du  grand 
axe  eft  à la  moitié  du  petit  axe , ou  comme  le  grand  axe  au  pe- 
tit; ainfi  nous  avons  AEBH.  ADBC  ::  AB.  CD.  Or  comme 

nous  avons  RT.  XT  : : AO.  OD  {N.  699.)  ce  qui  donne  RT. 
XT  : : AO.  OD , il  eft  clair  que  la  fomme  des  ordonnées  au 
petit  axe  de  l’ellipfe , c’eft-à-dire  l’ellipfc  eft  à la  môme  fomme 
des  ordonnées  du  cercle  inferit,  c’eft-à-dire  au  cercle  inferit, 
comme  AO  eft  à OD , ou  comme  AB.  CD , & par  conféquent 
nous  avons  ADBC.  CXDV  ::  AB.  CD;  mais  nous  venons  de 
trouver  AEBH.  ADBC  : : AB.  CD  ; donc  AEBH.  ADBC 
: : ADBC.  CXDV. 

704.  Corollaire  XIII.  Les  ordonnées  MR,  SV,  &c.  ( Fig, 
4.50.  ) ^uart  tTEllipfe  AOD , vont  en  diminuant  à mefure  eju  el- 
les s'approchent  du  fommet  A dugrand  axe  .,&  fi  des  ordonnées  MN  , 
SX  , &c.  du  quart  de  cercle  circonfait  AOE  on  retranche  les  ordon- 
nées MN , SV,  &c.  les  refies  RN , VT , &c.  iront  aujfi  en  diminuant 
en  approchant  de  h.  feront  entfeux  comme  les  ordonnées  MR  , 
SV  , &c.  Par  la  nature  de  l’ellipfe  nous  avons  MR.  SV  : : MN. 
STî  mais  dans  le  cercle  AEBH , la  corde  «N  étant  plus  éloignée 
du  centre  O que  la  corde  tT  eft  moindre  que  iT  ; donc  fa  moitié 
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AIN  eft  auffi  moindre  que  la  moitié  ST  de  rT,  ôc  par  conféquent 
MR.  eft  auiTi  moindre  que  SV.  Maintenant  puifque  nous  avons 
MR.  SV.  ::  MN.  ST  ou  MR.  AIN  ::  SV.  ST.  nous  aurons 
aufll  MR.  MN — MR::  SV.  ST  — SV,  c’eft-à-dire,  MR. 
RN  ::  SV.  VT,  & partant  MR.  SV  ::  RN.  VT;  mais  AIR  eft 
moindre  que  SV , donc  RN  eft  moindre  que  VT. 

70J.  Corollaire  XIV.  De  toutes  les  lignes  RO , VO  &c. 
(Fig.  4JO.  ) quon  peut  mener  des  points  d’un  quart  AD  de  circonfé- 
rence d Elhpfe  au  centre  O , celles  qui  font  un  moindre  angle  avec  le 
grand  axe , À B , qui  par  conféquent  en  f ont  plus  proches  comme  RO 

font  plus  grandes  que  celles  qui  font  un  angle  plus  grand  avec  cet  axCf 
ou  qui  en  font  plus  éloignées  comme  V Ü.  Des  points  R,  V je  mene  les 
ordonnées  RM,  SV  au  grand  axe  , & je  les  prolonge  jufqu  a Ix 
circonférence  du  cercle  circonfcrit  en  N & T;  des  points  N, 
Tje  mene  au  centre  les  droites  NO,  TO  lefquelles  font  égales 

étant  rayons  du  même  cercle,  ainfi  NO  = TÔ.  Or,  le  triangle 
■ ■ 1 > — ' — 1 

reflangle  NM  ) doniv.  NO  = MO  MN , & à caufe  que  MN 

■ ■ » — a 

eft  divifé  en  deux  parties  en  R , nous  avons  MN  = MR  -+-2MR 

X RN  -4-  RN  ; donc  NO  = AlO  •+■  MR  -+-  2MR  x RN 

-4-RN  , dç  même  le  triangle  reélangle  TOS  donne  TO  = SO 

H-  ST , & à caufe  de  ST  divifé  en  deux  parties  en  V , nous  avons 

ST^"^*-»-  2SV  X VT-t-W,  & partant  TO  =^VsV 

-4“  2SV  X VT  -4-  VT.  Or , le  triangle  reélangle  RMO  donne 

RO  = MO  -4-  MR  , donc  ce  qui  manque  au  quarré  RO  pour 

être  égal  au  quarré  NO  eft  2MR  x RN  -1-  RN  ; de  même  le  trian- 

■ ■ ■■■»  ' % — ■ » 

gle  reêlangle  VSO  donne  VO  =SO  -1-SV , & par  conféquent 
ce  qui  manque  au  quarré  VO  pour  être  égal  au  quarré  TOeft 
2SV  X VT  -4-  VT.  Alais  MR  eft  moindre  que  SV  & RN  moindre 
que  VT,  (M704.  ) donc  le  défaut  2MR  x RN-4-RNcft  moin- 
dre que  le  défaut  2SV  x VT  -4-  VT.  Ainfi  il  manque  moins  à RO 
pour  être  égal  à NO  qu’il  ne  manque  à VO  pour  être  égal  à TO 

ou  NO,  & par  conféquent  RO  eft  plus  grtni  que  VO,  & RO  . 
plus  grand  que  V O.  jo6. 
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^o6.  CoROftAiRE.  XV.  Donc  de  toutes  les  lignes  KH  y VL  (Fig. 
4 J O.  ) ^ui  pajfent  par  le  centre  O , & qui  fi  terminent  de  part  & efau~ 
tre  à la  courbe  , les  plus  ^andes  fini  celtes  qui  font  des  angles  moin- 
dres avec  le  grand  axe.  Nous  venons  de  voit  que  RO  eft  plus  grand 
que  VO_^  or,  RH,  VL  étant  coupées  en  deux  également  au 
centre  O {N.  6^6.)  font  doubles  ae  RO,  VO,  donc  RH  eft 
aulTi  plus  grand  que  VL. 

707.  Corollaire  XVI.  Si  du  centre  O d'une  Ellipfi  ( Fig.  431.) 
dr  avec  un  rayon  OH  plus  grand  que  le  demi  petit  axe  OD , & moin- 
dre que  le  demi  grand  axe  OA,  on  décrit  un  cercle , ce  cercle  coupera 
i' Ellipfi , ne  la  coupera  qu’en  quatre  points  M , N , S,  R , par  lefi 

quels  on  peut  mener  deux  doubles  ordonném  MN , RS  au  grand  axe 
égales  entrellesy  & deux  doubles  ordonnées  MR  , NS  au  petit  axe  aujji 
égales  entr  elles,  i®.  Il  eft  évident  que  ce  cercle  doit  couper  l’Ellip- 
fe  , car  prenant  fur  le  grand  axe  la  partie  TO  égale  au  rayon  HO, 
la  circonférence  du  cercle  paflera  par  le  point  T,  & par  confé- 
quent  elle  ne  pourra  venir  du  point  H au  point  T , fans  couper  le 
quart  d’Ellipfe  AC.  2“.  Ce  cercle  doit  couper  l’Ellipfe  en  quatre 
points , car  de  même  que  le  point  H ne  peut  décrire  le  quart  HT 
de  circonférence , fans  couper  le  quart  AC  de  l’Ellipfe , de  même 
aulfi  il  ne  peut  décrire  l’autre  quart  de  circonférence  TE , fans 
couper  l’autre  quart  d’Ellipfe  AD,  & la  même  chofe  arrivera  à 
l’égard  des  deux  autres  quarts  d’Ellipfe  DB.  CB.  3®.  Le  point  H 
en  décrivant  le  quart  de  circonférence  HT,  ne  peut  couper  lo 
quart  d’Ellipfe  AC  qu’en  un  feul  point  M , car  s’il  le  coupoit  en- 
core en  un  autre  point  K , menant  des  points , M , K des  droites 
au  centre , ces  droites  MO , KO  étant  rayons  du  même  cercle  fe- 
roient  égales , & par  conféquent  de  deux  difFérens  points  M,  K 
d’un  quart  d’Ellipu;  AC , on  pourroit  mener  au  centre  O deux  li- 
gnes égales  MO,  KO  ce  qui  n’eft  pas  pofllble,  puifque  la  plus  pro- 
che KO  de  l’axe  AB,  eft  toujours  plus  grande  que  l’autre  MO 
( A'i  70 y.)  par  la  mêmeraifon  le  point  H en  décrivant  le  quart  de 
circonférence  TE,  ne  peut  couper  le  quart  d’Ellipfe  AD  qu’en 
un  feul  point  N,  & la  même  chofe  doit  fe  dire  des  autres  quarts 
DB,  CB  d’ellipfe,  donc  le  cercle  ne  peut  couper  l’ellipfe  qu’en 
4 points.  4°.  Le  point  T étant  le  plus  haut  point  du  quart  de  cir- 
conférence HMT , c’eft-à-dire  , le  plus  éloigné  du  diamètre  HE; 
fi  du  point  M où  ce  quart  de  circonférence  coupe  le  quart  d’Ellipfe 
AC  , je  mene  une  droite  MN  paralelle  au  diamètre  HE  , cette 
droite  coupera  le  cercle  en  un  autre  point  tel  que  N,  6c  fera  une 
Tome  J.  T 1 1 , 
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corde  , laquelle  fera  coupée  en  deux  également  e.t  P par  le  rayon 
OT  perpendiculaire  fur  le  diamètre  HE,  ainfi  nous  aurons  MN 
= aMP , mais  MP  étant  ordonnée  au  grand  axe  AO , la  double 
ordonnée  menée  du  même  point  M doit  être  auffi  aMP , donc 
cette  double  ordonnée  doit  être  égale  à MN , ôc  par  conféquentle 
point  N où  la  corde  MN  çoupe  le  cercle,  eft  le  même  que  le  point 
N où  la  double  ordonnée  au  grand  axe  coupe  le  quart  d’Ellipfe  / 
AP.  On  prouvera  de  même  que  la  ligne  qui  joint  les  points  N,S  eft 
une  double  ordonnée  du  petit  axe  que  celle  qui  joint  les  poi  nrs  SjR 
eft  une  double  ordonnée  au  grand  axe , ôc  que  celle  qui  joint  les 
points  R,M  eft  une  double  ordonnée  au  petit  axe  ; ainfi  à caufe 
des  paralelles  MN , RS  ,&  NS,  MR,  la  figure  MNRS  fera  un  pa- 
ralellogramme  reâangle , ôc  partant  les  deux  doubles  ordonnées 
MN  , RS  feront  égales  , de  même  que  les  deux  doubles  ordon- 
nées NS , MR  au  petit  axe. 

708.  Problème.  D'un  point  R pris  fur  uneEUipfe  ADBC  (Fig. 
^32.)  mener  une  tangente  à la  courbe. 

Du  point  R je  mene  une  ordonnée  au  grand  axe  AB , ôc 
cherchant  une  troifiéme  proportionnelle  OT  à la  diftance  OM 
du  centre  à l’ordonnée , ôc  au  demi  grand  axe  OA  , je  mene  par 
l’extrémité  T de  cette  proportionnelle  Ôc  par  le  point  donné  R la 
droite  TRY , laquelle  eft  la  tangente  demandée , ce  que  je  prou- 
ve ainfi. 

Je  décris  autour  du  grand  axe  le  cercle  AEBH  qui  fera  circonf- 
crit  à l’Ellipfe  ; je  prolonge  l’ordonnée  MR  jufqu’à  ce  quelle  cou- 
pe la  circonférence  du  cercle  en  N,  ôc  du  point  N menant  par  le 
point  T la  droite  NT  , cette  droite  touchera  le  cercle  en  N à caufe 
de  : : OM.  OA.  OT  ( N.  apa  ).  Je  prens  fur  l’axe  un  autre  point 
quelconque  S d’où  je  mene  une  droite  SX  paralelie  à MN , & qui 
coupe  la  tangente  TN  en  X ; la  circonférence  du  cercle  en  Z , la 
droite  TR  en  L ôc  l’Ellipfe  en  V 5 les  triangles  femblables  MNT , 
SXT  donnent  MN.  SX  : : MT.  ST , ôc  à caufe  des  triangles 
fembables  MRT , SLT,  nous  avons  MR , SL  : : MX*  ST  ; donc 
MN.  SX  MR.  SL,  ou  MN.  MR  ::  SX.  SL  ; or,  par  la  na- 
ture de  l’Ellipfe  , nous  avons  MN.  MR  : : SZ.  SV , donc  SX.  SL 
::  SZ.  SV.  Or,  à'eaufe  que  TN  eft  tangente  du  cercle  en  N,  la 
droite  SX  eft  plus  grande  que  l’ordonnée  SZ  de  ce  cercle,  donc 
SL  doit  être  plus  grand  que  SV,  ôc  par  conféquent  le  point  L de 
la  droite  TY  doit  être  hors  de  l’EUipfe,  ôc  comme  la  même  chofe 
arrivera  en  quelque  part  de  l’axe  où  l’on  prenne  le  point  S excep; 
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té  en  M , il  s’enfuit  que  TRY  ne  couche  l’ElJipfe  qu’en  R. 

Nota.  Que  fi  fur  les  extrémités  . A , B du  grand  axe  on  éleve 
des  perpendiculaires,  elles  feront  tangentes  de  l’Ellipfe  à caufe 
qu’elles  feront  tangentes  du  cercle  circonfcrit,fur  le  diamètre  du- 
quel elles  feront  perpendiculaires  , ôc  de  même  les  perpendicu- 
laires élevées  fur  les  cxtrémirés  du  petit  axe  feront  tangentes  , à 
caufe  que  le  petit  axe  efi  la  plus  grande  de  toutes  les  doubles  or- 
données au  grand  axe. 

70p.  Corollaire  I“.  Une  tangente  TR  (Fig.  ayant  été 
menée  à une  Etlipfe,  fi  on  la  prolonge  jufiju' à ce  quelle  coupe  le  petit 
axe  CD  en  Y , tr  que  du  point  a attouchement  on  mene  î ordonnée 
RQ  au  petit  axe,  on  aura  aujfi  OQ.  OD.  O Y. 

Je  décris  aurour  du  petir  axe  le  cercle  CHDF,  lequel  fera  infcrit 
dans  l'Ellipfe  , & du  point  E où  ce  cercle  coupe  l’ordonnée  QR, 
menant  la  droite  EY,  cette  droite  fera  tangente  du  cercle  > car 
d’un  autre  point  quelconque  P pris  fur  le  petit  axe  menant  paralel- 
lementà  QR  la  droite  PM  qui  coupe  la  tangente  TY  en  M , Tel- 
lipfe  en  N, la  droite  YE  prolongée  en  S,  & le  cercle  en  X,  les 
triangles  femblables  PMY,  QRY  donnent  PM.  QR  ::  PY.  QY, 
& à caufe  des  triangles  femblables  PSY , QEY  nous  aurons  PS. 
QE  : : PY.  QY . donc  PM.  QR  : : PS.  QE  , ou  PM.  PS  : : QR. 
QE  5 mais  par  la  nature  de  l’Ellipfe  nous  avons  PN.  PX  ::  QR. 
QE , donc  PM.  PS  : : PN.  PX  ; or , à caufe  que  TR  eft  tangente 
de  l’Ellipfe  en  R > la  droite  PM  eft  plus  grande  que  l’ordonnée  PN, 
donc  la  droite  PS  eft  aufli  plus  grande  que  PX  , & partant  le  point 

5 de  la  droite  YES  eft  hors  du  cercle  CHDF  ; & comme  la  même 
chofe  arrivera  par  tout  où  l’on  prendra  le  point  P excepté  en  Q , 
il  s’enfuit  que  la  droite  YE  eft  tangente  du  cercle  en  Ë , ôc  que 
par  conféquent  on  dmt  avoir  : : OQ.  OD.  OY.  ( N.  292  ). 

D’où  il  fuit  qu’un  point  R étant  donné  fur  une  Ellipfe  ( tig.  43  2. 
4ÎJ.)  il  eft  indifférent  de  mener  l’ordonnée  MR  au  grand  axe 
* ( Fig.  4 J 2.  ) ou  l’ordonnée  RQ  au  petit  axe  ( 43  J.  ) car  dans  le 

premier  cas  faifant  : : OM.  OA.  Oijle  point  T fera  le  point  par  of» 
il  faut  mener  la  tangente,  ôc  dans  le  fécond  feifanc  : : OQ.  OD.  ^ 
OY,  le  point  Y fera  le  point  d’où  la  tangente  devra  être  menée, 

6 cetre  tangente  fera  la  même  pour  l’un  ôc  l’autre  cas. 

710.  Corollaire  II.  Toutes  les  tangentes  quon  peut  mener  de 
tous  les  points  de  la  courbe  Elliptique  font  toutes  inclinées  entr  elles , & 
fe  coupent  entre  leurs  points  d attouchement, 
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Si  les  tangentes  TP,  VQ  {Fig.  434..  ) font  menées  de  part  & 
d’autre  de  l’axe , il  efl  clair  que  ces  lignes  étant  inclinées  fur  cet 
axe  font  inclinées  entr’elles , & qu’elles  doivent  fe  couper  en  un 
point  R entre  les  points  d’attouchement.  Et  ce  feroit  la  même 
chofe  fl  les  tangentes  étoieot  menées  de  part  fie  d’auue  du  petit 
axe  CD. 

Mais  fi  les  tangentes  TP  , VQ  {Fig.  43 y.)  font  menées  de  - 
deux  points  T,  V du  même  côté  de  Taxe,  je  mene  les  ordon- 
nées TM,  VN,  ainfi  par  rapport  à la  tangente  TP,  j’ai  ::  OM. 

■ ".a 

OA.  OP , ce  qui  donne  OM  x OP  = OA»  6c  par  rapport  à la  fé- 
condé j’ai  ON.  OA.  OQ  6c  ON  x OQ  = OA  ; donc  OM 
X OP  = ON  X OQ , d’où  je  tire  OM.  ON  : : OQ.  OP  ; mais 
OM  eft  moindre  que  ON , donc  OQ  eft  moindre  que  OP,  c’eft- 
à-dire  le  point  P,  où  la  tangente  TP  la  plus  éloignée  de  l’axe  cou- 
pe cet  axe  , efi  plus  éloigné  du  fommet  A que  le  point  Q,  où  la 
tangente  VQ  coupe  l’axe.  Donc  la  tangente  TP  ne  peut  point  al- 
ler aboutir  au  point  P fans  couper  la  tangente  QVS . mais  elle  ne 
peut  la  couper  au  point  d’attouchement  V , car  alors  TP  touche- 
roit  la  courbe  en  deux  points  T,  V ce  qui  n’eft  pas  pofiible  {N.  • 
708.  ) ; ôc  elle  ne  peut  pas  non  plus  la  couper  entre  V ôc  Q , car  il 
faudroit  pour  cela  qu’elle  pafiat  entre  le  point  V d'attouchement  6c 
l’axe , ôc  par  conféquent  elle  ne  feroit  plus  tat^ente,  donc  elle 
doit  la  couper  néceflaireraent  en  quelque  point  Z entre  T 6c  V. 

711.  Corollaire  III.  D’un  même  point  on  ne  peut  mener  deux 
tangentes , ce  que  l’on  prouvera  de  même  que  pour  la  parabole 
{N.6i^6). 

712.  Corollaire  IV.  Une  tangente  RP  (Fig.43(S’.)  étant  me~ 
née  d'un  point  R , ^ une  ordonnée  MR  menée  du  point  eF attouchement 
R au  grand  axe,  en  aura  PA.  AM  ::  PB.  MB.  Je  décris  fur  le 
grand  axe  le  cercle  ci reonferit,  6c  prolongeant  l’ordonnée  jufqu’à 
la  circonférence  en  N , la  droite  NP  eft  tangente  .du  cercle  ( N. 
708.  ) ôi  la  droite  MN  eft  l’ordonnée  de  ce  cercle  menée  du  point  • 
d’attouchement  N,  donc  nous  avons  PA.  AM  PB.  MB  {N. 

^ 2p5.)  c’eft-à-dire , la  fécante  PB  qui  pafle  par  le  cenue  O de  l’el- 
lipfe  eft  coupée  harmoniquement;. 

713.  Corollaire  V.  Pofant  les  mimes  chofes  ^dans  le  Corol- 
laire précédent,  fi  f on  mene  par  le  point  P (Fig.  437.  ) une  fécante 
PZ  qui  ne  pajfe  pas  par  le  centre  de  tellipfe , & qutfoit  coupée  par  la 
fourbe  & par  l’ordonnée  RM  aux  points  X,  Z,  V,  0»  aura  encore 


Digitized  by  Google 


• DES  MATHEMATIQUES.  p7 
PX.  XV  ::  PZ.  VZ.  Je  décris  le  cercle  circonfcrit,  & prolon- 
geant l’ordonnée  MR  en  N,  la  droite  PN  eft  tangente  du  cercle, 
& MN  eft  fon  ordonnée  menée  du  point  d’attouchement.  Des 
points  X , Z , je  mene  les  droites  QÈ , TH , jufqu  à ce  qu’elles 
coupent  la  circonférence  en  E , H , & l’axe  en  Q , T.  Ainfi  pat 
la  nature  de  l’e!lipfe,  j’ai  QX.  TZ  : : QE.  TK.  Je  mene  par  le 
point  £ , fie  le  point  P la  droite  PH  fans  m’embarraffer  li  elle 
coupe  TH  en  H ou  en  quelqu’autre  point  que  je  nomme  y.  Les' 
triangles  femblables  PQX,  rTZ  donnent QX.TZ  ::  PQ.  PT, 
ôc  à caufe  des  triangles  femblables  PQE,  PTy , nous  avons  QE. 
Ty  PQ. TP  > donc  QX.TZ  ::  QE.  Ty  ; mais  nous  avons 
QX.  TZ  QE.  TH;  donc  QE.  TH  ; : QE.T^,  ôc  par  confé- 
quentTH  = Ty,  c’eft-à-dire  la  droite  Py  eft  la  même  que  PH. 
Or,  PH  eft  une  fecante  du  cercle,  laquelle  eft  coupée  harmoni- 
quement par  le  cercle  ôc  l’ordonnée  MN  menée  du  point  d’ar- 
touchement  N (A'.2ptf.),fic  à caufe  des  paralelles  QE,  MN,  TH 
la  droite  PZ  eft  coupée  en  X , V,  Z en  mê  Tie  raifon  que  la  droite 
PHidoncPX.XV  ::  PZ.  VZ. 

7 1 4.  Corollaire  VI.  Pefant  toujours  la  tangente  RP  (Fig.  4j  8.) 
’eî^  P or  donnée  RM  menée  du  point  d'attouchement , fi  P on  mene  le  petit 
axe  CD  , on  auraPk.  PM  : : PO.  PB.  Je  décris  le  cercle  circonf- 
crit , je  prolonge  l’ordonnée  en  N,  Ôc  du  point  N,  je  mene  la 
tangente  PN;  ainfi  fai  par  rapport  au  cercle  PA.  PM  ::  PO.  PB 
2P4«  ) > or , ces  Dgnes  font  les  mêmes  par  rapport  à l’éllipfe. 

l>OQC  , ÔCC. 


7 1 y.  Corollaire  VII.  Pojânt  les  mêmes  chofes  que  dans  le  Corol- 
laire précédent , fi  des  extrémités  A , B , P axe  on  éleve  fur  cet  axe 

des  perpendiculaires  AH , PL,  jufqu  à la  rencontre  de  la  tangente  PRL, 
lereâlangle  AHxBL  de  ces  deux  perpendiculaires  ejlè^al  au  quatre  du 
demi -axe  OD.  Je  prolonge  le  petit  axe  jufqu  à ce  qu’il  ren- 
contre la  tangenté  en  E,  les  triangles  PAH,  PMR . POE , PBL 
étant  femblables,  leurs  bafes  AH,  MR,  OE,  BL  font  entr’ellcs 
comme  leurs  hauteurs  PA,  PM,  PO,  PB  ; mais  nous  avons 
PA.  PM  : • PO.  PB  ( A.  7 1 4.  ) ; donc  AH.  MR  : : OE.  BL , ôc 
partant  AHxBL  = MRxOE.  Du  point  R,  je  mene  l’ordonnée 
RT  au  petit  axe , ce  qui  donne  MR=  OT  ; or , à caufe  de  la  tan- 
gente RE,  ôc  de  l’ordonnée  RT  menée  du  point  d’attouchement, 

nous  avons  OT  ou  MR.  OD.  OE;  donc  OD  = MR  x OE  ; 
jn  ais  nous  venons  de  trouver  AHxBL=MRxOE,  donc  AHxBL 
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7itf.  CorOllairb  VHI.  Suppo/ant  toujours  la  tangente  VR. 
( Fig.  4iî>.  ) » ^ l’ordonnée  RM  à taxe  menée  du  point  attouche- 
ment Ri  le  reél angle  AMxMB  des  parties  de  P axe  que  [ordonnée 
RM  coupe  eft  égal  au  reélangle  PM  x MO  de  la  Jbutangente  PM/'ar 
la  difianee  MO  de  f ordonnée  RM  au  centre  O.  Je  décris  le  cercle 
circonfetit , 6c  prolongeant  l’ordonnée  en  N, la  droite  PN  eft  tan- 
gente du  cercle  en  N ; donc  en  menant  au  centre  la  droite  NO, 
\e  triangle  PNO  eft  reûangle;  or,  l’ordonnée  MN  au  cercle 

étant  ab^ée  de  l’angle  droit  N de  ce  triangle  perpendiculaire- 

■■  '■  > 

ment  fur  fon  hypothenufe,  nous  avons  MN=PMxMO;  6c 

par  la  propriété  du  cercle  nous  avons  MN  = AM  x MB , donc 
PMxMO  = AMxMB. 

717.  Corollaire  IX.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes,ft  dupoint 
d attouchement  R (Fig.  440.)  on  ileve  une  perpendiculaire  KS  fur  la 
tangente  RP,  cette  perpendiculaire  coupera  le  grand  axe  en  un  point  S 
qui/ira  entre  [ordonnée  RM  & le  centre  O.  La  droite  NO  menée 
du  point  d’attouchement  N du  cercle  circonferit  au  centre  O eft 
perpendiculaire  fur  la  tangente  PN  du  cercle,  6c  à caufe  que  les 
deux  lignes  PR , PN  Ce  coupent  en  P ; il  eft  clair  que  la  perpen- 
diculaire SR  fur  PR  étant  prolongée  fera  oblique  fur  PN , 6c 
fera  un  angle  aigu  PXR  fur  PN  du  côté  de  P , à caufe  que  le 
triangle  PRX  eft  rectangle  en  R ; ainfi  RS  s’éloignera  de  plus  en 

{>lus  de  NO,  6c  par  conféquent  elle  coupera  le  diamètre  entre 
'ordonnée  MR,  6c  le  centre  O ou  la  droite  NO  va  aboutir. 

JVata.  Que  fi  du  point  R,  on  mene  l’ordonnée  RT  au  petit  axe, 
la  perpendiculaire  RZ  coupera  cet  axe  en-delà  du  centre  O par 
rapport  à l’ordonnée  RT  ; ce  qui  eft  évident. 

718.  Corollaire  X.  Po/ànt  les  mêmes  chojès  que  dans  le  Corol- 
laht  précédent , je  dis  que  lafoaperpendiculaire  MS  (Fig.  440.)  efi 
à la  difianee  MO  de  [ordonnée  MR  au  centre  O,  comme  le  paramé- 
tre du  grand  axe  efi  au  grand  axe.  Par  la  nature  de  l’ellipfe,  nous 

avons  en  nommant  P le  paramétre  du  grand  axe  MR.  AMxMB 
: : P.  AB  ( N.  Spi.  ).  Or,  à caufe  du  triangle  re£langle  PRS , 6c 
de  la  droite  RM  perpendiculaire  fur  l’bypothenufe  PS , nous 

avons  MR==PMx  MS,  6c  d’autre  part  nous  avons  AMx  MB 
=PM  X MO  {N.ji6.)>  fubftituant  donc  ces  valeurs  dans  notre 
proportion  , nous  aurons  PJVlx  MS.  PMxMO  ::  P.  AB  ; mais 
Its  rcélangles  PMxMS,  PMxMO  ayant  une  dimenfion  corn* 
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mune  PM,' font  entr’eux  comme  leurs  dimenlions  inégales  MS, 
MO;  donc  MS,  MO;:  P.  AB. 

Nota.  Si  l’on  mene  du  point  R l’ordonnée  RT  au  petit  axe , 
on  prouvera  de  la  même  façon  que  la  fouperpendiculaire  TZ  eft 
à la  difiance  TO  de  l’ordonnée  au  centre  , comme  le  paramétre 
du  petit  axe  eft  à ce  petit  axe.  Au  refte , il  eft  aifé  de  voir  que 
tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  Corollaires  précédons  au  fujet 
. du  grand  axe  , peut  s’appliquer  au  petit  axe  ; à l’exception  de  ce 
qui  a été  remarqué  dans  la  note  du  Corollaire  précédent. 

71p.  Définition.  Une  ellipfe  ADBC  étant  donnée  ( F/g.  441.); 
fi  de  l’une  des  extrémités  D du  petit  axe  CD,  ôc  avec  un  rayon 
égal  au  demi-grand  axe  AO , on  décrit  un  arc  HX  qui  coupe  le 

frand  axe  en  deux  points  H ,X,  ces  points  fe  nommeront  les 
oyers  de  l’Ellipfe.  Il  eft  aifé  de  voir  que  ces  foyers  font  égale- 
ment éloignés  du  centre  O , à caufe  des  triangles  reétangles 
égaux  DHO , DOX. 

720.  Corollaire.  Il  fuit  de  cette  Définition  que  /e  reSlangle 
AH  X HB  des  parties  AH , H%de  f axe , que  f un  des  foyers  H coupe 
eji  égal  au  quarré  de  la  moitié  OD  du  petit  axe.  Car  le  triangle  rec- 
tangle HOD  donne  OD  = HD — HO  ou  OD  = AO — HO  ; 
à caufe  de  HD  = AO  ; mais  le  grand  axe  AB  étant  divifé  en  deux 
également  en  O , & en  deux  inégalement  en  H , nous  avons 

AHxHB  = AO — HO;  donc  AHxHB  = OD,  & de  même 
AXxXB=ÔD. 


721.  Proposition  CXXXV.  Une  tawgraw  PR  ( Fig.  442.)^ 
dr  t ordonnée  RM  au  grand  axe  menée  du  point  <f  attouchement  R 
étant  données  ; je  dis  que  fi  P on  décrit  le  cercle  circonfcrit,  dr  que  des 
poin^p  T , S o«  CF  cercle  coupe  la  tangente  PRL , on  éleve  des  perpen- 
diculaires TH  SX  fur  la  tangente,  ces  perpendiculaires  pajferont  par 
les  foyers  H,Xde  t Ellipfe. 

La  droite  TS  étant  corde  du  cercle  circonfcrit,  les  droites  Tr , 
SQ  élevées  perpendiculairement  aux  extrémités  de  cette  corde  , 
font  deux  cordes  égales  du  même  cercle  circonfcrit  ( N.  0.6^.), 
& à caufe  que  le  diamètre  BA  du  cercle  coupe  ces  cordes  obli- 
quement , les  parties  TH,  iH  de  la  corde  Tf  font  égales  chacune 
à chacune  aux  parties  SX , XQ  de  fe  corde  SQ  {N.  266.).  Cela 
pofé. 

Je  mene  parles  extrémités  A,  B de  l’cllipfeles  tangentes  AN, 


* 
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BL  qui  coupent  la  tangente  PL  en  N & L ; les  triangles  rec- 
tangles PBL,  PSX  dtant  fcmblables  , à caufe  de  l’angle  aigu  P, 
qui  leur  eft  commun,  donnent  PB  PS  ::  BL.  SX  , ôc  «hcaufe 
des  triangles  reâangles  feniblables  PTH,PAN,  nous  avons 
PT.  PA  TH.  AN  ; or,  les  droites  PB,  PS  étant  fecantes  du 
cercle,  donnent  PB.  PS  : : PT.  PA  ( A/i  27a.)  ; donc  BL.  SX 
TH.  AN  , & par  conféquent  BL  x AN  = SX  x TH  ; mais 

BL  X AN  = ÔD*(  M 7 1 r • ) i donc  SX  x TH  = ÔD*,  ou  rHxTH  • 

= OD , à caufe  de  tH  = SX  ; or , les  droites  rT , AB  étant  des 
cordes  du  cercle  circonfetit , lefquelles  fe  coupent  en  H , nous 

avonsrHxTH  = AHxHB  ( 279.)  ; donc  AHxHB=  OD, 

c’eft-à-dire  le  reftangle  des  panies  inégales  AH  , HB  du  grand 
axe  efl  égal  au  quarié  de  la  moitié  OD  du  petit  axe  ; donc  le 
point  H eft  un  des  foyers  de  réllipfe  ( Af.  720.  ) ; ôc  on  prouvera 
de  même  que  le  point  X eft  l’autre  foyer. 

722.  Corollaire  I".  Une  tangente  VK  {F étant  don- 
née , ft  des  deux  foyers  H,  X de  tellipli , on  mene  des  droites  HR,  XR 
au  point  d attouchement  R , tes  angles  HRT  , XRS  fait  par  ces  droi- 
tes avec  la  tangente  PS  ,fout  égaux.  Je  décris  le  cercle  circonferit 
ôc  des  points  T,  S où  fa  circonférence  coupe  la  tangente  P , S , 
élevant  des  perpendiculaires  TH , SX  qui  paflent  par  les  foyers 
H, X ( M 721. ) , les  triangles  HRT,  XRS  font  redangles,  ôc 
les  triangles  femblables  HTP,  XSP  donnent  HT.  XS  ; ; PT.  PS  ; 
je  mene  l’ordonnée  MR  que  je  prolonge  jufqu’à  la  circonférence 
du  cercle  en  N , ôc  menant.NP , cette  droite  NP  eft  tangente  du 
cercle  ; donc  la  fecante  PS  étant  coupée  en  R par  l’ordonnée 
NM  menée  du  point  d’attouchement , donne  PT.  TR  : : PS.  RS 
( N.  296.  ) ou  PT.  PS  : : TR.  RS  ; donc  HT.  XS  : : TR.  RS , ôc  . 
pat  conféquent  les  triangles  reâangles  HTR,  XSR  font  feri!bla- 
blés , ôc  l’angle  HRT  eft  égal  à l’angle  XRS. 

72J.  Corollaire  II.  Si  des  foyers  H,  X (Fig.  443.  ) dune 
ellipfe , on  mene  des  droites  au  point  R où  une  tangente  quelconque  tou- 
che t ellipfe , ta  fomme  de  ces  deux  droites  HR,.XR  ejl  égale  au  grand 
axeAQ.  Je  décris  le  cercle  circonferit  i ôc  du  centre  O,  je  mene 
la  droite  OS  à l’un  des  points  S où  le  cercle  coupe  la  tangente 
TS  ; j’éleve  en  S la  droite  SX  perpendiculaire  fur  la  tangente , 
laquelle  palTe  par  le  foyer  X , ôc  je  prolonge  XS  jufqu’à  ce  qu’elle 
rencontre  en  V la  droite  JIR  prolongée , l’angle  SRV  étant  égal 

a 1 angle 
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à l’angle  TRH  qui  lui  'eft  oppofé  au  fommet , eft  par  conféquent 
égal  à l’angle  XRS  , lequel  ell  égal  à l’angle  TRH  ( M 722.); 
ainfi  les  triangles  reQangles  XRS,  SRV  font  femblables  & égaux, 
à caufe  du  côté  commun  RS  , & partant  XS  =SV  ; or,  par  la 
définition  des  foyers  on  a XO  = OH  ; donc  la  droite  OS  eft  pa-> 
ralelle  à la  droite  HV , & les  triangles  femblables  HXV , OXS , 
donnent  HV.  OS  ::  HX.  OX  : mais  HX  eft  double  de  OX, 
donc  HV  eft  aufH  double  de  OS  : or , à caufe  des  triangles  rec- 
tangles femblables  & égaux  RXS,  RSV , nous  avons  XR=RV  : 
donc  HV  = HR-+-RV  = HR-+-XR,  & partant  HR-hRXeft 
double  de  OS  ou  de  OB  , c’eft-à-direHR -+-RX  = AB.  i 

724.  Remarque.  Comme  il  n’eft  point  de  point  R fur  la  cour- 
be de  l’éllipfe  auquel  on  ne  puiffe  mener  une  tangente  ; il  s’en- 
fuit qu’il  n’en  eft  point  aufti  où  les  droites  HR , RX  menées  du 
foyer  ne  foient  enfemble  égales  à l’axe.  AinQ  on  peut  aifémenc 
décrire  une  éllipfe  dont  le  grand  axe  AB , & les  foyers  H , X 
font  connus  ; car  fi  l’on  prend  un  fil  égal  à la  longueur  AB , fie 
qu’ayant  attaché  fes  deux  extrémités  aux  deux  foyers  H , X > on 
tienne  ce  fil  toujours  tendu  par  le  moyen  d’un  ftile  que  l’on  con- 
duira autour  des  deux  foyers  jufqu’à  ce  qu’il  revienne  au  même 
point  d’où  il  étoit  parti  ; la  pointe  du  ftile  décrira  une  courbe 
elliptique , puifqu’en  quelque  part  R que  fe  trouve  cette  pointe , 
on  aura  toujours  HR-+-  KX  = AB. 

72J.  Définition.  Toute  ligne  droite  qui  pafTe  par  le  centre 
d’une  éllipfe  > fie  qui  fe  termine  de  part  fie  d’autre  à la  courbe , fe 
nomme  Diamètre,  parce  qu’on  peut  aifément  trouver  une  infinité 
de  lignes  paralelles  terminées  de  part  fie  d’autre  à la  courbe  qui 
feront  coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  , 
comme  il  fera  dit  plus  bas. 

725.  Proposition  Le  grand  axe  AB  (Fig.  444.  ); 

& un  diamètre  RS  étant  donnés , fi  par  les  fommets  A , R , ow  mene 
des  tangentes  KL,  RP  quife  coupent  en  X , les  triangles  PX  A,  ZXR, 
faits  par  ces  tangentes  avec  F axe  & le  diamètre  Jbnt  égaux. 

Du  point  R,  je  mene  l’ordonnée  RM  au  grand  axe  AB,  la- 
quelle eft  paralelle  à la  tangente  AL , l’une  fie  l’autre  étant  per- 
pendiculaire fur  le  grand  axe  AB  ; fie  du  point  A , je  mene  la 
droite  AH  paralelle  à la  tangente  RP.  A caufe  de  la  tangente  RP, 
fie  de  l’ordonnée  RM  menée  du  point  d’attouchement,  j’ai  OM, 
OA*;:  OA.  OP  ( N.  708.  );  or, les  triangles  femblables  OMR,' 
OAZ,  donnent  OR.  OZ  : : OM.  OA  ; donc  OR.  OZ  : : OA.  OP, 
Tome  1,  * V V v 
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& par  conf(équent  menant  la  droite  RA , 6c  la  droite  ZP , ces 
deux  lignes  RA , ZP  font  patalelles,  ôc  les  triangles  ARP , ARZ 
qui  font  entre  ces  deux  patalelles , 6c  qui  ont  la  même  bafe  RA 
font  égaux  ; donc  en  retranchant  de  l’un  6c  de  l’autre  le  triangle 
RXA,  nous  aurons  PXA=  ZXR. 

727.  Corollaire.  Pofant  hs  mimes  chofes , fi  dm  poim  dattou- 
chemtm  K de  la  tangente  RP  menée  par  le  fommtt  du  diamètre  RS 
en  ment  t ordonnée  RM  att  grand  axe,  le  triangle  RPM  fait  par  la 
tangente  ; P ordonnée,  & le  grand  axe,  eft  égal  au  auadrilatere  ZAMR 
fai  t par  la  tangente  de  l axe,  par  t ordonnée  RM,  «ir  par  taxe  & le 
diamètre.  Les  triangles  PX A , ZXR  font  égaux  {N.j26,)\  ajou- 
tant de  part  ôc  d’autre  la  partie  commune  RXAM,  noos  au- 
rons R PM = ZAMR. 

Nota.  Cette  Propoficion  6c  fon  Corollaire  font  de  conféquence 
pour  bien  entendre  ce  qui  fuit. 

728.  Proposition  CXXXVII.  Legrand  àxr  AB(Fig.  44’ït44^, 
447 , 448 , 449.  ) un  diamètre  RS  étant  donnés  avec  leurs  tangentes 
AZ  , RP  menées  par  les  fommets  , fi  par  ten  point  ^Iconque  Ë pris 
fur  la  courbe , on  mene  deux  paralelles  aux  tangentes,  le  triattgle  EH  V 
fait  par  ces  deux  paralelles  ,(ér  le  grand  axe  eft  égal  au  trapezoïde 
AZTV fait  par  la  tangente  du  grand  axe , d' fa  paralelie  TV  com- 
frife  entre  taxe  & le  diamètre  le  triangle  TEL  fait  par  tes  deux 
paralelles  & le  diamètre  RS  efl  égal  au  trapezoîde  RPHL  fait  parla 
tangerae  de  ce  diamètre , & fa  paralelie  comprtfe  emre  taxe  & le 
diamètre. 

Il  y a ici  plufteurs  cas  que  nous  allons  examiner  en  commen- 
^nr  par  le  triangle  fait  par  les  deux  paralelles  avec  l’axe  AB. 

Si  le  point  £ d’où  l’on  mene  les  paralelles  TV , HL  eft  entre 
l’axe  6c  le  diamètre  ( Fig.  44;.  ) ; je  fçais  que  le  triangle  PRM  eft 
égal  au  trapezoîde  ZAMR  {N.  727.  ).  Or , les  triangles  PRM, 
HEV  étant  femblables,  font  enti’eux  comme  les  quartés  de  leurs 

côtés  homologues  RM,  EV ; donc  PRM.  HEV  ::  RM.  EV  ; 

mais  par  la  nature  de  l’ellipfe,  nous  avons  RM.  EV  ::  AMxMB. 
AVxVB  ( M 589.) , ôc  à caufe  que  AB  eft  divUé  en  deux  éga- 
lement en  0 , 6c  en  deux  inégalement  en  M , nous  avons  AM 

xMB=AO— MO,  ôc  par  la  même  raifon  AVxVB=AO — VOi 

donc  PRM.  HEV  ::  AO — MO.  AO — VO , ôc  mettant  au  lieu 

des  quMrés  AQ,  MO 6c  VO,  les  ui^ngles  femblaWes  AZO, 
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VTO , MRO  qui  font  en  môme  raifon , à caufe  que  les  droites 

AO,  Mo  & VO  font  leurs  côtds  homologues,  nous  aurons 
PRM.  HEV  : : AZO— MRO.  AZO  — VTO  , c’eft  - à - dire , 
PRM.  HEV  ::  AZR^L  AZTV;maisPRM=AZRM(M727.); 
donc  H£V=AZTV. 

Si  le  point  E d’où  l’on  mene  les  patalellesi(  Rg.  44^.  ) eil  entre 
le  diamètre  RS  & le  petit  axe  CD  , les  triangles  ferablables 

PRM,  HEV  donneront  toujours  PRM.  HEV  ::  RM.  EV,  & 

nous  aurons  au  (Tl  RM.  EV  ::  AO — MO.  AO — VO  AZO 
—MRO.  AZO  — VTO  ::  AZRM.  AZTV  ; dobe  PRM.  HEV 
AZRM.  AZTV  , & partant  HEV  = AZTV , à caufe  de 
PRM  = AZRM. 

Si  le  point  E , d’où  l’on  mene  les  paralelles  ( R'g.  447.) , ed  en 
defTous  du  petit  axe  CD.  La  tangente  AZ , & fa  paralellc  EV  ne 
formeront  plus  un  trapezoïde  ; mais  en  menant  à l’autre  extrémi- 
té B du  grand  axe  la  tangente  Bz  qui  coupe  le  diamètre  RS  en 

Z , cette  tangente  formera  avec  fa  paralelle  , l’axe  6c  le  diamètre , 
le  trapezoïde  VTzB.  Or,  les  triangles  femWablcsPRM , HEV  , 

donneront  toujours  PRM.  HEV  RM.  EV  ; 6c  nous  aurons 

auin  RM.  : : AO  — MO*.  "ÔB  — ÔV*  : : AZO  — MRO. 
OBz— OVT  : : AZR.M.  VTzB  ; donc  PRM.  HEV  ::  AZR.M. 
VTzB , ôc  partant  HEV  = VTzB , à caufe  de  PRM=AZRM. 
Si  le  point  E ( Fig.  448.  ) eft  de  l’autre  côté  du  grand  axe , on 

aura  toujours  PRAl.  HEV  : :ÂO  — MO.  ÂO  — VO  : : AZO 
— MRO.  AZO  — VTO  ::  AZRM.  AZTV  5 donc  PRM. 
HEV  : : AZRM.  AZTV , 6c  par  confèquent  HEV  = AZTV^ 
de  môme  que  PRM  = AZRM. 

Enfin, nie  point Eeft  fur  le  quart  d’cllipfe  DB  44P*)^ 
je  mene  par  l’autre  extrémité  B de  l’axe, la  tangente  Bz,  6c  je 

trouve  encore  PRM.  HEV  ::RM.  EV::AO — MO.  BO— VO 
: : AZO  — MRO.  BOz— VOT  : : AZRM-  BVTz,  ôc  par  con- 
fëquent  HEV=BVTz,demêmc  que  PRM= AZRM.  Venons 
au  fecond  triangle. 

Et  premièrement  fi  le  point  E eft  entre  l’axe  6c  le  diamètre 
( lÿ.44)'.),  le  triangle  fait  par  les  paralelles  6c  le  diamètre  et 
Tel  ; or , PRM  = AZRM , retranchant  donc  d’une  part  le  trianr 
gle  HEV , 6c  de  l’autre  le  trapezoïde  AZTV  s*=  HEV  , tious.au- 

V vv  ij 
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rons  PRI H -J-  E V MI  = T V MR , & retranchant  la  partie  com- 
mune EVMI , nous  aurons  PRIH  = TERI  ; ôc  ajoutant  de  part 
& d’autre  le  triangle  RIL , nous  aurons  PRLH  = TEL. 

Si  le  point  E e(I  entre  le  diamètre  RS  ôc  le  petit  axe  CD 
( Fi^,  445.  ) , le  triangle  fait  par  les  paralelles  ôc  le  diamètre  RS 
eft  f EL.  Par  l’autre  point  e où  la  paralelle  EH  coupe  l’elJipfe, 
je  mene  la  paralelle  tu  à la  tangente  AZ  de  l’axe  ^ ce  qui  donne 
Hf«  = AZrK  comme  on  vient  de  voir.  Or  HEV  = AZTV; 
retranchant  donc  d’une  part  Heu,  ôc  de  l’autre  A’Ztu,  nous  au- 
rons f«EV  =tuVT,  ôc  retranchant  la  partie  commune  ««VTL, 
il  reftera  TEL’=  leL  ; or  teL  = RPHL  » donc  TEL=RPHL. 
V Si  le  point  E eft  fur  le  quart  d’ellipfe  CB  ( Figure  447.) , je 
mene  par  l’autre  extrémité  B du  grand  axe  la  tangente  zp  juf- 
qu’à  ce  qu’elle  rencontre  le  diamètre  RS  en  z ôc  la  tangente 
PR  prolongée  en  p.  Les  triangles  redangles  femblables  AZO, 
BzO  font  égaux  , à caufe  de  OB=AO  , Ôc  les  triangles 
AZO , PRO  font  auffi  égaux  à caufe  de  la  partie  commune 
ORXA  ôc  du  triangle  PAX  égal  au  triangle  ZXR  (N.  726.) 
donc  PRO  = BOz,  ôc  ajoutant  la  pattie  commune  RcBOy 
nous  aurons  PpB  = Kpz.  Je  retranche  de  part  ôc  d’autre  la  par- 
tie RpBVEL,  ôc  il  rcfte  PRLHh- HEV  = VBzT-h  LET  ; 
or  HEV  étant  le  triangle  fait  par  les  paralelles  avec  l'axe  eft 
égal  au  trapezoïde  VBzT  ; donc  le  triangle  LET  fait  par  les  pa- 
ralelles avec  le  diamètre  eft  égal  au  trapezoïde  PRLH. 

Si  le  point  E eft  de  l’autre  côté  du  grand  axe  furie  quart  d’ellipfe 
Ali  {Fig,  448.)  je  mene  pat  l’autre  extrémité  S du  diamètre  RS  la 
tangente  zp  qui  rencontre  l’axe  prolongé  enp  j ôc  fa  tangente  Z A 
prolongée  en  z.  Ainfi  je  démontrerai  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent que  pzA  = ZzS , ôc  retranchant  la  partie  commune 
SzAVEL , il  reftera  pSLH  -+-  HEV  = VAZT  -+-  LET.  Or  le 
triangle  HEV  fait  par  les  paralelles , ôc  l’axe  eft  égal  au  trape- 
zoïde VAZT  ; donc  le  triangle  LET  fait  par  les  paralelles  ôc  le 
diamètre , eft  égal  au  trapezoïde  />SHL. 

Enftn  n le  point  E eft  dans  le  quart  d’ellipfe  DB  {Fig.  44p.) 
menant  par  les  extrémités  S,  B du  diamètre  ôc  de  l’axe  les  tan- 
gentes Sp,  Bz,  on  démontrera  que  le  triangle  LET  fait  parles 
paralelles  ôc  le  diamètre  , eft  égal  au  trapezoïde  HLS/>,  de 
même  que  nous  l’avons  démontré  à l’égard  du  triangle  LET 
(f/ç.446.) 

72p.  Corollaire.  Toute  ligne  Ee  (Fig.  4J0.)  terminée  de  part 
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lér  Vautre  à la  courbe  de  tElli^fe  & par ak lie  à une  tangente  RP 
menée  à t extrémité  dun  diamètre  SR  ejl  coupée  en  deux  egalement 
en  L par  ce  diamètre,  <àr  par  conféquent  elle  en  efi  la  doubk  ordonnée. 
Des  extrémités  E , f de  la  ligne  Ee  je  mene  les  droites  ET , et , 
paralelles  à la  tangente  ZA  de  l’axe  &c  qui  coupent  le  diamètre 
en  T,  r;  ainfi  à caufe  que  les  droites  et,  élu  font  paralelles  aux 
tangentes  AZ,  RP,  le  triangle  eth  e(l  égal  au  trapezoïde  RPHL 
( N.  718.  ) 6c  la  même  raifon  le  triangle  ETL  = RPHL  ; 
doncrrL  = £iL;  or  ces  triangles  font  femblables;  donc  ils 
font  parfaitement  égaux , 6c  nous  avons  rL  = EL , 6c  on  dé- 
montrera la  même  chofe  de  quelque  point  E de  l’ellipfe  que  foit 
menée  la  droite  Ee  paralellement  à RP , en  obfetvant  ce  qui  a 
été  dit  ci-dclTus  ( N.  728.) 

750.  Corollaire  II.  Les  quarrés  des  ordonnées  ET,  ÏW.  (Fig. 

1.  ) à un  diamètre  quelconque  RS,yôwf  entr  eux  comme  les  re£l an- 
gles RT  X TS.  RV  X VS  des  parties  du  diamètre  que  les  ordonnées  , 
coupent.  Je  prolonge  les  ordonnées  jufqu’à  ce  qu’elles  coupent 
l’axe  en  r,M , ôc  des  extrémités  E,  I,  je  mene  des  droites  EL, 
IH , paralelles  à la  tangente  de  l’axe.  Les  triangles  femblables 

TEL.  VIH  donnent  TE.  VÎ  : : TEL.  VIH.  (iV.  jpa.  ) or  les 
droites  EL,  ET  étant  paralelles  aux  tangentes  de  l’axe  6c  du 
diamètre,  nous  avons  TEL  = RPrT  ( N,  728.  ) 6c  par  la  même 

raifon  VIH  = RP«V;  donc  TE.  VI  ::  RPrT.  RP«V } or 

RPrT  = RPO  — TrO  ôc  RP«V  = RPO  — V«0;  donc  TE. 

,VI  ::  RPO — TrO.  RPO — V«0;  6c  au  lieu  des  triangles  RPO, 

TrO , V«0  mettant  les  quarrés  RO . TO , VO  qui  font  en  même 
raifon , à caufe  que  les  triangles  étant  femblables  font  entr’eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  RO,  TO,  VO, 

'nous  aurons  TE.  VI  : : RO  — TO.  RO  — VO.  Or  RS  étant 
divifé  en  deux  également  en  O ôc  en  deux  inégalement  en  T, 

nous  avons  RO  — TO  = RTxTS,  ôc  par  la  même  raifon 

rT)  — V5‘=  RV  X VS  ; donc  TT.  VÎ  ; : RT  x TS.  RV x VS; 
& on  démontrera  la  même  chofe  de  quelques  points  de  l’ellipfe 
que  foient  menées  les  ordonnées  ET,  IV,  en  obfervant  ce  qui 
a été  dit  ci-deffus  ( Ai  728.  ) 

73  1.  Proposition  CXXXVIII.  Deux  diamètres  MN,  RS, 

y v v iij 
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(Fig.  4J2.)  étant  donnés  avec  les  tangentes  au  fommet  MX,  RX> 
fe  coupent  en\,Ji  fon  mené  la  droite  RM  qui  joint  les  poimt 
a attouchement , dr  que  du  point  X où  les  tangentes  fe  coupent  on  mene 
par  le  milieu  \^de  la  droite  RM , la  droite  XO , cette  droite  fera  un 
diamètre  & paffèra  par  confequem  par  le  centre  O. 

Pour  prouver  que  XO  eft  un  diamètre , il  n’y  a qu’à  faire  voui 
quelle  coupera  en  deux  égalenient  toutes  les  droites  paralelles 
à RM  qui  feront  terminées  de  part  6c  d’autre  à la  courbe,  6c la 
démonftration  s’en  fera  de  même  que  pour  la  paiabole  (N.66z.) 

732.  REtAARQVE.  Par  le  moyen  de  cette  Propofition,  tout  cc 
qui  a été  dit  ci-ddTus  à l’égard  d’un  axe  ôc  d’un  diamètre  peut  fe 
démontrer  de  même  à l’égard  de  deux  dianrétres. 

Soient  parexenmle  les  diamètres  MN,  RS  ( fïg.  4yj.  ) avec 
leurs  tangentes  MT,  RP  qui  fe  coupent  en’X , je  mene  du  fom- 
met M la  droite  MZ  paralelle  à la  tangente  RP , Ôc  par  confé- 

3uent  ordonnée  au  diamètre  RS  ( N.  725.  ) ôc  du  fommet  R U 
roite  RH  ordonnée  au  diamètre  MN,  je  joints  les  points  d’at- 
touchement R,  M par  la  droite  TM  , ôc  coupant  cette  ligne  en 
deux  également  en  L,  la  droite  XL  eft  un  diamètre  (A'i  731.) 
ôc  pafle  par  le  centre  O.  Or  à caufe  que  RXME  eft  un  paralel- 
logramme,  ôc  que  fa  diagonale  RM  eft  coupée  en  deux  égale- 
ment en  L par  la  droite  XL  ; il  eft  clair  que  XL  prolongée  pafie 
par  l’angle  E,  ôc  que  XE  eft  l’autre  diagonale.  Les  triangles 
femblables  OEH.  OXM.  donnent  OH.  OM  : : OE.  OX;  ôc  3 
caulè  des  triangles  femblables  OEM,  OXP  nous  avons  OM. 
OP  : ; OE.  OX  ; donc  OH.  OM  ; : OM.  OP  ; de  même  les 
triangles  femblables  OEZ , OXR  donnent  OZ.  OR  : : OE. 
OX,  ôc  à caufe  des  triangles  femblables  OER,  OXT  nous 
avons  OR.  OT  : : OE.  OX , ôc  par  confifquent  OZ.  OR  : : OR. 
OT  , ce  qui  fait  voir  que  la  ligne  OP  eft  divifée  aux  points  H , 
M,  en  même  raifon  que  la  ligne  OT  eft  divifée  aux  poimsZ; 
R,  ôc  que  par  conféquent  les  droites  ZH,  RM,  TP  font  pa- 
ralelles. 

Donc,  1°.  Un  diamètre  MN  étant  donné,  fi  d’un  point  R 
on  veut  mener  une  tangente , il  faut  de  ce  point  mener  une  or- 
donnée RH  au  diamètre  MN,  puis  chercher  une  troifiéme  pro-' 
portionnelle  OP  aux  droites  OH , OM , ôc  le  point  P fera  le 
point  où  la  tangeme  menée  par  R coupera  le  diamètre  MN  ^ 
ainfi  c’eft  la  même  opération  à faire  à l’égard  d’un  diamètre  qu’à 
l’égard  de  l’axe  ( Al,  708.  ) Donc , 2®.  Les  triangles  PXM , TXR 
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faits  par  les  tangentes , 6l  le»  diamètres  font  égaux  v car  à caofe 
des  paralellc»  ÏP,  RM,  les  triangles  PRM  , TRM  qui  ont  la 
bafe  commune  RM  font  égaux , & retranchant  le  triangle  corn- 
ntun  RXM  il  reliera  PXM  = TXR. 

Donc.  3®.  Le  triangle  PRH  eft  égal  au  trapezoïdeMTRH  ) 
'car  les  triangles  PXM,  TXR  étant  égaux,  fi  on  ajoote  de  part 
de  (f  autre  la  partie  commune  MXRH , on  aura  PRH  = MTRH. 

Dontf,  Si  d’un  poirtt  quelconque  E ( Fig,  4^4.  )■  pris  fur  la 
courbe  on  mene  des  droites  DL , CF  paTaielles  aux  tangentes , 
le  triangle  LEC  fait  par  ces  paralelles  , 6c  le  diamètre  MN  eft 
égal  au  trapezoïde  Mi  FC  fait  parla  tangente  MT  de  ce  diamè- 
tre ôc  fa  paralelle  CF.  Car  menant  par  le  point  R l’ordonnée 
RH  au  diamètre,  nous  aurons  PRH'=  MTRH.  Or  lestriangles 

PRH , LEC  étant  femblables  donnent  PRH  , LEC  : : RH. 
CE  ( N.  ) 6c  à caolè  que  RH,  CE  font  ordonnées  au  dia» 
métré  AIN  , nous  avons  RH.  CE  : : MH  x HN.  MC  x CN 
: : --TO.  AÎC  — CO  (N.  730.)  donc  PRH.  LEC  : : MO 

*—  HO.  MC — CO;  6c  au  lieu  des  quarrés  MO,  HO,  CO, 
métrant  les  triangles  femblables  MTO,  CFO,  HROqui  font 
en  même  ralfon  ( M jpa.)  nous  aurons  PRH.  LEC  : : MTO 
— HRO.  MTO  — CFO::  MTRH.  MTFC  ; mais  PRH 
==  MTRH  ; donc  LEC  = MTFC. 

De  même  le  triangle  FED  fait  par  les  deux  paralelles  & le 
diamètre  RS  eft  égal  au  trapezoïde  RPLD  fait  par  la  tangente 
RP  de  ce  diamètre  6c  fa  paralelle  DL.  Ce  que  l’on  démontrer* 
de  la  même  façon  en  menant  du  point  M l’ordonné»  MZ  au 
diamètre  RS. 

VJS.Proposïtion  CXXXIX.  Deux  diamètres  MN,  RS 
( Fig.  4 y y . ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  MT , RP.  Si  de  deux 
f oints  Q,  V pris fur  la  courbe  entre  ces  diamètres  an  mette  des  droites 
QL,  QK , VH,  VF  paralelles  aux  tangentes,  le  trctpetxiiàe 
RLHV  fait  par  deux  de  ces  paralelles  QL,  VH  avec  le  diamètre 
MN , & la  plus  proche  des  deux  autres  VF  efi  égal  au  trapezoïde 
FEQK  fait  par  les  deux  autres  paralelles  VF,  QK  avec  loutre 
diamètre  RS  & la  plus  proche  QL  des  deux  autres  paralelles  3^  le 
trapezoïde  QLHY  fait  par  les  paralelles  QL , YH  etvec  le  diamètre 
MN  ü*  la  plus  éloignée  YK  des  deux  autres  paralelles  eft  égale  au 
trapezoïde  FVYK  fait  par  les  deux  autres  paralelles  VF,  iKavei: 
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U diamètre  RS  & la  plut  éloignée  YH  des  paralelles. 

La  démonftration  de  ceci  eft  la  même  que  pour  la  parabole 

( N.  666.  66-j.  ) 

7J4..  Proposition  CXL.  Si  deux  lignes  HZ,TV(Fig. 

4Î7‘  4J8.  ) Jt  terminent  de  part  tir  d'autre  d la  cour- 
te fe  coupent  dans  f Ellipfe , le  reSlangle  HL  x LZ  des  parties  de  la 
première,  ejl  au  reÛangle  TL  x LV  des  parties  de  la  fécondé , comme 
te  quarré  de  la  tangente  MX  au  fommet  du  diamètre  de  la  ftemiere, 
tjl  au  quarré  de  la  tangente  RX  au  fommet  du  diamètre  de  la  fe- 
conde. 

La  démonftration  eft  la  même  que  pour  la  parabole  ( N.  66i.  ) 
pour  les  trois  cas  repréfentés  par  les  figures  4j6.  4J7.  4^8. 

73J.  Proposition  CXLI.  Si  deux  fecantes  HZ,  HV, 
( Fig’  4fP*  ) ptt'fttnt  d’un  même  point  extérieur  H , le  reSlangle  de  la 
première  HZ  par  fa  partie  extérieure  HQ , ejl  au  reSlangle  de  la  fer 
conde  HV  par  ft  partie  extérieure  HL  comme  le  quarré  de  la  tan- 
gente RX  paratelle  à la  première , ejl  au  quarré  de  la  tangente  MX 
paralelle  à la  fécondé.  * 

Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  66ç.  ) 

7Î 5.  Proposition  CXLII.  Deux  diamètres  ou  deux 
demi-diamètres  MO , RO  ( Fig.  450.  45 1 . ) étant  donnés  avec  leurs 
tangentes  MX,  RX;  ft  ton  mene  une  double  ordonnée  VZ  à l'un 
des  diamètres  RO , & qu’on  la  prolonge  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre 
la  tangente  de  1 autre  diamètre  en  H,  le  reSlangle  HZ  x HV  de  la 
ligne  entière  HZ  par  la  partie  extérieure  HV  ejl  au  quarré  delà  par- 
tie HM  quelle  coupe fur  la  tangente  MX,  comme  le  quarré  de  la  tan-^ 
genre  RX  de  fon  diamètre  ejl  au  quarré  de  la  tangente  MX  de  l autre 
diamètre. 

' Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  672.)  pour  les 
deux  cas  repréfentés  par  les  figures  450.451. 

737.  Proposit'ion  CXLI  il  Deux  fegmens  AMB, 
CRD  (Fig.  45a.  453.  454.)  étant  donnés , ft  les  parties  ML, 
RH  de  leurs  diamètres  comprifes  dans  ces  fegmens , font  entr’ elles 
comme  leurs  diamètres  ou  demi  diamètres  MO , RO , les  plus  grands 
triangles  infcrits  dans  ces  fegmens  font  égaux. 

Je  mene  les  droites  RD,  MB,  ce  qui  donne  des  triangles 
RDH , MBL  qui  font  les  moitiés  des  plus  grands  triangles  inf- 
crits dans  les  fegmens  à caufe  qu’ils  ont  leur  fommet  aux  fom- 
mets  R,  M des  diamètres,  & que  leurs  bafes  DH,  BLfont  les 
ipoitiés  des  bafes  DC,  AB  des  fegmens  > ainfi  ee  que  nous  di- 
rons 
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roiis  des  triangles  RDH>  MBL  fe  dira  aufli  des  plus  grands  * 
triangles  in/crics.  Or  il  peut  fe  faire  que  les  bafes  AB , DC  fe 
coupent  dans  l’ellipfe  ( Fig.  ^62.  ) ou  qu’elles  fe  coupent  en 
dehors  {Fig.  453.)  ou  enfin  qu’elles  fe  coupent  fut  la  courbe 
( %•  ) 

si  les  bafes  AB , CD  fe  coupent  en  dedans  en  V ( Fig.  ^62.  ) 
je  mene  les  tangentes  MR , RX  aux  fommets  des  diamètres  ou 
demi-diamétres  MO,  RO,  la  droite  RM  qui  joint  les  points 
d’attouchement,  & les  droites  AC,  HL,  DB  qui  pafient  pat 
les  extrémités  & par  les  milieux  des  bafes  AB , CD.  Je  coupe 
la  droite  RM  en  deux  également,  & par  le  point  X où  les  tan- 
gentes fe  rencontrent,  & le  milieu  de  RM,  je  mene  la  droite  XF, 
laquelle  eft  un  diamètre  ( M 73 1.)  ôc  paffe  par  le  centre  O.  Or 
par  la  fuppofition  nous  avons  ML.  MO  : ; RH.  RO  ; donc  les 
triangles  ROM,  HOL  font  femblables,  & les  bafes  RM,  HL 
font  paralelles , ôc.  comme  la  bafe  RM  du  ttiangle  RMO  eft 
coupée  en  deux  également  par  la  droite  XO  qui  pafte  par  le 
fommet  O,  la  bafe  HL  du  triangle  HOL  fera  aufti  coupée  en 
deux  également  en  S par  la  même  droite  XO5  d’autre  part  à 
caufe  des  paralelles  RM , HL  & des  tangentes  RX , XM  pa- 
ralelles  aux  doubles  ordonnées  DC,  AB,  les  triangles  RXM, 
HVL  font  femblables,  & à caufe  que  la  droite  XF  qui  coupe  la 
bafe  RM  du  triangle  RXM  en  deux  également  & qui  paffe  pat 
fon  fommet  X , coupe  auffi  la  bafe  HL  du  triangle  HVL  en  deux 
également  ôc  fait  l’angle  XSH  égala  l’angle  XVR,  il  faut  né- 
ceffairement  que  cette  droite  XF  paffe  aufli  par  le  fommet  V 
du  triangle  HVL;  ainfi  nous  avons  V L.  HV  : : XM.  RX,  & 

partant  VL.  HV  : : XM.  RX.  Or  à caufe  que  les  bafes  AB , 

CD  desfegmeiu  fe  coupent  en  dedans  de  l’ellipfe,  nous  avons 

AVxVB.  CVx  VD"  : : MX.  1^TA^7T4»J-donc  AV  x VB. 

CV  X VD  ::  VL.  HV 5 mais  à caufe  des  bafes  AB  , CD  divi- 
fées  en  deux  également  en  L ôc  H,  & en  deux  inégalement 

en  V ,*nous  avons  AV  x VB  = AL. — VL,  ôc  CV  x VD=CH 

— ^ 2^onc_^’— VL  : : CH  — HV  : : W.  HV , ouTl  ' 

~VL.  VL::  CH  — HV.  HV,  ôccompofant,  nous  aurons  AL 

V^L-t-^VL.  ’Æ  ::  CH  — ÎÏVh-HV.  ÎÏV*,  c’eft-à-dire  "ÂL. 

VL  : : CH.  H'V  , ôc  partant  AL.  VL  : : CH.  HV  ; d’où  il  fuit 
Tome  I.  X X X 
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que  les  droites  HL,  AC  font  paralelles.  Or  AL  =LB,  & GH 
= DH  i donc  LB.  VL  : : DH.  HV  ; ainfi  les  droites  DB,  HL 
font  paralelles,  ôc  par  conféquent  les  quatre  lignes  AC,  RM,  HL, 
DB  font  paralelles  6c  divifées  chacune  en  deux  egalement  par 
la  droite  XF  ; d’où  il  fuit  que  les  ttapezoïdes  RMBD,  RMLH, 
LHDB  font  auffi  divifés  chacun  en  deux  également  pat  la  mê- 
me droite  XF.  Retranchant  donc  du  trapezoïde  RMBD  , d’un 
côté  le  trapezoïde  RVSH,  ôc  le  trapezoïde  HSFD,  ôc  de  l’au- 
tre le  trapezoïde  VMLS  = RVSH,  ôc  le  trapezoïde  LSFB 
e=  HSP'D , il  reliera  d’une  part  le  triangle  RHD  égal  au  triangle 
MLB  de  l’autre. 

Si  les  bafes  AB,  CD  (f/>.  4^?.)  fe  coupent  en  T hors  de 
l’Ellipfe,  je  fais  la  même  conftruâion  que  ci-delTus,  ôc  je  démon- 
trerai de  la  même  façon  que  les  droites  RM , HL  font  paralelles 
entr’elles  ôc  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre  XO  ; 

- i'-> 

que  ce  diamètre  palTe  par  le  point  T,  ôcque  nous  aurons  TL. 

TH  : : AIX.  RX,  à caufe  que  les  triangles  femblables  LTH, 
MXR  donnent  TL.  TH  ::  MX.  RX;  or  les  fccantesTB,  TD 

donnent  TBxTA.  TDxTC  ::  MX.  RX;  donc  TBx  TA. 

TB  X TCj^:  TT.^^f . Mais  TB  x TA  =PtL  — “Âl^  ôc  TD 

X T^:=râ  — CH*;  donc  TL*— "ÂL.  TH*— CH  : HT, 

ouJTL.  TL  — “ÂL  : :'tH.  TO  — "CH , ôc  divifant^.  "TL 

— TL : : TH.  TH  — TH*  CH , c’eft-à-dire  TL*  AL 

TH.  CH,  ôc  partant  TL.  AL  ::  TH.  CH , ce  qui  tend  les 
lignes  HL,  CA  paralelles 5 ôc  comme  à caufe  de  AL  = LB  ôc 
de  CH  = HD  nous  avons  TL.  LB  ::  TH.  HD,  les  lignes 
DB,  HL  font  aulTi  paralelles  ; ainû  les  quatre  lignes  CA,  RM, 
HL,  DB  font  paralelles  ôc  divifées  chacune  en  deux  également 
par  le  diamètre  XF,  ôc  par  conféquent  les  ttapezoïdes RMDB , 
KMLH , ôc  HLBD  font  auffi  divifés  chacun  en  deux  égale- 
ment par  ce  même  diamètre.  Achevant  donc  le  refte  Comme 
ci-deffus,  nous  trouverons  aulli  RDH  = MBL. 

Enfin  fi  les  bafes  AB,  CD  ( Fig.  454.  ) fe  coupent  fur  la  cour- 
be, je  fais  la  même  conftruûion,  ôc  les  droites  KM,  HL  font 

Saralelles  ôc  divifées  chacune  en  deux  également  par  la  droite 
IF.  Or  AL  = LB , 6t  AH  = HD  ; donc  AL.  AB  : : AH.  AD, 
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fie  par  conféquent  les  droites  DB , HL  (ont  paralelles  fie  divifdes 
chacune  en  deux  également  par  le  diamètre  XF.  Ainfiles  trape- 
zoïdes  RMDB , RMLH  & HLBD  font  aufli  divifés  chacun  en 
deux  également  par  ce  même  diamètre , & partant  achevant  le 
refte  comme  ci-deffus , on  aura  RDH  = MBL. 

7j8.  Définition.  Un  diamètre  RS  {Fig.  étant  donné 
avec  fa  tangente  RT  ; fi  par  le  centre  O on  mene  un  diamètre 
MN  paralelle  à la  tangente,  ce  diamètre  MN  fe  nomme  dia- 
mètre conjugué  du  diamètre  RS. 

73p.  Proposition  CXLIV.  Le  efuarré  dune  ordonnée 
quelconque  HE  ( Fig.  46$.)  à un  diamètre  RS  eft  au  reèlangle  RH 
X HS  des  parties  de  ce  diamètre  quelle  coupe  comme  le  quarrè  du  dia- 
mètre MN  conjugué  du  diamètre  RS , eft  au  quarrè  du  diamètre  RS. 

Les  droites  HE,  MO  étant  ordonnées  au  diamètre  RS , nous 

avons  EH.  RH  x HS  : : MO.  RO  x OS  {N.  730.)  mais  RO 
= OS  ; donc"ËH.  RH  x HS  : : MO.  RO  ; or  MO.  rS  : : ÂÏN. 

RS  5 donc“ËH.  RH  x HS  : : MN.  RTs. 

740.  Proposition  C X L V.  Toute  ligne  EF  qui  fe  termine 
de  part  & d autre  à la  courbe  ( Fig.  4^J.)  & qui  eft  paralelle  à un 
diamètre  RS , eft  coupée  en  deux  également  par  le  diamètre  MN  con- 
jugué du  damètre  RS. 

Parles  extrémités  E,F  de  la  droiteEF,je  mene  au  diamètre  RS  les 
ordonnées  EH,  FL,  lefquelles  font  paralelles  fie  égales  entr’elles  à 

caufe  des  paralelles  EF,  RS.  Or  nous  avons  HE.  RHxHS  ::  LF, 
RL  X LS  (A'.  730.)  6c  HE  = LF,  à caufe  de  HE  = LF;  donc 
RHxH^RLxLS  ; mais  RH  x HS  = RO  — HO  6c  RL 
xLS=~^’  ou^  ---TH;_dûim!RO  — _HO=^^ 

& par  conféquent  HO  = LO  6c  HO  = LO;  mais  à caufe  des 
paralelles  HE , MO , LF,  6c  EF , RS,  nous  avons  HO  = EV  ôc 
LO  = VF  ; donc  EV  = VF. 

741.  Corollaire.  Donc  toutes  les  paralelles  au  diamètre  RS 
font  des  doubles  ordonnées  à fon  diamètre  conjugué  MN , 6c 
par  conféquent  la  tangente  TQ  menée  pat  le  fommet  M eft  par 
talelle  au  diamètre  RS , d’où  il  fuit  que  le  diamètre  RS  eft  le 
diamètre  conjugué  de  fon  conjugué  MN,  6c  que  le  quarrè  d’une 
ordonnée  quelconque  EV  au  diamètre  MN  eft  au  rectangle, MV. 

X X X ij  • 
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X VN  des  parties  de  ce  diamètre  qu’elle  coupe  comme  le  quarrè 
du  diamètre  RS  cft  au  quarrè  du  diamètre  MN. 

742.  Proposition  CXLVI.  Les  deux  axes  AB, CD  (Fig.  é^66.y 
& deux  diamètres  conjugués  MN , RS  étant  donnés , le  reSlangle 
PQTV  des  deux  axes , c’ejl-à-dire  le  reSlangle  fait  par  les  quatre 
tangentes  des  deux  axes , efi  égal  au  paralello^amme  des  deux  dia- 
mètres, c'eft-â-dire  au  paralellogramme  XZHL  fait  par  les  tan- 
gentes des  diamètres. 

Le  fegment  AD  B coupé  par  le  grand  axe  AB , & le  fegment 
MSN  coupé  par  le  diamètre  MN , ont  les  parties  OD  , OS  de 
leurs  diamètres  comprifes  entre  la  courbe  & leurs  bafes  AB» 
MN  proportionnelles  à ces  mêmes  diamètres»  car  OD.  OC 

Oo.  OR;  donc  les  plus  grands  triangles  ADB,  MSN  inf- 
crits  dans  ces  fegmens  lont  égaux  ( M 737.  ) or  le  triangle  ADB 
eft  la  moitié  du  reûangle  AQTB,  de  même  bafe  & de  même 
hauteur , & le  triangle  MSN  e(l  la  moitié  du  paralellogramme 
MHLN  ; donc  le  redangle  AQTB  e(l  égal  au  paralellogramme 
MHLN,  & par  confèquent  le  reâangle  PQTV  double  de 
AQTB  efl  égal  au  parallellogramme  XZLH  double  du  para- 
llélogramme MHLN. 

743.  Corollaire.  Pofant  les  mêmes  chofes  ; fi  de  Pextrimitè  D 
du  P etit  axe  ( Fig.  467.  ) on  mene  une  ordonnée  I^V  au  diamètre 
AiN , dr  que  de  l" extrémité  S de  Foutre  diamètre  conjugué  RS  on 
mene  une  ordonnée  SL  grand  axe  AB,  je  dis  que  le  diamètre 
MN  df  le  grand  axe  feront  coupés  en  même  raifon  en\&h,  par  leurs 
ordonnées  D V.  SL.  Je  prolonge  l’ordonnée  DV  jufqu’à  ce  qu’elle 
coupe  en  Y la  tangente  SY  du  diamètre  RS  conjugué  de  MN , 
& 1 ordonnée  LS  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  en  X la  tangente  DT 
du  petit  axe,  & je  mene  DS.  Le  triangle  ODS  efl  la  moitié 
du  paralellogramme  OVYS  de  même  Bafe  & de  même  hau- 
teur , & le  même  triangle  eft  aufti  la  moitié  du  reèlangle  ODXL  ; 
donc  le  paralellogramme  OVYS  eft  égal  au  redangle  ODXL; 
or  le  paralellogramme  OMHS  étant  le  quart  du  paralellogramme 
des  diamètres  coujugués  MN,  RS  eft  égal  au  reâangle  ODTB 
qui  eft  le  quart  du  reâangle  des  deux  axes  ( N.  74a.  ) donc  les 

Îiaralellogrammes  OMHS,  OVYS  font  emt’eux  en  même  rai- 
bn  que  Tes  reâangles  ODTB,  ODXL  qui  leur  font  égaux 
chacun  à chacun;  mais  les  paralellogrammes  OMHS,  OVYS 
syant  la  hauteur  commune  OS  font  entr’eux  comme  leurs  ba- 
fes OM,  OV  f & les  teâangles  ODTB,  ODXL  ayant  Uhau^ 
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teûr  commune  OD  fontentr’eux  comme  leurs  bafes  OB,  OL; 
donc  OM.  OV  : : OB.  OL,  ôc  partant  OM.  OM  — OV 
: : OB.  OB  — OL,  ou  OM.  MV  : : OB.  BL  ; & doublant 
les  antécedens , nous  aurons  MN.  MV  : : AB.  BL  ; & enfin 
divifant  MN  — MV.  MV  ::  AB  — BL.  BL,  ou  NV.  MV, 
: : AL.  BL. 

74^  Corollaire  II.  Pofant  encore  les  mêmes  chefes  ; ft  de  tex- 
trêmité  M du  diamètre  MN  (Fig.  458.)  on  mene  tordonnée  MH 
au  fetit  axe,  & de  C extrémité  S de  f autre  diamètre  conjugué , for- 
donnée  SL  au  grand  axe,  les  deux  axes  feront  coupés  proportionnelle- 
met  aux  points  H , L.  Je  prolonge  le  diamètre  MN  jufqu’à  ce 
qu’il  coupe  en  T la  tangente  DT  du  petit  axe,  & du  point  D 
je  mene  1 ordonnée  DV  à ce  diamètre.  Les  triangles  femblables 
ODT , OHM  donnent  OD.  OH  : : OT.  OM  s mais  à caule 
de  la  tangente  DT  & de  l’ordonnée  DV  menée  du  point  d'at- 
touchement , nous  avons  OV.  OM  : : OM.  OT,  ou  OT.  OM 
: : OM.  OV  ; donc  OD.  OH  : : OM.  OV  ; mais  OM.  QV, 
: : OB.  OL  ( JV.  743.)  donc  OD.  OH  : : OB.  OL. 

74J.  Corollaire  III.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes,le  quarré 
'de  f ordonnée  MH  (Fig.  458.)  ^ petit  axe  menée  du  fàmmet  du 
diamètre  MN , eft  égal  au  reÛangle  BL  x LA  des  parties  du  grand 
axe  coupées  par  tordonnée  SL  menée  du  Commet  du  diamètre  conjugué 
RS,  ér  réciproquement , le  quarré  de  tordonnée  LS  efl égal  au  rec- 
tangle CH  X HD  des  parties  du  petit  axe  que  t ordonnée  MH  coupe. 
Les  deux  axes  étant  coupés  proportionnellement  en  H & L 
( N.  744.  ) nous  avons  DH  , DC  : : BL.  EA , fit  CH.  DC  : : AL. 
ÀB;  multipliant  donc  enfemble  les  termes  de  ces  deux  propor- 
tions , nous  aurons  DH  x CH.  DC  : : BL  x AL.  AB , ou  DH 
n CH.  BL  X AL  ; : DCÎ.  ABl  nTpm-Jir  nniwrf  dr  l’(  llipfr  nous 

avons  LS.  BL  x AL  : : DC.  AB  ; donc  LS.  BL  x AL  : : DH 
X CH.  BL  X AL  ; fit  partant  à caufe  des  conféquens  égaux , nous 

aurons  LS  = DH  x CH. 

De  même  nous  avons  MH.  DH  x CH  : : AB.  CD , ou  DH 
X CH.  MH  : : CD.  AB  ; mais  nous  avons  trouvé  DH  x CH. 
BL  X AL  : : DC.  ÂB  j donc  DH  x CH.  MH*  : : DH  x CH.  BL 

I I » 

X AL,  fit  pai  conféquent  MH= BL  x AL. 

^ Xxxii; 
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745.  Corollaire  IV.  Pofam  encore  les  mimes  chofes  ÇP\g, 
les  quarrés  des  diamètres  conjugués  MN,  RS,yô«ï  enfemble  égaux 
aux  quarrés  des  deux  axes  pris  enfemble.  Le  triangle  redangle 

OMH  donne  OM=OH-4-MH;  mais  ( N.  745.  ) MH=BLxAL; 


P-  I a ■ » 

donc  OM=OH-|-BLxAL  ; de  même  dans  le  triangle  reftangle 

OSL , nous  avons  OS=OL-+-LS , mais  LS=CHxHD , donc 

O S = OL  -H  CH  X HD , & partant  OM-4-OS=OH-+-BLxAL 

>i-üL+CHxHD;  mais  à caufe  que  l’axe  AB  eft  divifé  en  deux 
également  en  O , ôc  en  deux  inégalement  en  L , nous  avons 

BLx  AL-i-OL=BO,  & par  la  même  raifon  CHxHD-f-OH 

s=OD  ; donc  OM-+-OS=BO-4-OD.  Donc,  &c. 

747.  Corollaire  V.  Si  des  extrémités^,  R des  diamètres  con- 
jugués MN , RS  ( Fig.  4(îp.  ) on  mene  des  ordonnées  au  grand  axe  , 
te  reâlangle  AFxFB  des  parties  que  tune  des  ordonnées  coupe , ejî 
égal  au  quarré  de  la  diftance  LO  de  t autre  ordonnée  au  centre  O.  Du 
point  M , je  mene  au  petit  axe  l’ordonnée  M V , & par  confé- 
quent  le  quarré  de  cette  ordonnée  eft  égal  au  reêlangle  AFxFB  ; 

mais  MV  ==  LO , donc  LO= AFxF B , & on  prouvera  de  même 


que  FO=ALxLB. 

748.  Proposition  CXLVII.  Il  y a toujours  deux  diamètres  con- 
jugés  égaux  dans  une  Ellipfe , & tous  les  autres  diamètres  conjugués , 
font  inégaux. 

Soit  l’elliofe  ADCB  (Ft^. 470.)  dont  le  grahïï axe  eft  AB,  6c 
le  petit  eft  CD  ; je  joins  les  extrémités  de  ces  axes  par  les  droites 
AD  , DB  , BC  , AC  ; ce  qui  me  donne  un  paralellogtamme 
ABCD,  dont  les  quatre  côtés  font  égaux.  Je  mene  par  le  centre 
O la  droite  NM  paralelle  au  côté  CA , ce  qui  divifc  le  paralello- 

framme  ABCD  en  deux  paralellogrammes  égaux  AHCL  , 
IDBL,  car  les  triangles  femblables  AOH , BOL  font  égaux , 
à caufe  du  côté  AO  égal  au  côté  OB , par  la  même  raifon  les 
triangles  femblables  AOC , DOB  font  égaux  , 6c  les  triangles 
femblables  COL , HOD  le  font  auffi , à caufe  du  côté  CO  égal 
au  côté  OD  j ainfi  les  paralellogrammes  AHCL  , HDBL  étant 
compofés  d’un  même  nombre  de  triangles  égaux  chacun  à cha- 
cun font  égaux  entPeux  ; or , ces  paralellogrammes  étant  entre 
les  paralelles  AD , CB  ont  la  même  hauceui  s donç  la  bafe  CL 
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'doit  être  égale  à la  bafe  LB  , Si.  par  la  même  raifon , nous  avons 
AH =HD  ; donc  MN  divife  en  deux  également  les  deux  droi- 
tes CB,  AD  paralelles  entr’eiles  , & qui  fe  terminent  de  part  £c 
d’autre  à la  courbe , & par  conféquent  MN  ell  un  diamètre.  On 
prouvera  de  la  même  façon  que  R du  centre  O , on  mene  une 
ligne  RS  paralelle  au  côté  AD  du  paralellogramme  ABCD,  cette 
ligne  RS  fera  aufll  un  diamètre  , lequel  fera  conjugué  du  diamè- 
tre MN,  à caufe  qu’il  eft  paralelle  aux  ordonnées  AH,  CL  de  ce 
diamètre.  Or>  les  lignes  AD,  AC  étant  égales  , leurs  moitiés 
AH , AP  le  font  aufli , & par  conféquent  le  paralellogramme 
AHOP  eft  compofé  de  quatre  côtés  égaux  ; d’où  il  fuit  que  les 
triangles  AHO,  APO  qui  ont  le  côté  AO  commun , ôc  les  côtés 
AH , OH,  égaux  entr’eux,  6t  aux  côtés  AP,  PH  font  parfaite- 
ment égaux,  & que  l’angle  AOH  eft  ^al  à l’angle  AOP  ; con- 
cevant donc  que  la  demi-ellipre  ADB  foit  mife  fur  fon  égale 
ACB , enforte  que  l’angle  droit  AOD  tombe  fur  l’angle  droit 
AOC , la  courbe  ADB  tombera  fur  la  courbe  ACB  , l’angle 
AOM  fur  fon  égal  AOR , & le  côté  OM  fera  égal  au  côté  OR  ; 
or,  MN  eft  double  de  ON  ( N.  696.  ) , Si  OR  double  de  RS,  donc 
les  diamètres  conjugués  MN , RS  font  égaux. 

Maintenant  concevons  deux  autres  diamètres  conjugués  quel- 
conques diiférens  des  diamètres  conjugués  & égaux  MN , RS 
que  nous  venons  de  trouver  {Fig,  471.  ),  l’un  des  deux  coupera 
les  quarts  d’ellipfe  AC , ou  entre  R & A ou  entre  R ôc  C ; fup-, 
fons  qu’il  le  coupe  entre  R ôc  A en  T , ôc  que  ce  diamètre  foit  la 
droite  TV,  qui  par  conféquent  eft  plus  grande  que  RS  (M  7oy.  ); 
je  mene  par  les  points  R , T les  tangentes  RX , TZ , iefquelles 
fe  couperont  en  quelque  point  Y entre  les  points  d’attouchement 
R,  T ( iV.  7 10.  ) ; c’eft  pourquoi  fi  je  prolonge  la  tangente  YTZ, 
ôc  le  diamètre  NM  paralelle  à la  tangente  RX , la  tangente  YZL, 
coupera  en  L le  diamètre  NM,  ôcTàflgfc-QZL  extérieur  au 
triangle  ZOL  fera  plus  grand  que  l’angle  intérieur  AOL;  or,  le 
diamètre  HP  conjugué  du  diamètre  TV  étant  paralelle  à la  tan- 
gente TZ , les  angles  QZL,  QOH  du  même  côté  font  égaux  ; 
donc  l’angle  QOH  ou  AOH  eft  plus  grand  que  l’angle  QOL  ou 
ZOL  ou  AOM  , ôc  par  conféquent  MO  eft  plus  grand  que  HO 
( A^.  7oy.  ) , ôc  MN  plus  grand  que  HP  ; or , TV  eft  plus  grand 
que  RS  ou  que  fon  égale  MN  ; donc  à plus  forte  raifon  TV  eft 
plus  grand  que  fon  conjugué  HP. 

On  prouvera  de  même  que  fi  l’un  des  diamètres  conjugués 
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palïe  entre  R & C,  auquel  cas  il  fera  moindre  que  RS,  fon  con^ 

jugué  fera  plus  grand  que  MN  égal  à RS. 

749.  Corollaire.  Les  deux  diamètres  conjugués  & égaux 
MN , RS  ( Fig.  472.  ) étant  donnés  dans  une  Ellipfe , u quarré  tfune 
ordonnée  quelconque  PH  â f un  de  ces  diamètres  MN  ejl  égal  au  rec~ 
tangle  MHxHN  des  parties  de  ce  diamètre  que  t ordonnée  coupe.  Car 

nous  avons  PH.  MH  x HN  ::  RS.  MN  ; or,  à caufe  de  RS 

=MN,  nous  avons  aufTî  RS=MN  ; donc  PH= MHxHN. 

7JO.  Remarque.  La  propriété  de  l’ellipfe  à l’cgard  des  dia- 
mètres conjugués , ell  donc  la  même  que  celle  du  cercle , & il 
n’y  a de  différence  qu’en  ce  que  dans  le  cercle  l’ordonnée  eft  tou- 
jours perpendiculaire  à fon  diamètre , au  lieu  que  dans  l’ellipfe 
l’angle  PHM  ( Fig.  472.)  fait  par  l’ordonnée  avec  l’un  des  deux 
diamètres  conjugués  ôc  égaux , ell  toujours  aigu  ; car  cet  angle 
efl  égal  à l’angle  ROM  fait  par  les  deux  diamètres.  Or,  l’angle 
ROM  {Fig.  470.)  eft  égal  à l'angle  CED  du  paralellogramme 
ADBC,  & l’angle  CED  eft  aigu,  comme  je  vais  le  démontrer; 
donc  l’angle  PHM  ( Fig.  472.)  eft  aufti  aigu. 

Pour  montrer  donc  que  l’angle  CED  {Fig.  470.)  eft  aigu, il 
n’y  a qu’à  obferver  que  les  deux  triangles  ifolceles  CED,’ ACE 
ont  les  côtés  CB,, BD  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  AC, 
CB  ; or,  la  bafe  CD  du  premier  eft  moindre  que  la  bafe  AB  du 
fécond;  donc  l’angle  CBD  eft  moindre  que  l’angle  ACB;  or, 
dans  le  paralellogramme  ACED  , les  deux  angles  CBD , ACB 
valent  enfemble  deux  droits  ; donc  CBD  vaut  moins  d’un  droit , 
& ACB  en  vaut  davantage.  

7J 1.  Proposition  CXLVIII.  L’axe  & un  diamètre  ou  deux  dia- 
mètres MN,  HL  (Fig.  47}.  ) qui  ne  font  ^as  conjugués  entreuXf 
étant  donnés,  fi  par  les  extrémités  de  ces  diamètres  on  mene  quatre  tan- 
gentes TR , P£  TP , RE  qui  Je  coupent  T , R , E , P , deux 
tangentes  TR,  PE  menées  par  les  extrémités  du  diamètre  AIN  féront 
coupées  en  M N chacune  en  deux  parties  égales  chacune  à chacune, 
c’ejl-à-dire  TM  = NE , MR  = NP yù"  de  même  les  deux  tan- 
gentes TP , RE  feront  auffi  coupées  chacune  en  deux  parties  égales 
chacune  à chacune.  t 

Je  mene  les  droites  HM , NL , qui  joignent  les  extrémités  des 
deux  diamètres,  & à caufe  que  MO.  MN  : : HO.  HL , les  droi- 
tes H M,  N L font  paralelles  enti’elles.  Du  point  T où  les  tangen- 
tes HT, 
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tes  HT , MT  fe  coupcftt , je  mene  par  le  milieu  S de  la  droite 
HM  la  ligne  TE  qui  eft  un  diamètre  ( A4  73  i.  ) , ôc  qui  par  con- 
fèqucnt  coupe  aufli  en  deux  également  la  droite  NL  paralelle  à 
HM,  d’où  il  fuit  que  ce  diamètre  eft  le  même  que  celui  que  l’on 
meneroit  du  point  £ où  les  deux  tangentes  NE  , EL  fe  coupent 
par  le  milieu  Z de  la  droite  NL  qui  joint  les  points  d’attouche- 
ment NL.  Or,  les  tangentes  TR,  PE  étant  paralelles  entr’elles, 
à caufe  qu’elles  doivent  être  paralelles  aux  ordonnées  du  diamè- 
tre MN  ; il  eft  clair  que  les  triangles  TMO,  NOE  font  fembla- 
bles , ôc  de  plus  égaux , à caufe  du  côté  MO  égal  au  côté  NO  ; 
donc  TM  = NE  ; mais  TR  = PE , à caufe  du  paralellogramme 
TREP  ; donc  TR— TM  ou  MR=PN. 

De  même  les  triangles femblables  HTO,  EOL  ayant  le  côté 
HO  égal  au  côté  OL  font  parfaitement  égaux,  & par  conféquent 
HT= EL  ; or , PT=ER , donc  PH=LR. 

. yya.  Corollaire.  Pofant  Us  mêmes  chofes  ,je  dis  <jue  le  reSia»^ 
gle  TMxMR  (Fig.  474.)  des  deux  parties  de  la  tangente  TR  au 
fommet  M du  diamètre  MN  eft  igalauquarri  du  demi-diamètre  Ois 
conjugtU  de  MN,  Û"  que  le  reSlangle  THxHP  des  parties  de  la  tan- 
gent au  fommet  H du  diamètre  HL  eft  égal  au  quarré  du  demi- 

diamètre  OE  conjugué  de  HL. 

Je  prolonge  la  tangente  PT  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  le  dia- 
mètre MN  prolongé  en  B,  & du  point  d’attouchement  menant 
l’ordonnée  HC  au  diamètre  MN , j’ai  OC.  OM  ::  OM.  OB 
(A’’.  7^2.)  ou  OB,  0Mr-rrôM,-0€7-dtmc  OB— OM.  OB  :: 
OM— OC.  OM , c’eft-à-dire  BM.  OB  ::  MC.  MO  , ou  BM. 
MC  ::  BO.  MO,  & partant  BM.  BM-+-MC  : : BO.  BO-J-MO, 
c’eft-à-dire  BM.^BC  ::  BO.  BO-+-MO;  mais  à caufe  de  MO 
= ON,  nous  avons  BO  i QN  BN  ,.dopc  BM.' 

BC  ::  BO.  BN  ; or,  les  tria^les  BMT,  BCH,^ÔX  , BNP, 
étant  femblables , leurs  bafes  TM,  HC , XO,  PN  font  en  même 
raifon  que  les  côtés  BM,  BC,  BO,  BN  ; donc  TM.  HC  ::  XO. 
PN , & partant  TMxPN=HCxXO  ; mais  en  menant  du  point 
d’attouchement  H,  l’ordonnée  HQ  au  demi-diamétre  conjugué 
OZ , laquelle  fera  paralelle  à MN , nous  aurons  OQ.  OZ  : : OZ. 
OX,  & à caufe  des  paralelles  HQ , CO  , les  paralelles  HC , QO 
foru  égales  ; donc  HC.  OZ  : : OZ.  OX , d où  je  tire  HCxOX 

3=OZ,  ôc  par  conféquent  TMxPN=OZ,  mais  PN=MR 
Tome  J,  Y y y 


JJS  E L E_M  ENS 

(A^.  7jr.)>  doncTMxMR=OZ,&  oh  démontra  de  la  même 

façon  que  THxHP=OE. 

7JJ.  R EMARQ^u B.  De  ce  qui  vient  d’être  dit  dans  le  Corol- 
laire précédent,  nous  tirerons  cette  Régie  ou  Théorème.  Si  une 
ligne  droite  OB  divifée  en  C&M,  de  jnfon  qu’on  ait  OC.  OM  : ; 
OM.  OB  , qu’on  lui  ajoute  du  côté  de  O une  droite  ON  égale  à la 
moyenne  proportionnelle  OM,  on  aura  BM.  BC  BO.  BN.  Car 
c’cft  ce  que  nous  venons  de  trouver  dans  ce  Corollaire,  & de  ce 
premier  Théorème  , j’en  tire  un  fécond  qui  n’cft  pas  moins  im- 
portant ; fçavoir , Si  une  ligne  OB  eft  divifée  en  C & J\/l , de  façon 
qu’on  ait  OC.  OM  : : OM.  OB , cr  qu'on  lui  ajoute  du  côté  de  O 
une  droite  ON  égale  à la  moyenne  proportionnelle  OM  ; la  ligne  entière 
OB  fera  divifée  harmoni alternent  aux  points  M,C  , & C on  aura 
BM.  MC  : : BN.  CN.  Ce  que  je  prouverai  ainfi 

Par  la  fuppofition , nous  avons  OC.  OM  : : OM.  OB  ou  OB. 
OM  ::  OM.  OC  ; donc  BO— OM.  OM  OM— OC.  OC  , 
c’eft-à-dire  BM.  OM  : : MC.  OC,  ou  BM.  MC  : : OM.  OC  ; 
de  même  à caufe  de  BO.  OM  : : OM.  OC , nous  avons  BO 
-♦-OM.  OM  ::  OM-+-OC.  OC  ; mais  OM=ON,  donc  BN. 
OM  : : CN.  OC , ou  BN.  CN  : : OM.  OC  ; mais  nous  venons 
de  trouver  BM.  MC  ::  OM.  OC,  donc  BM.  MC  ::  BN.  CN. 

Et  de-là  il  eft  aifé  de  prouver  l’inverfe  de  ce  fécond  Théorème, 
c’ eft -à- dire,  que  jî  une  ligne  BN  eft  divifée  harmoniquement  aux 
points  M,C , dr  qu’on  divife  la  fomme  MN  de  deux  de  fes  parties 
de yîftff  NC,  CM  en  deux  également  en  O , on  aura  toujours  OC. 
OM  ;:OM.OB,&BM.  BC  ;;  BO.BN;caf.p«ifiî*ic  BM.  MC 
; : BN.  CN , donc  BN.  BM  : : CN.  MC , & partant  BN-f-BM. 
BM::CN-i-MC.  MC;  or . BN=NM -+- MB  . & CN-4-MC 
»=MN  ; donc  NM-+-  aBM.  BM  : : MN.  MC  , & prenant  les 
moitiés  des  antécedens,nous  aurons  OM>“l»MB.  BM  : : OM.  MC, 
ou  OB.  BM  ;;  OM.  MC;  donc  OB — BM.  OB  : ; OM  — MC. 
OM,  c’eft-à-dire  OM.  OB  : ; OC.  OM,  ou  OC.  OM  : : OM.  OB; 
après  quoi,  à caufe  de  ON  égal  à la  moyenne  proportionnelle  , 
on  aura  comme  ci-delTus  BM.  BC  : : BO.  BN. 

7J4.  Problème.  Une  Ellipfe  ACBD  (Fig.  47J.)  étant  donnée  , 
trouver  fon  centre,  fes  deux  axes,  & fes  foyers. 

Je  mene  des  lignes  HL , PQ , ôcc.  paralelles  cntr’elles , & qui 
fe  termiitent  de  part  & d’autre  à la  courbe  ; je  les  divife  chacun 
en  deux  également  aux  points  R , S , &c.  & failànt  paffer  une 
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ligne  droite  MN  par  les  points  R,  S , &c.  cette  ligne  eft  un  dia- 
mètre , & par  conféquent  le  point  O qui  coupe  cette  ligne  en 
deux  également  eft  le  centre,  & fi  les  droites  HL,  PQ , &c. 
font  perpendiculaires  fur  MN , cette  droite  MN  fera  l’un  ou  l’autre 
des  deux  axes. 

Mais  fi  cela  n’eft  pas.  Je  décris  du  centre  O un  cercle  qui 
coupe  la  courbe  en  quelque  point  T , ainfi  le  rayon  OT  de  ce 
cercle  eft  moindre  que  le  demi -grand  axe  ; car  le  cercle  qui  a 
pour  rayon  le  grand  axe  , eft  circonfcrit  à l’ellipfe  & ne  la  coupe 
point , ôc  ce  même  rayon  OT  eft  plus  grand  que  le  demi-petit 
axe,  à caufe  que  le  cercle  qui  auroit  pour  ra^on  le  demi -petit 
axe  eft  infcrit , & ne  coupe  pas  non  plus  la  courbe  ; donc  le  cer- 
cle du  rayon  OT  doit  couper  l’ellipfe  en  quatre  points  T,  X,Z,  Y, 
( N.  707.  ).  Je  mene  par  ces  quatre  points  les  droites  TX , XZ , 
ZY , YT  , & les  coupant  chacune  en  deux  également , je  mene 
par  les  points  de  divifion  les  droites  AB , DG  qui  fe  terminent  à 
la  courbe,  6c  ces  deux  droites  font  les  deux  axes  ( N.  707.),  ôc 
par  conféquent  la  plus  grande  AB  eft  le  plus  grand  axe , ôc  l’au- 
tre eft  le  petit. 

Je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  AO  du  demi-grand  axe , 
ôc  de  l’extrémité  D du  petit  axe , je*décris  un  arc  qui  coupe  le 
grand  axe  aux  points  F,  V qui  font  les  foyers  (N.  71p.). 


7yy.  Problème.  Mefwrerune  ElUpfe  (Fig. 475. ). 

Je  décris  le  cercle  circonfcrit  que  je  mefure , de  même  que 
l’axc  ôc  le  petit  axe;  après  quoi,  je  dis  par  Régie  de  Trois  : le 
grand  axe  eft  au  petit  axé’,'c6mmè  Te  cercle  circonfcrit  eft  à un 
quatrième  terme  qui  fera  la  valeur  de  l’ellipfe  ; car  puifque  la 
fomme  des  ordonnées  du  demi-cercle  AEB  eft  à la  fomme  des 
ordonnées  corre<^>oiMlaptes  au  grand  axe  de  la  demi-ellipfe  ADB, 
comme  le  grand  axe  eft  au  ~puTi  aStî  ( eft  clair  que 

le  cercle  entier  eft  à l’ellipfe  entière , aufti  comme  le  grand  axe 
eft  au  petit  axe. 

Ou  bien  je  décris  le  cercle  infcrit  que  je  mefure;  ôc  je  dis  par 
Réglé  de  Trois;  le  petit  axe  eft  au  grand,  comme  le  cercle 
infcrit  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  l’ellipfe  ; car  puifque 
la  fomme  des  ordonnées  du  demi-cercle  CRD  ou  le  demi-cer- 
cle CRD  eft  à la  fomme  des  ordonnées  au  petit  axe  CD  de  la 
demi-ellipfe  CAD  ou  à la  demi-ellipfe  CAD  , comme  le  petit 
axe  eft  au  grand  axe  { N.  705.  ).  11  s’enfuit  que  le  cercle  entier 
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infcrit  CRDT  cft  à l’ellipfe  entière , comme  le  petit  axe  eft  au 

grand. 

Ou  bien  encore , je  prens  les  valeurs  en  nombre  du  cercle 
circonfcrit , & du  cercle  infcrit , & le  nombre  moyen  propor- 
tionnel Géométrique,  entre  ces  deux  nombres  eft  la  valeur  de 
i’ellipfe  ( A^.  70 j.  ) , c’eft-à-dire  qu’en  multipliant  les  valeurs  des 
deux  cercles  l’une  par  l’autre , ôc  tirant  la  racine  quarrée  du  pro- 
duit, cette  racine  fera  l’ellipfe. 

Problème.  Mefurer  un  fegment  d’EUipfe  r AR  coupé  par 
me  double  ordonnée  rR  au  grand  axe  ( Fig.  477.  ). 

Je  décris  le  ceijple  circonfcrit  ANBw , ôc  je  prolonge  rR  de 
part  & d’autre  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  la  circonférence  du  cer- 
cle en  n , N , ce  qui  me  donne  le  fegment  de  cercle  nAN  que  je 
mefure  ; enfuite , je  dis  par  Réglé  de  Trois  : le  grand  axe  eft  au 
petit , comme  le  fegment  de  cercle  «AN  eft  à un  quatrième  ter- 
me qui  fera  le  fegment  rAR  > car  chaque  ordonnée  HT  du  demi- 
fegment  circulaire  ANM,  eft  à chaque  ordonnée  HS  du  demi- 
fegment  elliptique  ARM  comme  OE,  OC,  ou  comme  le  grand 
axe  au  petit  axe  ( N.  tfSp.  ) ; donc  la  fomme  des  ordonnées  au 
demi-fegment  circulaire  ou  le  demi-fegment  ANM  eft  à la  fom- 
me des  ordonnées  au  demi-fegment  ARM,  ou  au  demi-fegment 
ARM,  comme  le  grand  axe  eft  au  petit  axe,  ôc  par  conféquent 
le  fegment  entier  «AN  eft  au  fegment  entier  rAR  dans  la  mô- 
me raifon. 

7Î 7.  Problème.  Mefurer  un  feSieur  Elliptique  rARO  ( Fig.  ■t77-) 
dont  la  corde  rR  eft  double  ordonnée  au  grand  axe. 

Je  prolonge  la  corde  rR  jufqu’à  ce  qu’oüo  «•wpe  de  part  ôc 
d’autre  la  circonférence  du  cercle  circonfcrit  en  n , N , ôc  de  ces 
points , je  mene  au  centre  O des  droites  nO , NO , ce  qui  me 
^nne  un  feâeur  de  cercle  «ANO  que  je  mefure  ; enfuite  je  dis 
par  Réglé  de  Trois  : le  grand  axe  efratrpetit  comme  le  feéteur 
circulaire  »ANO  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  le  feâeur 
elliptique  rARO.  Car  le  demi-fegment  circulaire  ANM  eft  au 
demi-fegment  elliptique  ARM  comme  le  grand  axe  eft  au  petit 
f M 7y  5.  ) , 6c  les  triangles  MNO , MRO  ayant  la  hauteur  com- 
mune , font  entr’eux  comme  leurs  bafes  MN,  MR , ou  comme 
OE  eft  à OC , ou  enfin , comme  le  grand  axe  au  petit . donc  le 
demi-fegment  ANM , plus  le  triangle  MNO,  c’eft-à-dire  le  demi' 
feâeur  circulaire  ANO  eft  au  demi-fegment  ARM,  plus  le  trian- 
gle MRO  , c’eft-à-dire  au  demi-lèâeuc  ARO  , oomme  le  granct 


f' 


■Digitized  by  Google  1 


DES  MATHEMATIQUES.  ^41 
axe  au  petit , & par  conféquent  le  fefteur  entier  «ANO  eft  au 
fe£leur  entier  rARO , comme  le  grand  axe  eft  au  petit. 

7 J 8.  Remarque.  Si  le  fegment  elliptique  rCR  478.  ) 
ëtoit  fait  par  une  double  ordonnée  rR  au  petit  axe  , on  décriroit 
le  cercle  infcrit  C»DN  , & l’on  diroit  par  Réglé  de  Trois  : 
le  petit  axe  eft  au  grand  comme  le  fegment  circulaire  NC«  eft  à 
nn  quatrième  terme  qui  feroit  le  fegment  elliptique  rCR.  De  mô- 
me pour  avoir  le  feéleur  rCRO,  on  diroit  pat  Régie  de  Trois  : 
le  petit  axe  eft  au  grand  axe , comme  le  feâeur  circulaire  nCNO, 
eft  à un  quatrième  terme  qui  feroit  le  fefteur  rCRO.  Ce  qui  fe 
démontre  aifément,  puifque  toutes  les  ordonnées  au  demi-feg- 
ment  circulaire  CnMfont  aux  ordonnées  du  demi-fegment  ellipti- 
que CrM,  comme  le  petit  axe  eft  au  grand  ( A^.  702.),  & que  le 
triangle  MnO  eft  au  triangle  MrO,  comme  Mb  eft  à Mr,  ou 
comme  le  petit  axe  eft  au  grand. 

7jp.  Problème.  Mefurerun  fegment  Elliptique  HRL  coupé  par 
une  bafe  HL  oblique  au  grand  axe  & au  petit  ( Fig.  47p.  ). 

Je  coupe  le  grand  axe  AB  en  Z en  même  raifon  que  le  dia- 
mètre RS  de  la  bafe  du  fegment  donné  eft  coupé  en  T,  c’éft-à- 
dire , je  fais  RS.  RT  ::  BA.  BZj  & menant  par  le  point  Z 
une  double  ordonnée  Mb  , le  fegment  MB»  fera  égal  au  fegment 
donné  HRL , ôc  par  conféquent  il  n’y  aura  qu’à  mefurer  le  feg- 
ment MBb,  comme  ci-deflus  ( A^.  7;  ^.) , & fa  valeur  fera  la  mfrr 
me  que  celle  du  fegment  HRL , ce  que  je  démontre  ainft. 

Je  conçois  que  la  hauteur  BZ  du  fegment  MBb  foit  coupée 
en  une  infinité  de  parties  ^les  , & que  par  les  points  de  divi- 
fion  foient  menées  des  doumês  ordonnées  des  extrémités  de  cha- 
cune defquelles  foierlt  élevées  des  petites  perpendiculaires,  ce 
qui  donnera  des  petits  reétangles  circonferits , qui  auront  to«s^ 
une  hauteur  inBnim«atj^etite  & égale  à ZX.  Je  conçois  de  mê- 
me que  la  partie  RT  du  diâitiétre'RS  llili  enupéc  on  un  même 
nombre  de  petites  parties , qui  par  conféquent  feront  proportion- 
nelles aux  petites  parties  de  BZ , & que  par  les  points  de  divi- 
fîon  foient  menées  des  doubles  ordonnées  à RT  , aux  extrémi- 
tés defquelles  foient  menées  des  petites  lignes  paralelles  à RT  , 
ce  qui  donnera  autant  de  paralellogrammes  circonferits  au  feg- 
ment HRL  que  de  reâangles  circonferits  au  fegment  MBb  ; du 
fommet  R du  diamètre  RS  , j’abaiffe  fur  la  bafe  HL  du  fegment 
HRL  la  perpendiculaire  RK , laquelle  fera  coupée  pat  les  dou- 
Jjles  ordonnées  du  fegment  HRL  en  parties  égales  & proportion^ 
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nelles  aux  parties  de  RT , & par  conféquent  proportionttelles 
aux  parties  de  BZ  ; ainfi  les  hauteurs  des  paralellogrammes  cir- 
confcrirs  au  fegment  HRL  feront  égales  entr’elles,  & à la  hau- 
teur EK  du  premier  de  ces  paralellogrammes  } or,  les  hauteurs 
des  paralellogrammes  étant  infiniment  petites  , il  eft  clair  que  la 
fomme  de  ces  paralellogrammes  ne  dilFerera  pas  du  fegment 
HRL , de  même  que  la  fomme  des  re^angles  circonfcrits  au  feg- 
nient  MBn  ne  différera  pas  de  ce  fegment.  Si  je  fais  donc  voir 
que  les  paralellogrammes  circonfcrits  au  fegment  HRL  font  en- 
femble  égaux  aux  redangles  circonfcrits  au  fegment  MBn , il 
s’enfuivra  néccffairement  que  les  deux  fegmens  font  égaux. 

A caufe  que  l’axe  ôc  le  diamètre  font  coupés  proportionnelle- 
ment, nous  aurons  BZ.  BA  ::  RT.  RS,  & ZA.  BA  ; : TS.  RS; 
£c  multipliant  les  termes  de  ces  deux  proportions  les  uns  par  les 

autres , nous  aurons  BZxZA.  B A : : RTxTS.  RS , ou  BZxZA.’ 
RTxTS  : : BA.  RS  ; par  un  femblable  raifonnement , nous  trou- 

— — - — a 

verons  BXxXA.  RQxQS  : : B A.  RS  , & par  conféquent  nous 
aurons  BZxZA.  RTxTS  : : BXxXA.  RQxQS  , ou  BZxZA. 
BXxXA  : : RTxTS.  RQxQS,  & mettant  au  lieu  des  deux  pre- 

t ' i 

micrs  termes  BZxZA,  & BXxXA  les  quarrés  MZ.  VX  qui  font 
en  même  raifon,  & au  lieu  des  deux  derniers  termes  RTxTS, 

* RQxQS,  les  quarrés  HT  , FQ  qui  font  aulfi  en  même  raifon  , 

nous  aurons  MZ.  VX  HT.  FQ,  d’où  l’on  tire  MZ.  VX 
HT.  FQ , & par  conféquem  M«.  V«  ::  c^-à-dire  leS 

bafes  des  reâangles  circonfcrits  au  fegmenl  MB»  font  entt’ elles 
comme  les  bafes  des  paralellogrammes  citçonfcrits  au  fegment 
HRL. 

Maintenant  le  petit  rrÔanglc  fifittÔr  la  bafe  M»  eft  MnxZX,- 
fie  le  petit paralellogramme  fait  fur  la  bafe  HL  eft  HLxEK  ; or, 
ZX.  ZB  ::  EK.  RK,  multiplant  donc  les  termes  de  la  première 
raifon  ZX , ZB  par  M« , & les  termes  de  la  fécondé  raifon  EK, 
RK  par  HL,  nous  aurons  MwxZX.MnxZB  ::  HLxEK.  HLxRK 
ou  MnxZX.  HLxEK  ::  MnxZB.  HLxRK , c’eft-à-dire  le  petit 
re£langle  fait  fur  Mn  eft  au  petit  paralellogramme  fait  fur  HL  / 
comme  le  rcâangle  MnxZB  eft  au  reftangle  HLxRK.  De  mê- 
me le  petit  reâangle  fait  fur  V« , eft  V«xZX , 6c  le  petit  paralel- 
logramme fait  fut  F/,  eft  F/xER  ; or,  V».  E/::M»-  HL,  6c 
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ZX.  EK  : : ZB.  BK  ; multipliant  donc  enfemble  les  termes  de 
ces  deux  proportions,  nous  aurons  V«xZX.  I^EK  : : MnxZB. 
HLxRK;  ainfi  le  petit  reftangle,  & le  petit  paralellogrammc 
font  encore  entr’eux  comme  le  reftangle  MnxZB  cft  au  paralel- 
iogramme  HLxRK  ; ôc  comme  on  trouvera  toujours  la  même 
chofe  en  comparant  chaque  petit  re£langle  circonfcrit  au  feg- 
ment  MB»  à chaque  petit  paralellogramme  circonfcrit  au  feg- 
ment  HRL  ; il  s’enfuit  que  la  fomme  des  petits  reôangles  cir- 
confcrits  au  fegment  MBb,  c’eft-à-dire  le  fegment  MBm  eft  à la 
fomme  des  petits  paralellogrammes  circonfcrits  au  fegment  HLR, 
c’eft-à-dire  au  fegment  HRL  , comme  le  retlangle  MnxZB  eft 
au  reélangle  HLxRK.  Mais  le  reâangle  MNxZB  eft  double  du 
plus  grand  triangle  MBn  inferit  au  fegment  MB«  , & le  reâan- 
gle  HLxRK  cft  double  du  plus  grand  triangle  HRL  inferit  au 
fegment  ; donc  ces  deux  triangles  inferits  MB» , HRL  font  en- 
tr’eux comme  les  fegmens;  or,  les  deux  triangles  MBn,  HRL 
font  égaux  ( A/.  737.)  ; donc  les  deux  fegmens  MB»,  HRL  font 
aufll  égaux. 

7(îo.  Problème.  Mefurer  m feSleur  Elliptique  HRLO  dont  la 
corde  HL  efl  oblique  aux  deux  axes  ( Fig.  47p.  ). 

Je  coupe  le  grand  axe  en  Z en  même  raifon  que  le  diamètre 
RS  de  la  corde  HL  du  fefteur  eft  coupée  en  T ; je  mene  par 
Z la  double  ordonnée  M»  au  grand  axe  , ôc  du  centre  O , je 
mene  les  droites  MO , «O , ce  qui  me  donne  un  feûeur  MOnB 
égal  au  fefteur  HRI  .O  t mpfiirantMQMB , comme  ci-def- 
fus  (A^.  7ÎP-),  fa  valeur  fera  celle  du  fecteur  HRLO. 

Car  menant  la  droite  OI  perpendiculaire  fur  HL , cette  droite 
fera  la  hauteur  du  triangle  HOL , ôc  la  hauteur  du  triangle  MO» 
fera  la  droite  OZ  T~o*~>-à-caufe  que  l’axe  ôc  le  diamètre  font  cou- 
pés en  deux  également  en  O , ôc  proportTüîlfieHemenf  en  T ôt 
Z , nous  aurons  BZ.  ZO  ::  RT.  TO,  ôc  à caufe  des  triangles 
femblables  RTK,  TOI,  nous  avons  RT.  TO  ::  RK.  OI  ; donc 
BZ.  ZO  : : RK.  OI , ou  BZ.  RK  : ; ZO.  OI  ; or , les  plus  grands 
triangles  MB»,  HRL  inferits  dans  les  fegmens  MB»,  HRL 
étant  égaux  ( A^.  737.)  , ont  les  bafes  réciproques  à leurs  hau- 
teurs; donc  M».  HL  ::  RK.  ZB,  ou  ZB.  RK  ::  HL.  M»,ôc 
partant  ZO.  OI  : : HL.  M»,  d’où  l’on  tire  ZOxM»=HLxOI  ; 
or , ZOxM»  eft  le  double  du  triangle  MO»,  ôc  HLxOI  eft  le 
jdouble  du  triangle  HLO , donc  ces  deux  triangles  font  égaux  ; 


Digitized  by  Google 


E L E M E N S 

or,  les  deux  fegmens  B«,  MHRL  font  auflî  égaux  {N. 
donc  les  deux  feéteurs  MO«B  , HOLR  le  font  aufli. 

7tfi.  Proposition  CXLIX.  Si  ton  fait  pajfer  un  cercle  par  les 
extrémités  C,  D r/« petit  axe  { Fig.  480.  ) par  tune  des  extré- 
mités A du  grand  axe,  la  portion  de  circonférence  CHD  qui  fera  du 
coté  de  t autre  extrémité  B durand  axe  fera  toute  entière  dans  l’el- 
lipfe , & t autre  portion  fera  toute  entière  hors  de  fellipfe. 

A caufe  que  dans  le  cercle  la  droite  CD  e(l  coupée  en  deux 
également  en  O par  la  droite  OH  qui  lui  ell  perpendiculaire  ^ 
la  droite  OH  e(l  partie  du  diamètre  du  cercle,  6c  par  conféquent 
CO  étant  une  ordonnée  à ce  diamètre , nous  avons  AO.  OC 
::  OC.  OH,  mais  AO  eft  plus  grand  que  CO;  donc  à plus  forte 
raifon  e(l-elle  plus  grande  que  OH , 6c  par  conféquent  OH  étant 
moindre  que  OB  = AO , le  point  H eîl  dans  l’ellipfe. 

Je  mene  par  le  fommet  A la  droite  AT  perpendiculaire  au 
grand  axe  AB  & égale  à fon  paramétre  ; ainü  AT  fera  moindre 
que  AB,  puifque  le  paramétre  du  grand  axe eil  troifléme  propor- 
' tionnelle  au  grand  axe  6c  au  petit  {N.  dpi.)  de  l’extrémité  T, 
du  paramétre , Je  mene  la  droite  TB  à l’autre  extrémité  B du 
grand  axe,  6c  du  point  H Je  mene  la  droite  indéfinie  HK  qui 
pafle  par  le  point  G où  la  droite  TB  coupe  le  petit  axe.  Il  eft 
vifible  par  cette  conftruâion  que  la  partie  HG  de  la  droite  HK 
eft  toute  entière  dans  le  triangle  TB  A,  ôc  que  fon  autre  partie 
GK  eft  toute  entière  hors  de  ce  triangle.  Cela  pofé  : 

La  droite  CO  étant  ordonnée  au  diamètre  AH  du  cercle, 

t 

nous  avons  CO  = AO  x OH,  6c  la  môme  droite  CO  étant  aullî 

a 

ordonnée  au  grand  axe , nous  avons  CO  = AO  x OG  ( M dp  5 . ) 
donc  AO  X OH  =:  AO  x OG,  6c  partant  OH  = OG.  Je  œn- 
çois  que  de  tous  les  points  de  la  partie  OH  de  l’axe  foient  me- 
nées des  ordonnées  ù l’eilipfe  telles  que  PE , 6c  des  ordonnées 

au  cercle  telles  que  FQ , nous  aurons  par  la  propriété  de  Tel- 
% 

lipfe  PE  = APxPV  {N.  dp 3.)  ôc  pat  la  propriété  du  cercle 

PQ  = APxPHi  or  les  triangles  femblables  GOH,  ZPH  don- 
nent GO.  OH  : : ZP.  PH , 6c  nous  venons  de  trouver  GO 
= OH;  donc  ZP=PH  ; mais  ZP  eft  moindre  que  VP,  à caufe 
que  la  droite  GH  étant  toute  entière  dans  le  triangle  OGB , la 
droite  ZP  ne  peut  couper  GB  fans  être  prolongée  ; donc  PH  eft 

auin  moindre  que  PV , ôc  par  conléquent  AP  x PH  ou  PQ  eft 

moindre 
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moindre  que  AP  xPV  ou  PE,  d’où  il  fuit  que  l’ordonnée  PQ 
du  cercle  eft  moindre  que  l’ordonnée  PE  de  rellipfe,  6t  comme 
la  même  chofe  arrivera  à l’égard  de  toutes  les  ordonnées  du 
cercle  & de  l’ellipfe  qui  paflTeront  par  la  droite  HO  ; il  s’enfuit 
que  l’arc  CHD  du  cercle  e(l  tout  entier  dans  l’ellipfe , ce  qu’il 
falloit,  1°.  démontrer. 

Je  conçois  de  même  que  de  tous  les  points  de  la  partie  AO 
du  grand  axe  foient  menées  des  ordonnées  à l’ellipfe  telles  que 
MR,  & des  ordonnées  au  cercle  telles  que  MN,  nous  aurons 

par  la  propriété  de  l’ellipfe  MR  = AM  x MS  ( N.  6^}.  ) &c  par 

celle  du  cercle  MN  = AM  x MH  ; or  les  triangles  femblables 
GOH,  XMH  donnent  GO.  OH  ::  XM.  MH;  donc  XM 
= MH  à caufe  de  GO  .=  OH  ; mais  XM  eft  plus  grand  que 
SM,  à caufe  que  GK  eft  toute  entière  hors  du  triangle  TAB  ; 

donc  MH  eft  aufll  plus  grand  que  SM,  & par  conféquent  AM 
- - > - ■ > 

X MH , ou  NM  eft  plus  grand  que  AM  x MS  ou  MR  ; d*où  il 
fuit  que  l’ordonnée  NM  au  cercle  eft  plus  grande  que  l’ordon- 
née MR  à l’ellipfe;  & comme  la  même  chofe  arrivera  à l’égard 
de  toutes  les  ordonnées  au  cercle  & à l’ellipfe  que  l’on  mènera 
de  tous  les  points  de  AO  de  part  & d’autre,  il  s’enfuit  que  l’arc 
de  cercle  CAD  eft  tout  entier  hors  de  l’ellipfe:  ce  qu’il  falloit, 

2°.  démontrer. 

7^2.  Proposition  CL.  Si  ton  fait  pajfer  un  cercle 
par  les  extr^th  Aj.  B durand  axe,  ^ car  tune  des  extrémités  D 
du  petit  axe  (Fig.  4817}  ta  portion  AHB  de  circonférence  qui  fera 
du  eSte  de  t autre  extrémité  C du  petit  axe,  fera  toute  entière  hors  de 
telhpfe,  & tautfe  portion  ADB  fera  toute  entière  dans  Fellipfe. 

A caufe  que  (!hwi«.Je_çercle  fa  droite  AB  eft  coupée  en  deux 
également  en  O par  la  droite  HD  (jUl  lui  tfl  pMpLiiJiculaire  , 
la  droite  HD  eft  le  diamètre  du  cercle  ;ainft  AO  étant  ordonnée 
à ce  diamètre,  nous  avons  DO.  OA  : : OA.  OH;  mais  DO  eft 
moindre  que  OA;  donc  à plus  forte  raifon  eft-il  moindre  que  > 
HO , & par  conféquent  HO  étant  plus  grand  que  CO  = DO  , 
le  point  H eft  hors  de  l’ellipfe. 

Je  mené  par  le  point  D la  droite  DT  perpendiculaire  au  p»-* 
rît  axe  fie  égale  à fon  paramérre  5 ainfi  DT  fera  plus  granjj  que  le 
petit  axe  DC,  à caufe  que  le  paramétre  du  petit  axe  eft  troifiéme 
proportionnelle  au  petit  axe  6c  au  grand  ( N.  6pi.  ) de  i’extrê- 
Tome  L Z z z 
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mité  T du  paramétre,  je  mene  la  droite  TC  à l’autre  extrémité 
du  petit  axe,  & du  point  H la  droite  indéfinie  HK.  qui  pafie  par 
le  point  G où  la  droite  TC  coupe  le  grand  axe  prolongé  s’il  le 
faut;  il  efi  vifible  que  la  partie  GK  de  HK  fera  toute  entière  dans 
le  triangle  CTD , 6c  que  fon  autre  partie  HG  fera  toute  entière 
hors  de  ce  triangle  : cela  pofé. 

La  droite  AO  étant  ordonnée  au  cercle  donne  AO  = DO 
X OH,  ôc  la  même  droite  étant  ordonnée  au  petit  axe  de  l’eU 

lipfe , nous  avons  AO  = DO  x OG  ( A^.  70 1 . ) donc  DO  x OH 
= DOx  OG  , ôc  partant  OH  = OG.  Je  conçois  que  de 
tous  les  points  de  OC  foient  menées  des  ordonnées  à l’ellipfe 
telles  que  PE , ôc  des  ordonnées  au  cercle  telles  que  PQ,  nous 

aurons  par  la  propriété  de  rellipfe  PE  = DP  x PV , ôc  par  celle 

du  cercle  PQ  = DP  x PH;  or  les  triangles  femblables  GOH, 
ZPH  donnent  GO.  OH  : : ZP.  PH;  donc  ZP  =;  PH  à caufe 
de  GO  = OH;  mais  ZP  cft  plus  grand  que  PV  à caufe  que  HG 
cft  toute  entière  hors  du  triangle  TDC,dans  lequel  VP  eft  ren- 
fermé; donc  PH  eft  aulfi  plus  grand  que  PV,  ôc  par  conféquenc 

DP  X PH  ou  PQ  cft  plus  grand  que  DP  x PV  ou  PE;  d’où  il 
fuit  que  l’ordonnée  PQ  du  cercle  eft  plus  grande  que  l’ordonnée 
PE  de  rellipfe,  ôc  comme  la  même  chofe  arrivera  à l’égard 
de  toutes  les  ordonnées  au  cercle  ôc  à l’ellipfe  menées  de  tous 
les  points  de  OC  de  part  ôc  d’autre,  il  s’enfuit  que  l’arc  du  cer- 
cle AHB  eft  tout  entier  hors  de  l’ellipfe»  ce  qu’il  falloir,  1®.  dé- 
montrer. * — 

Je  conçois  de  même  que  de  tous  les  points  de  DO  foient  me- 
nées des  ordonnées  à l’ellipfe  telles  que  MR , ôc  des  ordonnées 
au  cercle  telles  que  MN,  nous  aurons  par  la  propriété  de  l’cl- 

lipfe  MR  = DM X MS,  ôc  par  celle  du  cercle  MN  = DM 
x MH;  mais  les  triangles  femblables  GOH,  XMH  donnent  GO. 
OH  : : XM.  MH;  donc  XM  ==  MH  à caufe  de  GO  = HO  ; or 
XM  eft  moindre  que  MS  à caufe  que  la  droite  GXK  eft  toute 
entière  dans  le  triangle  CTD>  donc  MH  eft  moindre  aHlfi  que 

MS , ôc  par  conféquent  DM  x MH  ou  MN  eft  moindre  que 

DMx  MS  ou  MR;  d’où  il  fuit  que  l’ordonnée  MN  du  cercle 
cft  moindre  que  l’ordonnée  MR  de  l’ellipfe  ; ôc  c omme  la  raê- 
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me  chofe  arrivera  à l’égard  de  toutes  les  ordonnées  du  cercle 
& de  l’ellipfe  menées  par  tous  les  points  de  DO  de  part  & d’au- 
tre, il  s’enfuit  que  l’arc  du  cercle  ÂDB  eft  tout  entior  dans  l’el- 
lipfe»  ce  qu’il  falloit,  2®.  démontrer. 

- 7tfj.  CoROLLAiRÇ  I.  De  tous  les  angles  tels  que  CAD,  CPD , 
^c.  ( Fig.  482.  ) qui  ont  leurs  fommets  fur  la  courbe  dune  ellipfe 
tr  qui  s' appuyent  Jhr  le  petit  axe  CD  y le  plus  petit  ejl  celui  qui  a fon 
fommet  à t une  ou  F autre  des  extrémités  A du  grand  axe  S"  de  tous 
les  angles  tels  que  ADB , APB , &c.  ( Fig.  48  j.  ) qui  ont  leurs  fom- 
met s fur  la  courbe  qui  s' appuyent  fur  le  grand  axe  ÀB,  le  plus  grand 

efl  celui  qui  a fon  fommet  à P une  ou  C autre  des  extrémités  du  petit 
axe. 

Je  fais  palTer  un  cercle  par  les  extrémités  C , D du  petit  axe 
( Fig.  4S2.  ) âc  par  le  fommet  A du  grand  axe;  ainfi  l’arc  GARD 
eft  tout  entier  hors  de  l’cllipfe  ( A^.  7<îi.)  je  prolonge  CP  jufqu’à 
la  circonférence  du  cercle  en  R,  & du  point  R je  mene  la  li- 
gne RD , les  angles  CAD,  CRD  ont  leurs  fommets  à la  circon- 
férence du  cercle  6c  s’appuyent  fur  le  même  arc  CHD  ; donc 
ces  deux  angles  font  égaux;  mais  l’angle  CPD  étant  externe  au 
triangle  RPD,  eft  plus  grand  que  l’angle  interne  PRDî  donc 
l’angle  CAD  égal  à l’angle  CRD  eft  moindre  que  l’angle  CPD, 
ôc  la  même  chofe  fe  démontrera  de  tous  les  angles  qui  auront 
leurs  fommets  fur  la  demi-ellipfe  ABD  H l’on  décrit  un  cercle 
qui  pafle  par  les  points  C,  D , B. 

De  même  je  fais  pafler  par  les  extrémités  A , B du  grand  axe 
( Fig,  48j.  ) & pat  l’jextrêmité  D du  petjt  axe  un  cercle  ARDH, 
6c  par  confequent  l’arc  ARDB  de  ce  cercle  eft  tout  entier  dans 
l’ellipfe  ( N.  7tfa.)  je  mene  par  le  point  R où  la  dtoite  BP  coupe 
cet  arc,  la  droite  RA  6c  les  deux  angles  ARB,  ADB  font  égaux 
à caufe  qu’ils  fonrA-Ja^girconférence  du  cercle  6c  qu’ils  s’ap- 
puyent fur  le  même  arcAHB  ; mais  A1\D  iIiohl  extérieur  au 
triangle,  RPA  eft  plus  grand  que  l’angle  intérieur  BFAs  donc 
l’angle  ADB  égal  à l’angle  ARB,  eft  plus  grand  que  l’angle 
BPA,  6c  ainfi  des  autres.  i 

764.  Corollaire  II.  De  tous  les  angles  aigus  que  les  diamètres 
font  avec  leurs  ordonnées,  le  moindre  ejl  celui  que  fait  P un  ou  f autre 
des  deux  diamètres  conjugués  & égaux. 

Soit  l’ellipfe  ADBC  ( Fig.  484.  ) je  mene  par  les  extrémités 
des  axes  les  droites  AD,  BD,  BC,  CA,  6c  par  le  centre  O 
menant  la  droite  HOS  paralelle  à AC , cette  droite  eft  l’un  des 
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deux  diamètres  conjugués  égaux  ( A'.  748.  ) & l’angle  aigu  OQD 
qu’il  fait  avec  fon  ordonnée  AD  eft  égal  à l’angle  CAD.  Soit 
un  autre  diamètre  quelconque  MP  différent  du  diamètre  conju- 
gué de  HS  ; par  le  point  D je  mene  une  double  ordonnée  DR 
au  diamètre  MP,  laquelle  ira  aboutir  fur  la  courbe  en  un  point 
R different  du  fommet  A du  grand  axe  ; car  A elle  alloit  aboutir  en 
A elle  feroit  ordonnée  au  diamètre  HS  & non  pas  au  diamètre 
MP;  du  point  R je  mene  la  droite  RC,  & à caufe  de  RD  divifée 
en  deux  également  en  T par  fon  diamètre*,  6c  de  DC  diviféen 
deux  également  en  O,  les  droites  RC,  TO  font  paralelles,  Ôc 
l’angle  aigu  OTD  que  le  diamètre  PM  fait  avec  fon  ordonnée 
DR  efl  égal  à l’angle  DRC  ; mais  l’angle  DRC  efl  plus  grand 
que  l’angle  DAC  ou  fon  égal  DQO  ( N.  •76^.)  donc  l’angle 
OTD  eft  aufli  plus  grand  que  DQO. 

755.  Corollaire  III.  De  tous  les  angles  obtus  ejus  les  diamètres 
font  avec  leurs  ordonnées,  le  plus  grand  ejl  celui  que  fait  fun  ou  l'au- 
tre des  deux  diamètres  conjugués  égaux.  C’eft  une  fuite  évidente 
du  Corollaire  précédent  ; car  tous  les  diamètres  font  avec  leurs 
ordonnées  deux  angles,  l’un  aigu  ôc  l’autre  obtus  qui  valent  en- 
femble  deux  droiis  ; ainfi  puifque  le  diamètre  HS  qui  eft  l’un 
des  deux  conjugués  égaux  fait  avec  fes  ordonnées  un  angle  aigu 
moindre  que  chacun  des  angles  aigus  que  les  autres  diamètres 
font  avec  leurs  ordonnées , il  eft  claii;  que  l’angle  obtus  OQA 
que  le  même  diamètre  HS  fait  avec  fes  ordonnées  doit  être  plus 
grand  que  chacun  des  angles  obtus  que  les  autres  diamètres  font 
avec  leurs  ordonnées,  êc  cet  angle  OQA  eft  égal  à l’angle  ADB 
qui  a fon  fommet  en  D , ôc  qui  s’appuye  fut  le  grand  axe  à caufe 
des  paralelles  SQ,  DB,  ôc  AD,  CB. 

7^5.  PROBLEME.  Une  Ellipfe  ADBC  étant  donnée  (Fig.  486.  ) 
trouver  un  diamètre  qui  fajfe  avec  fes  ordonnées  un  angle  égal  d un 
angle  donné  ^c. 

Si  l’angle  donné  eft  droit,  il  eft  clair  que  les  deux  axes  fatis- 
font  à la  queftion  ; fi  l’angle  donné  eft  aigu  ôc  égal  à l’angle  qui 
auroit  fon  fommet  à l’extrémité  A du  grand  axe  ôc  qui  s’appuye- 
roit  fur  le  petit  axe , le  diamètre  demandé  feroit  l’un  ou  1 autre 
des  deux  conjugués  égaux  (N.  7^4.  ) ôc  de  même  fi  l’angle  donné 
étoit  obtus  ôc  égal  à l’angle  qui  auroit  fon  fommet  à l’extrémité 
C du  petit  axe  ôc  qui  s’appuyeroit  fur  le  grand  axe,  le  diamètre 
demandé  feroit  encore  l’un  ou  l’autre  des  deux  conjugués  égaux. 
{N.  yéy.)  ainfi  la  queftion  fe  réduit  à trouver  un  diamètre  qui. 
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Fafle  avec  fes  ordonnées  un  angle  aigu  plus  grand  que  celui  qui 
s’appuyeroit  fur  CD  6c  qui  auroit  fon  fommet  en  A ou  un  angle 
obtus  moindre  que  celui  qui  auroit  fon  fommet  en  C 6c  qui  s’ap- 
puyeroit fur  le  grand  axe;  ôc  comme  l’angle  aigu  qu’un  diamètre 
fait  avec  fes  ordonnées  étant  donné , l’angle  obtus  qu’il  fait  avec 
les  mêmes  ordonnées  eft  connu  ; la  queftion  fe  réduit  encore  à 
trouver  un  diamètre  qui  faflTe  avec  fes  ordonnées  un  angle  donné 
obtus  abc,  moindre  que  l’angle  qui  auroit  fon  fommet  en  C.  Cela 
pofé. 

Je  fais  en  A un  angle  LAB  égal  à l’angle  aigu , abd  qui  eft  le 
complément  de  l’angle  donné  obtus  abc-,  j’éleve  en  A la  droite 
AX  perpendiculaire  fur  LA , du  point  X où  la  droite  AX  coupe 
le  petit  axe  CD,  je  décris  avec  le  rayon  XA  un  cercle  HAKB; 
ôc  par  l’un  ou  l’autre  des  points  R , S où  le  cercle  coupe  la  courbe, 

f>ar  exemple  par  le  point  S , je  mene  aux  extrémités  du  grand  axe 
es  droites  SA,  SB.  Je  coupe  ces  deux  droites  chacune  en  deux 
également  en  T 6c  Z , 6c  par  les  points  de  divifion  6c  par  le 
centre  O de  l’ellipfe,  je  mene  les  droites  VP,  QE  qui  feront 
deux  diamètres  conjugués  qui  feront  avec  leurs  ordonnées  un 
angle  obtus  égal  à l’angle  donné  ; 6c  fl  je  fais  la  même  chofe  au 
point  R,  je  trouverai  encore  deux  autres  diamètres  conjugués 
qui  feront  aufti  avec  leurs  ordonnées  le  même  angle  obtus.  Et 
.voici  la  démonfteation. 

1 ®.  Le  cercle  paflera  par  l’autre  extrémité  B du  grand  axe  > car 
les  triangles  reétangles  XAO,  XBO  font  égaux  à caufe  du  côté 
'AO  égal  au  côté  OB,_6c  du  côté  commun  OX , 6c  par  confé- 

auent  XB  = AX , ainfi  XB  eft  rayon  du  cercle,  a®.  L’arc  AHB 
U fegment  AHB  paffe  dans  l’cllipfe  du  côté  de  A ôc  du  côté 
de  B;  car  la  tangente  LA  étant  perpendiculaire  fur  AX,  eft  obli- 
que au  grand  axr-<c~à.  (à  tangente  AG;  d’où  il  fuit  que  LA 
entre  dans  l’ellipfe,  ôc  à plus  forte  raiion  Tim;  AIIB.'De  même 
a je  mene  en  B la  droite  BF  tangente  au  cercle , cette  tangente 
entrera  aufti  dans  l’ellipfe , 6c  à plus  forte  raifon  BHA.  î°.  Tout 
an^lc  inferit  dans  le  fegment  BHA,  tel  que  l’angle  ASB  eft  égal 
à 1 angle  donné  abc  ; car  l’angle  du  fegment  LAB  étant  égal  à 
l’angle  aigixabd,  tout  angle  inferit  dans  l’autre  fegment  tel  que 
l’angle  AKB  fera  aufti  égal  à l’angle  aigu  abd,  à caufe  que  AK  B 
eft  égal  à l’angle  LAB  î or  l’angle  ASB  6c  l’angle  AKB  valent  en- 
femble  deux  droits  à caufe  qu’ils  embraftent  cnfemble  la  circon- 
féseacc  entière;  donc  puifquc  l’angle  AKB  eft  égal  à l’angle  abd^ 

Zzziij 
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l’angle  ASB  doit  être  égal  à l’angle  abc  qui  joint  avec  abd  vaut 
aufli  deux  droits.  4®.  L’arc  AHB  doit  couper  ( F/g.  485.  ) le  pe- 
tit axe  en  un  point  H hors  de  l’ellipfe}  car  s’il  le  coupoit  à l’ex- 
trêmité  C,  l’angle  ASB  infcrit  dans  le  fegment  ACB  feroit  égal 
à l’angle  qui  a fon  fommet  à l’extrémité  du  petit  axe  & qui  s’ap- 
puye  Tur  le  grand  , ce  qui  eft  contre  la  fuppofition  ; & s’il  le  cou- 
poit  en  dedans  de  l’ellipfe  en  un  point  H,  l’angle  AHB  infcrit 
dans  le  fegment  feroit  plus  grand  que  l’angle  ACB  à caufe  de 
l’angle  externe  AHO  plus  grand  que  l’interne  ACH,  & de  l’an- 
gle externe  BHO  plus  grand  que  l’interne  BCH,  ce  qui  eft  en- 
core contre  la  fuppofition.  5°.  donc,  puifque  l’arc  AHB  ( lig. 
485.  ) entre  dans  l’ellipfe  du  côté  de  A & de  B,  fie  qu’enfuite  il 
coupe  le  petit  axe  hors  de  l’ellipfe , il  faut  néceflairement  qu’il 
coupe  l’ellipfe  en  deux  points  R , S ; or  tout  cela  pofé,  il  eft  clair 
que  les  droites  QE , SA  font  paralelles  à caufe  que  BS  eft  divifé 
en  deux  également  en  Z , de  mêmaque  B A en  O,  ce  qui  rend 
les  triangles  BOZ,BAS  femblables  entr’eux  fit  l’angle  EZB  que 
. le  diamètre  EQ  fait  avec  fon  ordonnée  SB  égal  à l’angle  ASB 
ou  à fon  égal  abc.  De  même  à caufe  de  SA  divifé  en  deux  éga- 
lement en  T,  de  même  que  AB  en  O,  les  droites  TO,  SB  font 
paralelles,  fie  l’angle  ATP  que  le  diamètre  VP  fait  avec  fon  or- 
donnée SA  eft  aulli  égal  à l’angle  ASB  ou  à l’angle  donné  abc  / 
ainfi  les  deux  diamètres  QE , VP  fatisfont  à la  queftion , fit  ces 
diamètres  font  conjugués  entr’eux,  puifqu’ils  font  mutuellement 
paralelles  à leurs  ordonnées , fie  on  prouveroit  la  même  chofe 
des  deux  autres  diamètres  que  j’aurois  trouvé  fi  je  m’étois  fervi 
du  point  R. 

De  l’Hyperbole  confiderée  dans  un  Plan  hors  du  Cône.  - 

767.  PROBLEME.  Décrire  une  Hy^bole. 

Je  prens  deux  lignes  droites  AB , CD  (F/g.  487.  ) égales  ou 
inégales;  je  les  mets  perpendiculairement  l’une  fur  l’autre,  en- 
forte  qu’elles  fe  coupent  chacune  en  deux  également  en  O.  Je 
prolonge  indéfiniment  l’une  des  deux  AB;  je  coupe  le  prolon- 
gement BY  en  parties  égales  BM,  MS,  très- petites , fie  je  fais 

5afier  par  les  points  de  divifion  des  perpendiculaires  RV,  LX. 

e décris  un  cercle  autour  de  la  ligne  AB,  fit  du  point  M me- 
nant la  tangente  MN,  je  cherche  une  quatrième  proportionnelle 
aux  deux  lignes  AB , CD  fit  à la  tangente  MN,  6c  je  porte  cette 
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quatrième  proportionnelle  fur  la  perpendiculaire  RMV,  de  M 
en  R & de  M en  V.  De  même  du  point  S je  mene  la  tangente 
ST,  & cherchant  une  quatrième  proportionnelle  aux  deux  lignes 
AB,  CD  & à la  tangente  ST,  je  la  porte  fur  la  perpendiculaire 
LX  de  S en  L & de  S en  X.  Je  fais  la  même  chofe  a l’égard  des 
autres  perpendiculaires  menées  fur  les  points  de  divifionde  RY, 
& faifant  palTer  une  courbe  par  les  points  trouvés , 6c  par  le  point 
B,  les  ordonnées  de  cette  courbe  font  RM,  LS,  ôcc.  les  abf- 
ciffes  BM , BS , ôcc.  ôc  il  refte  à prouver  que  c’eft  une  hyper- 
bole. 

Par  la  conftruûlon , nous  avons  AB.  CD  : : MN.  MR , 6c 
AB.  CD  ST.  SL;  donc  MN.  MR  ::  ST.  SL,  ou  MN.  ST 
: : MR.  SL,  c’eft-à-dire  les  ordonnées  MR,  SL,  ôcc.  de  notre 
courbe  font  entr’elles  comme  les  tangentes  au  cercle  menées 
des  points  M.  S,  ôcc.  6u  ces  ordonnées  coupent  leurs  abfcilTes. 

Donc  élevant  tout  au  quarré , nous  aurons  MN.  ST  : : MR.  SL. 

Or  MN  = MB  x AM  (M  271.)  6c  ST  = SBx  AS;  donc  MB 

X AM.  SBx  AS  ; : MR.  SL,  c’eft-à-dire  les  quarrés  des  ordon- 
nées MR.  SL  font  entr’eux  comme  les  reftangles  de  leurs  abf- 
ciftes  multipliées  par  la  ligne  AB  augmentée  de  ces  mêmes  abf- 
ciffes,  ôc  par  conféquent  la  courbe  eft  une  hyperbole  ( N.  ^34.) 

768.  Nota,  1°.  Que  les  tangentes  MN,  ST  devenant  d’au- 
tant plus  grandes  que  les  points  M,  S,  èic.  font  plus  éloignées 
du  point  B,  les  ordonnées  MR,  SL,  ôcc.  qui  font  quatrièmes 
proportionnelles ' aak  Jrowm  AD-,  46c  ®ux  tangentes  , de- 
viennent auftl  plus  grandes  à mefure  qu’elles  s’éloignent  du  fom- 
met  B , ôc  que  par  conféquent  la  courbe  peut  s’étendre  à l’inflni 
en  s’éloignant  defilus  en  plus  de  part  ôc  d’autre  de  la  ligne  B Y. 
2®.  Que  fl  l’on  faitTà  mA». . - rnté  de  A,  oaaura 
une  autre  courbe  QZA  femblable  ôc  égale  à la  première  HBP. 

76p.  Définition.  La  droite  AB,fe  nomme  premîér  axe,  la 
droite  CD  fécond  axe,  le  point  O où  ces  droites  fe  coupent, 
centre,  ôc  les  deux  courbes  HBP,QAZ,  Hyperboles  oppojêes.  Tou- 
te ligne  qui  palTc  parle  centre  O,  ôc^qui  coupe  les  hyperboles 
oppofées,fe  nomnae  premier  diamètre,  celles  qui  palTent  pat  ie 
centre  O,  ôc  qui  ne  coupent  point  les  hyperboles,  fe  nomment 
Jèconds  diamètres.  Le  paramètre  du  premier  axé  eft  une  ligne  troi- 
üétae  proportionnelle  au  premier  axe  ôc  au  fécond  : ôc  le  para' 


I 


s 


Digitized  by  Google 


yya  ELEMENS  ’ 

métré  du  fécond  axe  eft  une  ligne  troifiéme  proportionnelle  au 

fécond  axe  6c  au  premier. 

Au  refte , la  ligne  CD  eft  nomrnée  fécond  axe , à caufe  qu’elle 
coupe  en  deux  également  toutes  les  lignes  telles  que  V«  qui  lui 
font  perpendiculaires  6c  qui  fe  terminent  fur  les  hyperboles  ; car 
il  eft  vifible  que  fi  l’on  prend  dans  ces  deux  courbes  deux  ordon- 
nées MV , mu  également  éloignées  de  leurs  fommets  B,  A , 6c 
pat  conféquent  égales,  la  ligne  V«  menée  par  leurs  extrémités 
fera  perpendiculaire  à CD  qui  la  coupera  en  deux  également , 
à caufe  que  Mot  eft  coupée  en  deux  également  par  CD. 

770.  Corollaire  I“.  Le  quarré  d’une  ordonnée  quelconque  LS 
au  premier  axe  ejl  au  re£f angle  correjpondant  SB  x AS , comme  le 
quarré  du  petit  axe  eft  au  quarré  du  grarfd axe.  Par  la  conftruÊlion; 

nous  avons  LS.  ST  : : CD.  AB.  Donc  LS.  ST  : : CD.  AB. 

Or  ST  = SB  X AS  {N.  271.  ) Donc  LS.  SB  x AS  : : CD.  AB. 

771.  Corollaire  IL  Le  quarré  dune  ordonnée  quelconque  LS 
au  premier  axe,  eft  au  reûangle  correfpondant  SBx  AS  comme  le 

'paramétre  du  premier  axe  eft  au  premier  axe  AB.  Je  nomme  P le 
paramétre  du  premier  axe,  6c  par  la  définition  de  ce  paramétre, 

nous  avons  : : AB.  CD.  P ( A^.  76p.  ) Donc  AB.  CD  ; : AB.  P 

'■  — 1 — -1 

{N.  3P3.)  ou  CD.  AB  ::  P.  AB.  Or  par  le  Corollaire  précé- 
dent nous  avons  LS,  SB  x AS  ::  CD.  AB.  Donc  LS.  SBx  AS 
: : P.  AB. 

772.  Corollaire  III.  Si  au  Jommet  B du  premier  axe  AB 
(Fig.  488.  ) 0»  éleve  une  perpendiculaire  HB  éga/e  au  paramétre  de 
cet  axe , eir  que  par  t extrémité  H de  ce  paramétre  & t autre  extré- 
mité A de  taxe  AB,  on  mene  une  droite  indéfinie  AT  qui  coupe  en 
T une  ordonnée  quelconque  SL.  prolongée.,.stl  le  faut,  le  quarré  LS 
de  cette  ordonnée  ^ égal  au  re6l  angle  de  fin  ahfiijfe  SB  multipliée  par 
la  droite  TS.  Les  triangles  femblables  ABH,  AST  donnent  AB. 
BH  : : AS.  ST  ; 6c  multipliant  les  deux  derniers  termes  par  BS, 
nous  aurons  AB.  BH  : : AS  x BS.  TS  x BS , ou  TS  x BS.  AS 

X BS  : : BH.  AB  ; or  LS.  AS  x BS  : : BH.  AB  ( N.  77.  i ) donc 

TSxBS.  AS  X BS  ::LS.  ASxBS,  6c  par  conféquent  TS 

P I » « * 

xBS=>=LS.  à caufe  des  deux  conféquens  égaux. 

775,  Corollaire  IV.  Le  quarré  dune  ordonnée  quelconque  LV 

au 
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au  fécond  axe  CD  ( Fig.  48p.)  ejl  au  quarrédefon  abfcijfe  VO.  plus 
te  quarré  du  demi-fecond  axe  DO,  comme  le  quarré  du  premier  axe 
ejî  au  quarré  du  fécond.  Du  point  L je  mene  l’ordonnée  LS  au 

premier  axe,  & j’ai  LS,  SB  x SA  : : CD.  AB.  ( N.  770.)  or  à 
caufe  que  AB  eft  divifé  en  deux  également  en  O,  & que  BS 

lui  eft  ajoutée , nous  avons  SB  x SA  = OS  — BO  ; donc  LS. 

OS  — BO  : : CD*.  AB;  mais  les  quarrés  CD , AB  des  axes 

■ - X 

font  entr’eux  comme  les  quarrés  OD.  OB  de  leurs  moitiés  ; 
doncTs.  6S  — BÔ*:;  OD.  <5b,  ou~LS.  Ôd’  : :'ÔS  — BO*. 
BO;  & compofant,  nous  aurons  LS-hOD.  OD  ::  OS  — BO 

-f-'ËO.  IbO,  c’eft-à-direTs*H-  OD.  ÔD  : ;‘oS.1bO.  Mais 
LS==  VO,  & OS  = VL,  à caufe  que  VOSL  eft  un  paralel- 

logramme;  donc  LS  = VO  &OS  = VL,  & fubftituant  ces 

■ > — - g 

valeurs  dans  la  derniere  proportion , nous  aurons  VO-4-OD. 
OD  : : "VL.  BÔ*,  ou“VL.  VÔ*  -1-ÔD  : :~BÔ*.  DÔ*  : : Âa 
CÔ*. 

A^ota.  Nous  ferons  voir  dans  la  fuite  d’où  vient  que  la  pro- 
priété de  l’hyperbole  par  rapport  au  fécond  axe,  n’cft  pas  ici  la 
même  que  pat  rapport  au  premier. 

774.  Corollaire  V.  Le  quarré  étune  ordonnée  quelconque  LV 
au  fécond  axe  efl  au  quarré  de  /on  abfcijfe  V O ,plus  le  quarré  du  demi 
fécond  axe  CO , comme  te  paramètre  éeeet  axe  eji  à cet  axe  CD.  Je 
nomme  p le  paramétre  du  fécond  axe,  ôc  par  la  définition  de  ce 

{laramétre  j’ai;;  CD.  AB.  p.  donc  CD.  AB  ::  CD./».  (A'’.  393.) 
o^.  CD  : :~AB:^Ô^M.i«  nnm  LV*.  ~VQ.-^C 

::  AB.  CD.  Donc  LV.  VO  H-OC.  CD. 

77 y.  VI.  Toute  ligne  OZ  ( Fig.  48p.)  qui paffepar  le  centre  O , 
ér  qui  coupe  î hyperbole  ne  la  coupe  quen  un  feul point  R.  Du  point  R 
je  mene  l’ordonnée  RM  au  premier  axe , & d’un  autre  point 
quelconque  S pris  fur  BS  en  deflbus  de  M,  je  mene  une  autre 
ordonnée  LS  qui  coupe  OZ  en  T ; les  triangles  femblables 

OMR,  OST  donnent  MR.  TS  : ; OM.  OSj  donc  RÂl.  fs 

: : OM.  OS.  Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole , nous  avons 
Tome  J.  A a a ^ 
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RjVl.Ts  : : MBxAMxSBxAS  : : MO-^‘."SO-IoB 

(N.  148.)  ; mais  MO — BO  eft  moindre  par  rapporta  SO — OB 
que  OM  par  rapport  à OS  ; car  afin  qu’il  y eût  proportion  en- 
tre les  quatre  termes  MO  — BO,  SO — OB,  MO , 6c  OS , i! 
faudroit  que  la  partie  BO  qu’on  retranche  de  MO  fût  à la  partie 

O B qu’on  retranche  de  SO  en  même  raifon  que  MO  eft  à SO,' 

— ■ \ ■ % 
ôc  par  conféquent  il  faudroit  que  la  partie  BO  retranchée  de  MO 

fût  moindre  que  la  partie  BO  retranchée  de  SO.  Donc  puifqu’on 
retranche  de  MO  plus  qu’il  ne  faut,  il  s’enfuit  néceftairement 
que  MO  — BO  eft  moindre  par  rapport  àSO — OB,que  MO  par 
rapport  à OS , & par  conféquent  RM  eft  aufli  moindre  pat  rap- 
port à LS  que  RM  par  rapport  à TS , d’où  il  fuit  que  LS  eft  plus 

frand  que  TS , 6c  partant  LS  eft  plus  grand  que  TS,  6c  le  point 
' de  la  droite  OT  eft  dans  l’hyperbole,  6c  comme  on  prouvera 
la  même  chofe  à l’égard  de  tous  les  points  de  la  droite  RZ , il 
eft  clair  que  cette  droite  eft  toute  dans  l’hyperbole. 

TJ 6.  Corollaire  VIL  Si  une  droite  OK  qui pajje par  le  centre 
O coupe  F hyperbole  en  un  point  R ,je  dis  que  cette  ligne  étant  prolon- 
gée au-delà  du  fommet , coupera  F hyperbole  oppojee  en  un  point  X , de 
façon  que  la  ligne  entière  RX  fira  divife'e  en  deux  également  par  le 
centre  O.  Je  mene  l’ordonnée  RM,  je  fais  OX=^OR,  & parle 
point  X , je  mene  XZ  paralelle  à RM  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  le 
premier  axe  B A prolongé  en  Z,  les  triangles  femblables  ORM, 
OXZ  donnent  OR.  OX  ::  OM.  OZ,  6c  partant  OM=OZ  j 
or,  OB=OA,  donc  l'abfcifle  BM  elfegale  a rabfcilfe  AZ , 6c 
par  conféquent  l’ordonnée  RM  doit  être  égale  à l’ordonnée  me- 
née du  point  Z,  à caufe  que  les  deux  hyperboles  oppofées  font 
parfaitement  égales  ; mais  dans  les  triangles  femblables  ôc  égaux 
ORM,  OXZ,  nous  avons RM=XZ,  donc  XZ  eft  l’ordonnée 
menée  du  point  X,  ôc  la  droite  RX  coupée  en  deux  également  en 
O , pafle  par  l’extrémité  X de  cette  ordonnée , ôc  l’on  démontrera 
qu’elle  coupe  l’hyperbole  oppofée  en  X , ou  que  fa  partie  indé- 
finie XY , eft  toute  dans  l’hypctbole  oppofée  de  la  même  fa- 
çon que  nous  avons  démontré , que  RZ  eft  dans  l’hyperboU 
(A^.77^.).  ■* 
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777.  PROBLEME.  D'un  point  pris  fur  t hyperbole  490.), 

mener  une  tançente  à la  courbe. 

Si  le  point  L étoit  au  fommet  6 , il  eil  clair  que  la  tangente 
feroit  la  ligne  BK  menée  paraleliement  aux  ordonnées  , car  tous 
les  points  de  la  courbe  de  part  6c  d'autre  font  en  deflbus  de  cette 
ligne  par  la  conftruâion  de  l’hyperbole. 

Mais  fi  le  point  L n’eft  pas  au  fommet  B , je  mehe  l’ordonnée 
LS  au  premier  axe  , 6c  prenant  une  troiliéme  proportionnelle 
OT  aux  deux  lignes  OS , OB  , je  mene  la  droite  LT  qui  eft  la 
tangente  demandée , ce  que  je  prouve  ainfi  : 

Je  décris  autour  du  premier  axe  le  cercle  AVB,  ôc  du  pointT 
menant  l’ordonnée  TV  à ce  cercle,  la  droite  VS  menée  de  V par 
S eft  tangente  de  ce  cercle  , 6c  j’ai  OS.  OB  : : OB.  OT , ou 
OT.  OB  : : OB.  OS  ( N.  292.  ).  Cela  pofé , je  mene  une  autre 
ordonnée  MR  au  premier  axe,  entre  L ôc  T,  laquelle  coupe 
l’hyperbole  en  R , 6c  la  droite  LT  en  quelque  point  Q , fans 
m’embarraffet  fi  ce  point  eft  dans  l’hyperbole  ou  en  dehors  ; les 
trianglesfemblablesLTSjQTM,  donnent  LS.  QM  ::  TS.  TM, 
ôc  menant  du  point  M la  A-oiteMX  paralelle  à VS;  j’ai  TS. TM 
::  SV.  MX,  à caufe  des  triangles  femblables  TSV,  TMX  ; donc 

LS.  QM  ::  SV.  MX,  6c  partantTs.  Q^IlV.^X; orTw 

=iSBxAS  , donc  LS.  QM  ::  SBxAS.  MX,  ou  LS.  SBx  AS 

::  QM.  MX  ; mais  par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons 

Ls’.  SBxASi-.B.  MBxAM;  donc'QM’.  MX*  MB  x 

AM;  mais  MX  eft  plus  grand  queMBxÀM,  à caufe  que  MX 
eft  menée  paralelle  à la  tangente  SV  du  cercle  (A'.  îo6.);donc 

QM  eft  auffi  pfefcgtgnd  que  RM  , ôc  partant  QM  plus  grand  que 
RM,  d’où  il  fuit  1 1- | y jjQjj  de  l’hy- 

perbole, ôc  on  prouvera  la  même  chofe  de  touslef  points  de  cette 
ligne  compris  entre  L & T.  , 

Je  mene  une  autre  ordonnée  HP  au  premier  axe  en  defibus  du 

{>oint  L qui  coupe  la  droite  TLZ  en  Z , ôc  je  mene  H N para- 
elle  à la  tangente  SV  du  cercle , jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  l’or- 
donnée TV  de  ce  cercle  en  un  point  N.  Les  triangles  femblables 
TLS , TZH , donnent  LS.  ZH  : : ST.  HT , ôc  à caufe  des  trian- 
gles femblables  TSV , THN , nous  avons  ST.  HT:  SV.HN; 

donc  LS.  ZHf:  : SV.  HN  , ôcXs*.  : :‘W.  HN*.  mair^V 
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=SBxAS , doncTs*.  : : SB  x AS.IÏN , ouTs.  SB  x AS  : ; 

ZH.  HN;  or,  par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons  LS.  SB 
xAS  : ; PH.  HBxAB,  donc  PH.  HBxAH  : : ZH.  HN,  mais  HN 

■ m.% 

clî  plus  grand  que  HB  x AH  {N.  jo5.  ) jdonc  ZH  eft  plus  grand 

que  PH,  & ZH  plus  grand  que  PH»  d’où  il  fuit  que  le  point  Z 
de  la  droite  ZT  eft  hors  de  la  courbe  î on  prouvera  de  la  même 
façon  que  tous  les  autres  points  de  cette  ligne  pris  en  deflbus  de 
L font  hors  de  la  courbe  ; mais  nous  venons  de  voir  que  tous 
les  points  de  là  même  ligne  pris  entre  L & T , font  auffi  hors 
de  la  courbe , donc  TLX  ne  touche  l’hyperbole  qu’en  L. 

778.  Corollaire  I".  Toutes  les  tangentes  qu'on  peut  mener  de 
tous  les  points  d une  hyperbole  ( Fig.  4P  i . ) fins  inclinées  entr  elles , ^ 
fe  coupent  entre  leurs  points  d’ attouchement. 

Si  les  tangentes  LT,  QP  font  l’une  d’un  côté  du  premier  axe, 
& l’autre  de  l’autre  côté,  il  eft  clair  que  ces  tangentes  allant 
aboutir  à l’axe , doivent  fe  couper  en  Z entre  leurs  points  d’at- 
touchement L,  Q. 

Si  les  tangentes  QP»  RH  font  d’un  même  côté  de  Taxe»,  je 
mene  des  points  d’attouchement  les  ordonnées  QS,  RM,  Ôc  j’ai 
pour  la  première  ::  SO.  BO.  OP  {A^.777.),  & pour  la  féconde 

: : MO.  BO.  OH  ; dçnc  SO  x OP  =^B . & MO  x OH  = OB’» 
d’où  je  tire  SOxOP=MOxOH,  ôc  SO.  MO  : ; OH.  OP,  or, 
SO  eft  moindre  que  MO,  donc  OH  eft  moindre  que  OP  idonc 
la  tangente  RH,  dont  le  point  d’attouchement  R eft  ^us  éloigné 
du  fommet  B coupe  l’axe  en  un  point  H aufti  plus  éloigné  du 
fommet , mais  cette  tangente  ne  peut  palTer  de  R en  H , fans 
couper  la  tangente  PQX,  6c  elle  ne  peut  la  couper  au  point 
d’attouchement  en  Q » parce  qu’alors  «4tet6Dcheroit  l’hyperbole 
en  deux  points  R»  Q ; ce  qui  eft  impoftible , elle  ne  peut  pas  non 
plus  couper  QP  entre  Q ôc  P , car  elle  pafferoit  néceftairement 
dans  l’hyperbole , ôc  ne  feroit  plus  tangente  > donc  il  faut  que 
RH  coupe  PQX  en  quelque  point  V entre  R ôc  Q. 

77p.  Corollaire  II.  D'un  même  voint  L,onne  peut  mener 
qu  une tangente  à t hyperbole.  Ce  qui  fe  démontre  de  même  que 
pour  la  parabole  ( N.  646.  ). 

780.  Corollaire  III.  Une  tangente  LT  (Fig.492.  )»  & l'or~ 
donnéehS  au  premier  axepfnenée  du  point  dattouçhement  étant  dométt. 
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on  aura  i®.  SB.  BT  : : AS.  AT.  2°.  SB.  ST  : : SO.  SA.  Je  décris 
autour  du  premier  axe  le  cercle  AVB  , & du  point  T,  menant 
à ce  cercle  l’ordonnée  TV  y la  droite  VS , menée  du  point  V au 
point  S fera  tangente  du  cercle  en  V , à caufe  de  : : SO.  BO.  OT 
( N.  2p2.  ) ; donc  à l’égard  du  cercle , nous  aurons  SB.  BT  :: 
AS.  AT  {N.  296.),  6c  SB.  ST  ::  SO.  SA  ( N.  2P4.);  or,  ces 
lignes  font  les  mêmes  à l’égard  de  l’yperbole.  Donc , ôcc. 

78 1.  Corollaire  IV.  Pofant  les  mêmes  chofes  ejue  dans  le  Corol- 
laire précèdent , fi  du  point  ^attouchement  L , on  eleve  fur  TL  une 
perpendiculaire  LP  dis  que  la  fouperpendiculaire  SP  eft  à la  dif- 
tance  SO  de  f ordonnée  LS  au  centre  O , comme  le  paramétré  du  pre- 
mier axe  eft  à cet  axe.  Nommant  P le  patamétte  du  premier  axe, 

— « » 
nous  avons  LS.  SBxAS  : ; P.  AB  ; or , à caufe  de  la  perpendi-^ 
culaire  LS  abaiffée  du  fommet  du  triangle  reûangle  TLP  fur 

fon  hypothenufe  TP,  nous  avons  LS=TSxSP,  ôc  à caufe  de 
SB.  Sr  ::  SO.  SA  {N.  780.) , nous  avons  SBxSA=STxSO  ; 
donc  TSxSP.  TSxSO  ::  P.  AB  ; mais  les  deux  rectangles 
TSxSP,  TSxSO  ayant  une  dimenfion  commune  TS,  font  en- 
tr’eux  comme  SP,  àO,  donc  SP.  SO  P.  AB. 

782.  Corollaire  V.  Pofant  encore  les  mêmes  chofès,  fi  du  point 
d attouchement  L , on  mene  f ndonnée  LX  au  fécond  axe , dr  qu’on 
prolonge  la  tangente  jufquà  la  rencontre  de  cet  axe  en  H , on  aura 

HO  X OX  = OC , cefi-à-dire  le  reSl angle  HOxOX,  égal  au  quarri 
du  demi^etit  axe.  Les  triangles  femblables  SLT,  HTO  donnent 
ST . OT  : ; LS.  OH , 6c  twwfaipliatii  Iw  premiers  termes  par 
OS , 6c  les  deux  derniers  par  LS , nous  aurons  STxOS.  OTxOS 

; : LS  SLxOH  ou  OXxOH,  à caufe  de  OX=SL  ; or,  à caufe  de 

SO.  OB  ::  ^ 7^*^  & 

parce  que  SB.  ST  ::  SO.  SA  ( N.  780.  ) , n'ôïïS''îrorons  SBxAS 

==:STxSO , donc  SBxAS.  OB  : : SL.  OHxOX , ou  SL.  SBxAS 

: : OHxOX.  OB  ; mais  par  la  propriété  de  la  courbe , nous  avons 

si!  SBxAS  ;;  CÔ!  ÔB’,donc  OHxOX.'ÔB  CO.  "ÔB*,  6c 

partant  OHxOX=CO,  à caufe  desconféquens  égauxéüB,  OB. 

785.  Défi  N iTio  N.  Si  de  l’extrémité  D du  fécond  axe  CD 
{Pig,  4PJ.  ),  on  mene  à l’extrémité  du  premier  axe  la  droite  DB, 
ôc  qu’ayant  pris  avec  le  compas  la  droite  DB , on  la  porte  fur  le 

A a a a iij 
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premier  axe  prolongé  de  part  ôc  d’autre  de  O en  E , & de  O ert 

G,  les  points  E,  G,  fe  nommeront  les  F^ers  des  hyperboles  op- 

pofëes. 

784.  Corollaire.  Si  de  tun  desfoyen  E 0»  mene  une  ordonnée 
EF  at4  premier  axe,  le  rectangle  EBx  A E correfpondant  à cette  ordonnée 
ejl  égal  au  quarré  de  la  moitié  OD  du  fécond  axe.  Car  dans  le  trian- 
gle reûangle  ODB , nous  avons  OD=DB — OB=OÈ— OB  ; 

or,  EBxAE=OE— OB  ( A^.  148.) , donc  OD=EBxAE. 

7Sy.  Corollaire  II.  Si  de  / extrémité  D du  fécond  axe  , on  mene 
DM  paralelle  au  premier  axe,  & du  point  M , F ordonnée  MN  au  pre~ 

nier  axe  , le  re£i angle  NBxÀN  correfpondant  ejî  égal  au  quarré  de 
• » 
la  moitié  OB  du  premier  axe.  Par  la  propriété  de  la  courbe  NM. 

NBxAN  ::  DÔ'.'ÔBi  mais  NM=DO , à caufe  des  paralelles , 

donc  NBxAN=OB. 

785.  Proposition  CLI.  Si  de  Fm  des  foyers  ^{Y\g. 

on  mene  une  ordonnée  EF  au  premier  axe.  Cette  ordonnée  efl  égale  à la 
moitié  du  paramétré  du  premier  axe.  Par  la  propriété  de  la  courbe 

EF.  EBxAE  ::  OD.  OB;  mais  EBxAE=OD  (M 784.); donc 

ËF.  ÔD  ::  'ÔD.  ÔB,  & partant  "^B.  OD  ::OD."ËF,  & 
OB.  OD  : : OD.  EF,  mais  par  la  définition  du  paramétré  du  pre- 
mier axe  que  je  nomme  P , nous  avons  AB.  CD  ; : CD.  P ; donc 
en  prenant  les  moitiés  de  tous  les  termes,  j’ai  OB.  OD  ; ; OD.  -iP , 
OD.iP  : : OD.  EF , & partant  iP=EF. 

787.  Proposition  CLII.  Le  premier  axé  ABÿ& un  diamè- 

tre KL  ( Fig.  49  y.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  BV  , LT , les 
triangles  TRB,  VRL/<wr par  les  tangentes  avec  t axe  & le  diamètre 
font  égaux.  .... 

Du  point  L,  je  mene  l’ordonnée  LS  au  premier  axe , j’ai  donc 
OS.  OB  ::  OB.  OT  {N.  777.)  5 or,  les  triangles  femblables 
OBV , OSL  donnent  OS.  OB  ::  OL.  OV  , donc  OL.  OV  :: 
OB.  OT,  6c  par  conféquent  menant  les  lignes  LB,  VT  , ces  li- 
gnes font  paralelles  ; or,  les  triangles  LB V , LBT  compris  en- 
tre ces  deux  paralelles  font  égaux , à caufe  qu’ils  ont  la  bafe  com- 
mune Lff  ; aonc  retranrfiant  de  part  fie  d’autre  le  triangle  com- 
mun LRB,  nous  aurons  TRB=V  RL. 

788.  Corollaire.  Le  triangle  LTS  fait  par  la  tangente  LT  M 
diamètre  KL , avec  le  premier  axe  & Jbn  ordonnée  LS  menée  du  point 
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^attouchement , efl  égal  au  trapezoïde  fait  par  la  même  ordonnée  VS  ^ 
avec  ta  tangente  BV  du  premier  axe  , comprife  entre  le  premier  axe 
& le  diamètre.  Les  triangles  TRB , VRL  font  égaux  ( N.  787.  ) , 
ajoutant  donc  de  part  ôc  d’autre  BRLS  , nous  aurons  LTS 
=BSLV. 

Nota.  J’ai  démontré  ci-deflus  ( N.  T76.)  que  tout  diamètre LK 
terminé  entre  les  deux  courbes  oppofées , étoit  divifé  en  deux 
également  au  centre  O : or,  pour  ne  pas  rendre  les  Figures  trop 
grandes,  ce  qui  nous  jetteroit  dans  l’inconvénient  de  furcharger 
cet  Ouvrage  de  Planches , je  ne  décrirai  point  dans  les  Figures 
des  Propofitions  fuivantes  l’hyperbole  oppofée , ôc  la  moitié  OK 
d’un  diamètre  LK  reliera  indéterminée  ; mais  il  faudra  toujours 
fuppofer  dans  le  difeours  que  le  point  K ell  le  point  où  le  dia- 
mètre LK  coupe  la  courbe  oppofée,  & ainli  des  autres. 

78p.  Proposition  CLIII.  Le  premier  axe  AB , un  diamètre 
KL  ( Fig.  4P  5.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  BV , LT  qui fe 
terminent  f une  à Paxe,  & î autre  au  diamètre, Ji  dun  point  quelcon- 
que X pris  fur  la  courbe  on  mene  deux  droites  FH,  PM  paralelles 
aux  tangentes , & qui  fe  terminent  au  premier  axe  au  diamètre. 

Je  dis  1®.  que  le  triangle  HXM/a/f  par  ces  paralelles  avec  le  premier 
axe,  efl  égal  au  trapezoïde  fait  par  la  tangente  SB  du  premier 

axe,  & fa paralelle  XM  comprifis  entre  le  premier  axe  & le  diamètre, 
3®.  Que  le  triangle  PXF  fait  par  les  deux  paralelles  & le  diamètre 
OL  ^l  égal  au  trapezoïde  LTHF/ù/r  par  la  tangente  LT  du  diamè- 
tre & fa  paralelle  r X comprifis  entre  le  diamètre  e!r  le  premier  axe. 

Les  triangles  fcmblable*s  TL3,'HXM,  donnent  "TLS.  HXM 
: : LS.  XM;  or , par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons  LS. 
XM  ::  SBx AS.  MBv  AB  ^ ôc  nous  fçavons  que  SBxAS.  MBxAB 
: râO-IÔB.  AÏO— OB(A.''i48.  J ; donc  Lî5.  AM^rOT-^*. 
AlO — OB  ; donc  TLS.  HXM  : : SO — OB.  MO — OB,  ôc  au 

lieu  des  quarrés  SO , OB , MO , mettant  les  triangles  femblables 
OLS , OBV,  OPM  qui  font  dans  la  môme  raifon  {N.  jpa.),  nous 
aurons  TLS.  HXM  ::  OLS— OBV.  OÎ>M— OBV  , c’ell-à- 
dire  TLS.  HXM  : : VBSL.  VBMP,mais  TLS=VBSL(M 
donc  HXM=VBMP.  Ce  qu’il  falloir  1°.  démontrer. 

Nous  avons  TLS=VBSL , ôc  retranchant  d’une  part  le  trian- 
gle HXM,  ôc  de  l’autre  le  trapezoïde  VBMP  égal  à HXM,  coin- 
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me  on  vient  de  Voir,  il  reliera  TLYH-i-XMSY=PMSL , 6c 
retranchant  de  part  ôc  d’autre  la  partie  commune  XMSV,  nous 
aurons  TLYH  = PXYL;  enfin,  ajoutant  de  part  & d’autre  le 
petit  triangle  LYF , nous  aurons  TLFH=PXF.  Ce  qu’il  falloir 
2°.  démontrer. 

Nota.  Le  point  X peut  fc  trouver  ou  au-delà  du  point  L ou  de 
l’autre  côté  de  la  courbe , mais  ces  deux  cas  fe  démontreront  de 
la  même  façon , ainfi  que  nous  avons  fait  à l’égard  delà  parabole. 

7po.  Corollaire  I".  Toutes  les  lignes  telles  que  XZ  (Fig.  4.97.  ) 
paralelles  à une  tangente  quelconque  LT , & qui  coupent  [hyperbole, 
font  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre  KL , qui  pafe  par  le 
point  ^attouchement  L.  Je  prolonge  la  droite  XZ  jufqu’à  ce  qu’elle 
coupe  le  premier  axe  en  H,  & des  points  X,  Z où  cette  c|j;oice 
coupe  l’h^erbole , je  mene  des  droites  MP , ZG  paralelles  à la 
tangente  BV  du  premier  axe;  à caufe  des  droites  PM,  ZH  pa- 
ralelles aux  tangentes  BV , LT  du  premier  axe  & du  diamètre 
kl  , le  triangle  PXF  fait  avec  ces  paralelles  & le  diamètre  eft 
égal  au  trapezoïde  LTHF  ( N.  789.  j ; de  même  à caufe  des  droi- 
tes ZH , ZG  paralelles  aux  tangentes  BV , LT  , le  triangle  ZPI 
fait  par  ces  paralelles  avec  le  diamètre  OL  prolongé  eft  aufti  égal 
au  trapezoïde  LTHF  ; donc  le  triangle  PXF  eft  éjgal  au  triangle 
ZFI  ; mais  ces  deux  triangles  font  femblables  à caufe  des  para- 
lelles PM,  ZG,  donc  ils  font  parfaitement  égaux,  6c  le  côté 
XF  eft  égal  au  côté  FZ  , 6c  partant  XZ  eft  divifé  en  deux  égale- 
ment en  F. 

79 1 . Corollaire  II.  Donc  toute  ligne  XZ  paralelle  à la  tan- 
gente LT  d’un  diamètre  KL  qui  coupe  t hyperbole  ejl  une  double  ordon- 
née au  diamètre  OL , &fa  moitié  XF  ou  ZF  eft  f ordonnée.  Et  ceci 
fait  voir  que  nous  avons  en  raifnn  ( N.  •jûjt-  ) de  nommer  Diamè- 
tres toutes  les  lignes  telles  que  OL  qui  paflênt  par  le  centre  O, 
6c  qüi  coupent  l’hyperbole  en  un  point  L. 

752.  Corollaire  III.  Les  quarrés  des  ordonnées  XF,  EY 
(Fig.  498.)  à un  diamètre  quelconque  KL  font  entreux  comme  les 
re£langlis  de  leurs  abfc^es  multipliées  par  le  diamètre  KL  augmenté 
de  ces  mêmes  abfcijfes.  Je  mene  la  tangente  BV  du  premier  axe  , 
je  prolonge  les  ordonnées  FX , YE  jufqu’à  la  rencontre  du  pre- 
mier axe  en  H 6c  Q , 6c  des  points  X , E où  ces  ordonnées  cou- 
pent l’hyperbole,  je  mene  les  droites  XP,EZ  paralelles  à la  tan- 
gente B V.  Le  triangle  PXF  fait  avec  le  diamètre  OL , & les 
, deux 
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deux  lignes  PX,XF  paralelles  aux  tangentes  BV,  LT  eft  égal 
au  trapezoïde  LTHF  ( N.  78p.  ) , & par  la  même  raifon  le  trian- 
gle ZEY  eft  égal  au  trapezoïde  LTQY  ; donc  PXF.  ZEY 
LTHF. LTQY  ; or,  à caufe  que  les  triangles  PXF,  ZEY  font 

femblables,  nous  avons  PXF.  ZEY  ::  FX.  YE  ( A^.  5pz.  );  donc 

FX.  ŸE  : : LTHF.  LTQY  ; or , UTH^  OFH  — OLT  , & 

LTQY=  OYQ  — OLT  , donc  FX*.  ŸË*  OFH  — OLT. 
OYQ — OLT,  ôc  au  lieu  des  triangles  femblables  OFH,  OLT, 

OY  Q , mettant  les  quarrés  OF , OL , O Y de  leurs  côtés  homo- 
logues , lefqueis  quarrés  font  en  même  raifon  que  ces  triangles  , 

nous  aurons  FX.  YE  ::  OF — OL.  OY — OL;  mais  le  diamè- 
tre LOK  étant  divifé  en  deux  également  au  centre  O (M775.),  6c 

les  droites  LF,  LY,  lui  étant  ajoutées,  nous  avons  FLxFK  = OF, 

— OL  ( A'i  148.  ) , 6c  par  la  même  raifon  YLxYK=OY  — OL; 

donc  FX*.  Ye  : : FLxFK.  YLxYK. 

A'cta.  Que  la  propriété  de  l’hyperbole  à l’égard  de  tous  les  pre- 
miers diamètres , tels  que  KL  eft  la  même  qu’à  l’égard  du  pre- 
mier axe. 

7P3*  Proposition  CLIV.  Deux  diamètres  LK,PZ  (Fig.4pp.) 
avec  leurs  tangentes  LT , TP  qui fe  coupent  en  T étant  donnés , Ji  fort 
joint  les  points  d' attouchement  par  la  ligne  LP , que  par  le  milieu  X 

de  cette  ligne  on  mene  la  droite  XT  an  point  T , cette  droite  XT  fera 
un  diamètre , pajfera  pcerctmfhjuertt  par  le  centre  O de  [hyperbole. 

La  démonftration  eft  la  même*que  pour  la  parabole  {N.  662.). 
7P4.  Remarque.  Par  le  moyen  de  cette  Propofition,  tout  ce 

3ue  nous  avons 'tWwaoQtré  ci-deflus  à l’égard  du  premier  axe  6c 
’un  premier  diamétreT^ëùrrL  dLiiiülulu  auffî  à l’iguid  de  deux 
premiers  diamètres  PZ,LK  {F/>.  4pp.)  , ou  de  leurs  moitiés’ 
OP,OL. 

Car  prolongeant  les  tangentes  LT,  PT  jufqu’à  la  rencontre 
des  diamètres  en  H 6c  Q,  menant  enfuite  les  droites  RL,  PM 
ordonnées  aux  deux  diamètres , c’eft-à-dire  paralelles  aux  tangen- 
tes , la  droite  LP  , 6c  du  point  T la  droite  TF  qui  pafle  par  le 
milieu  X de  la  droite  LP  , 6c  qui  par  conféquent  fera  un  diamè- 
tre, 6c  paftera  par  le  centre  O ( N.  75p.  ) ; il  eft  clair  qu’à  caufe 
du  paralellogramme  LTPF,  la  droite  TX  qgi  pafle  par  l’un  des 
Tome  i,  B b b b 
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angles  X , & qui  coupe  la  diagonale  LP  en  deux  également , 

palTcra  pat  l’angle  oppofé  F. 

Or , les  triangles  fcmblables  OFR,  OTP  donnent  OR  OP  :: 
OF.  OT , & à caufe  des  triangles  femblables  OFP, OTH,  nous 
avons  OP.  OH  OF.  OT  ; donc  OR.  OP  : ; OP.  OH  ; de  mê- 

jne  les  triangles  femblables  OFM.  OTL  donnent  OM.  OL 
OF.  OT , 6c  à caufe  des  triangles  femblables  OFL , OTQ  nous 
avons  OL.  OQ  : : OF.  OT  ; donc  OM.  LO  OL.  OQ , ce  qui 
fait  voir  que  les  deux  droites  OR , OM  font  divife'es  proportion- 
nellement, ôc  que  par  conféquent  les  lignes  QH , LP,  MR, 
qui  joignent  leurs  points  de  divifion  font  paralelles  emr  elles. 

Donc  1°.  un  diamètre  PZ  étant  donné,  fi  d’un  point  L pris 
fur  la  courbe  on  veut  mener  une  tangente  , il  faut  mener  de  ce 
' point  une  ordonnée  LR  au  diamètre,  enfuite  chercher  une  troi- 
fiéme  proportionnelle  OH  aux  droites  OR , OP , 6c  mener  la 
droite  LH  qui  fera  la  tangente  demandée , ainfi  c’eft  la  même  , 
chofe  qu’à  l’égard  du  premier  axe  ( N.  777.). 

Donc  2°.  le  triangle  HTP  fait  par  les  tangentes  ôc  le  diamè- 
tre PZ  eft  égal  au  triangle  QTL  fait  par  les  mêmes  tangentes 
avec  le  diamètre  LK , car  à caufe  des  paralelles  QH , LP  , les 
triangles  LHP,  LPQ  qui  ont  labafe  LP  commune  font  égaux, 

6c  partant  retranchant  de  part  ôc  d’autre  le  triangle  commun 
LTP , nous  aurons  HTP=QTL. 

Donc  5°.  LHR=LQPR  , car  ajoutant  aux  triangles  égaux 
HTP  , QTL,  la  partie  commune  LTPR,  nous  aurons  LHR 
fc=LQPR. 

Donc  4°.  fi  d’un  point  quelconque  S pris  fur  la  courbe  , on 
mene  deux  droites  VN,  lE  paralelles  aux  tangentes,  le  triangle 
,VSE  fait  par  ces  paralelles  avec  le  diamètre  ZP  fera  égal  au 
trapezoïde  QPEI  fait  par  la  tangente  PQ  de  ce  diamètre , 6c 
- par  fa  paralelle  lE  terminées  entre  les  deux  diamètres , 6c  le 
triangle  ISN  fait  par  les  paralelles , 6c  l’autre  diamètre  fera  égal 
au  trapezoïde  LHVN  fait  pat  la  tangente  LH  de  ce  diamètre  , 

6c  fa  paralelle  NV  terminées  entre  les  diamètres , ce  qui  fe  dé- 
montre comme  ci-deflus  (A'. 785).). 

7Py.  Proposition  CLV.  Deitx  diamètres  LK , PZ 
(Fig.  y 00.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  LH,  PQ»y*  de  deux 
points  E , F pris  fur  la  courbe  entre  les  deux  diamètres,  on  mene  deux 
paralelles  Eo , DC,  & FV , XR  aux  tangentes , le  trapezoïde  NSFR 
fait  par  deux  de  ces  paralelles  avec  le  diamètre  PZ  ,tr  la  plus  pro~^ 
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<he  des  deux  autres  paralelles,  eft  égal  au  trapezoide  fait  par 

deux  autres  de  ces  paralelles  avec  Te  diamètre  LK  y&  la  plus  proche 
des  deux  autres  paralelles , de  même  le  trapezoïde  ESRX  fait  par 
deux  paralelles  avec  le  diamètre  ZP , & la  plus  éloigaée  des  deux  au- 
tres paralelles  ep  égal  au  trapezoïde  FV1%  fait  par  les  deux  autres 
paralelles , ér  la  plus  éloignée  des  deux  premières. 

La  démonftration  eft  la  même  que  pour  la  parabole  (A^.  666 y 

66-j.). 

7pé.  Proposition  CLVI.  Si  deux  droites  EH,FV  (Fig.yoï.) 
terminées  de  part  & d’autre  à t hyperbole , fe  coupent  en  un  point  G 
dans  r hyperbole , le  reélangle  EGxGH  des  parties  de  la  première  EH 
ef  au  reùlangle  FGxGV  des  parties  de  la  fécondé  y comme  le  quatre 

PT  de  la  tangente  du  diamètre  de  la  première  eft  au  quarré  LT  de 
la  tangente  du  diamètre  de  la  fécondé. 

Même  démonftration  dans  tous  les  cas  que  pour  la  parabole 

{N.  66%.). 

7P7.  Proposition  CLVII.  Si  deux  droites  El,  FH  (Fig.  joy.  ) 
terminées  de  part  & d autre  à la  courbe  y fe  rencontrent  en  dehors  en  un 
point  R hors  de  t hyperbole  lorfquon  lesprolonge , le  reélangle  RFxRH 
de  la  partie  extérieure  RF  de  la  première  par  ta  ligne  entière  RH , eft 
au  reélangle  RExRI  de  la  partie  extérieure  RE  de  la  fécondé  par  la 

ligne  entière  RI , comme  le  quarré  PT  de  la  tangente  du  diamètre  de 

la  première  eft  au  quarré  LT  de  la  tangente  du  diamètre  de  la  fécondé. 
JVlêmc  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  66p.). 

jpS.  Proposition  OL  VI 1 1.  Une  tangente  LT  étant  donnée 
(Fig.  yoj.  ) , avec  l'ordonnée  LS  au  premier  axe  ; fi  du  point  T , on 
mene  une  fecanteT\'Z. , cette  fecante  fera  coupée  harmoniquement  aux 
points  X,  V y 'dLaj^^efte  eft  coupée  par  la  courbe  y & par  Cordonnée 
LS. 

Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  670.  ) ; & delà 
on  pourroit  tirer  les  mêmes  Propofitions  que  nous  avons  dédui- 
tes pour  la  parabole  (M  671.)  ; & il  faut  dire  la  même  chofe  à 
Pégard  de  l’ellipfe  ; car  nous  avons  démontré  (N.  71  j.  ) qu’une 
fecante  menée  du  point  où  la  tangente  coupe  l’axe , eft  aulli  divi- 
fée  harmoniquement  par  la  courbe,  ôc  l’ordonnée  à l’axe  mené? 
du  point  d’attouebement. 

7pp. Proposition  CLIX.  Deux  diamètres hK,XP  (Fig.^o^,) 
étant  donnés  avec  leursjongentes  LT , TP  i fi  Ion  mene  une  ordonnée 

Bbbbij 
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XV  à t un  des  diamètres  LK , & qu'on  la  prolonge  jufquà  ce  quelle 
rencontre  en  R la  tangente  PT  de  t autre  diamètre  PZ  , le  reÛangle 
RXxRV  de  ta  partie  extérieure  RX  par  la  ligne  entière  RV  ejl  au 

quarré  RP  de  la  partie  RP  que  la  droite  VX  coupe  fur  PT  comme  le 

■ 1 " S 

quarré  LT  de  la  tangente  du  diamètre  de  VX  ejl  au  quarré  TP  de  la 
tangente  de  f autre  diamètre. 

' Même  dêmonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  (îya.)- 

800.  Proposition  CLX.  Deux  fegmens  ALB , CPD 
étant  donnés  (Fig.  Jo  j.)  ; fi  les  parties  LX,PS  de  leurs  diamètres  com- 
prtfes  dans  ces  fegmens , font  proportionnelles  à leurs  diamètres  LK , 
PZ  les  plus  grands  triangles  infcrits  dans  ces  fegmens  font  égaux. 

Meme  démonftration  que  pour  rellipfe  dans  tous  les  cas 
( N.  737.  ) en  fubftituant  les  propriétés  de  l’hyperbole  au  lieu  de 
celle  de  rellipfe. 

80 1 .Defjsition.Tc  premier  axe  AB,&  le  fécond  CD  étant  don- 
nés (T/g.  yo5.  ) ; fi  par  l’une  des  extrémités  B du  premier  axe , on 
mène  une  tangente  QP , fur  laquelle  on  prenne  la  partie  BP , 6c  la 
partie  BQ  égales  chacune  à la  moitié  OD  ou  OC  du  fécond 
axe  , les  lignes  indefinies  OL,  OY,  menées  du  centre  O par  les 
extrémités  P,  Q de  la  droite  QP,  fe  nomment  /ffymptotes  de  l’hy- 
perbole, ôc  fi  on  prolonge  ces  droites  de  l’autre  côté  du  centre 
en  X & en  Z,  elles  feront  les  afymptotes  de  l’hyperbole  oppo- 
fée  donc  le  fommet  eft  A. 

802.  Corollaire.  5/  des  extrémités  C,  D du  fécond  axe , on  mene 
des  lignes  à f extrémité  B du  premier  axe , ces  deux  lignes  feront  égales 
à cauf  de  C df  T)  également  éloignés  deHf&  elles  feront  coupées 
chacune  en  deux  également  par  les  afymptotes  aux  points  V,  T.  Car 
menant  la  droite  DP , la  Figure  ODPB  fera  un  rectangle , 6c  la 
diagonale  OP  coupera  la  diagonale  BD  en  deux  également,  6c 
la  même  chofe  arrivera  de  CB.  De  plus  DB  fera  paralelle  àl’a- 
fymptbte  OY  , à caufe  de  OD  paralelle  6c  égale  à QB , ôc  par 
la  même  raifon  CB  fera  paralelle  à l’afymptore  DL. 

8oj.  Proposition  C LXI.  V hyperbole  ejl  toute  entière  dans 
t angle  Y OL  ( Fig.  y 06.  ) que  font  les  afymptotes , & elles  ne  les  tou- 
che point. 

Concevons  une  infinité  de  lignes , telles  que  MN,  ôcc.  menées 

[)aralellement  àla  tangente  , 6c  qui  coupent  une  l’hyperbole  , ôc 
CS  afymptotes  ; les  triangles  femblables  NEO  , PBO  donnent 
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NÉ.  EO  ;:PB.  BO;  donc  NE.  EO  ::  PB  ou  OD.  OBjmais 

par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons  EL  EBxEA  : : OD.  OB, 

& EBxEA  = EO — OB(A^.  148.);  donc  El.  EO — OB  ::  OD. 

OB,  ôc  partant  El.  EO — OB  ::  NE.  EO;  mais  EO  — OB  eft 

moindre  que  EO  ; donc  El  e(l  aulli  moindre  que  NE  , ôc  El 
moindre  que  NE  , c’e(l-à-dire  le  point  I de  la  courbe  eft  entre 
les  afymptotes  fans  les  toucher , ôc  comme  cela  arrivera  partout  ; 
il  s’enfuit  que  l’hyperbole  ne  touchera  jamais  l’afymptote  OL,  ôc 
on  prouvera  de  la  même  façon  qu’elle  ne  touchera  jamais  l’afymp- 
tote  OY. 

804.  Corollaire  I“.  Si  l'on  conçoit  une  infinité  delig^nesy  telles  que 
MNjÔcc.  paralelles  à la  tangente  QÎ*  ou  au  fécond  diamètre  & qui  cou~ 
pent  l'hyperbole  dr  les  ajÿmptotes  , les  parties  MH,  IN  de  chacune 
de  ces  lignes  comprifes  entre  la  courbe  & les  ajÿmptotes , fieront  égales 
entr'elles.  Les  triangles  femblablesNEO,PBO  donnent  NE.  PB  :: 
EO.  BO  , ôc  à caufe  des  triangles  femblables  MEO  , QBO  , 
nous  avons  ME.  QB  : : EO.  BO  ; donc  NE.  PB  : : ME.  QB  ; or 
PB=QB,  donc  NE=xME , mais  HE=EI,  à caufe  que  HI  eft 
une  double  ordonnée  au  premier  axe;  donc  NE  — EI  = ME 
—HE,  c’efl-à-dire  NI=MH. 

8oy.  Corollaire II.  Pofant  toujours  les  droites  , &cc.  para- 
lelles à QP , ou  CD , les  reÛangles  MHxHN  de  la  partie  MH  de 
chacune  de  ces  lignes  comprifes  entre  la  courbe  & t afymptote  par  le 

refile  HN  de  ces  mêmes  lignes , efil  égal  au  quarré  QB  ou  CO  de  la 
moitié  du  fécond  axe.  A caufe  des  triangles  femblables  MEO  , 

QBO , nmn  ivnml^îTrTr)  nr>  T>0  , linir  MF*  F^‘-  : QB. 

— i % X 

B O ; or,  par  la  propriété  de  la  courbe  , nous  avons  HE.  EBxEA 

ou'ËO— BÔ‘(  A^.I48.);:'QB.  b5’;  îloncE.ËO  ::~HE.'ÊO 

r— BO , ou  ME.  HE  : : EO.  EO — BO  5 donc  en  divifant  ME 

— HE.  HE  ::  EO — EO-f-BO.  EO — BO  ; ce  qui  fe  réduit  à 

JVIE — HE.  HE  : : BO.  EO — BO  ; or , à caufe  que  HI  eft  divi- 
fée  en  deux  également  en  E,  Ôc  que  MH  lui  eft  ajoutée  , nous 

avons  ME— HE  ==MHxMI=MHxHN , à caufe  de  M1=HN  ; 

6 b b b iij 
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donc  MH  X HN^‘  : rlÔ*.  EÔ'^Bo’^ou  HÈ*.  EÔ*— "S6 
: : MH  X HN.  BQ;  or  nous  avons  HE.  EO  — BO  : : QB*,  ou 
CD,  BO;  donc  MHxHN.  BO  ::  QB,  ou  CD.  BO,  & partant 
MHxHN  = QB. 

8o5.  Corollaire  III.  Donc  tous  les  reliangUs  x font 

fgattx  entr^eux , puifqu’ils  font  tous  ^aux  au  quarré  QB  ou  CO. 
Et  il  faut  dire  la  même  chofe  des  reaangles  NI  xIM. 

807.  Corollaire  IV.  Les  parties  MH  ou  IN  des  droites  MN 
vont  en  diminuant  à mefure  cjue  les  lignes  MN  ^éloignent  du  cen- 
tre O.  Les  rcêlangles  MH  x HN  font  tous  égaux  entr’eux.  Or  les 
HN  vont  en  augmentant  à mefure  qu’ils  font  plus  éloignés  du 
centre  O,  car  leurs  parties  HE  étant  ordonnées  au  premier  axe 
augmentent  en  s’éloignant  de  O,  ôc  leurs  parties  EN  qui  font 
les  élémens  du  triangle  OEN  augmentent  aufli  en  s’éloignant 
de  O ; donc  puifque  les  HN  augmentent , il  faut  nécelTairement 
que  les  HM  diminuent  fi  l’on  veut  conferver  l’égalité  des  re£lan- 
gles  MHxHN. 

808.  Corollaire  V.  Les  ajÿmptotes  OY,  OL  approchent  de 
plus  en  plus  de  t hyperbole  & ne  la  touchent  jamais.  Les  doubles  or- 
données HI,  &c.  au  premier  axe  feront  toujours  moindres  que 
les  MN,  &c.  (A’.  803,)  6c  les  MH  ou  les  IN  diminueront  à 
mefure  qu’elles  s’éloigneront  davantage  du  fommct  O ( N.  807.) 
donc  les  afymptotes  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  courbe , 
Éins  pouvoir  Jamais  la  toucher. 

8op.  Corollaire  VI.  Si  d un  point  quelconque  H pris  fur  la 
courbe  (Fig.  307.)  on  meneune  droite  KUT  paralelle  à l'afymptote 
voiftne  OY,  la  partie  RH  de  cette  paralelle  menée  du  coté  du  centre 
O f fer  a toute  entière  /tors  Je  f hyperbole,  eb"  t autre  partie  HT  fera 
toute  entière  dans  Niyperbole.  Je  mene  par  le  point  H la  droite  MN 
paralelle  à QP  ou  au  fécond  axe  CD,  ôc  entre  MN  ôc  QP  je 
mene  une  autre  paralelle  SL  ,comprife  entre  les  afymptotes  de 
même  que  MN  ; à caufe  des  paraleiles  MN  , SL  , ôc  MO , HR , 
nous  avons  MH=  SI  ; mais  la  partie  SZ  de  la  paralelle  SL  com- 
prife  entre  l’afymptote  OY,  6c  la  coprbe  eft  plus  grande  que  la 
partie  MH  de  la  droite  MN  ( M 807.  ) donc  SI  eft  moindre  que 
SZ , ôc  le  point  I de  la  droite  HR  eft  hors  de  l’hyperbole , ôc  l’on  . 
prouvera  de  la  même  façon  que  tous  les  autres  points  de  HR 
font  hors  de  la  courbe. 
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Je  mene  entre  les  afymptotes  en  delTous  du  point  H une  au- 
tre droite  FE  paralelle  à QPj^ainfi  nous  aurons  FX  = MH  à 
caufe  des  paralelles  MN,FE,  & FO,  TR.  Or  la  partie  F/de  la 
droite  FE  comprife  entre  l’afymptote  OY , & la  courbe  eft  moin' 
dre  que  MH  ( N.  807.  ) donc  FX  cft  plus  grand  que  Ff,  & le 
point  X de  la  droite  RHT  eft  dans  l’hyperbole , ôc  on  prouvera 
de  la  même  façon  que  tous  les  points  de  la  partie  HT  font  dans 
l’hyperbole. 

8 10.  Corollaire  VII.  Si  far  le  centre  O d" une  hyperbole  ( Fig. 
y 07.  ) on  mene  un  droite  OG  qui  coupe  l'angle  YOÉ  det  ajympto' 
tes  YO  J OE,  cette  ligne  OG  coupera  F hyperbole  & fera  un  diamètre. 
Plus  la  ligne  OG  eft  prolongée , 6c  plus  fes  points  s’éloignent 
de  l’afymptote  OE  avec  qui  elle  ftit  l’angle  GÔE;  au  contraire, 
plus  l’hyperbole  eft  prolongée  du  côté  de  £,  plus  fes  points  s’ap- 
prochent de  l’afymptote  ( N.  808.)  or  la  ligne  OE  ôfl’hypcrbole 
peuvent  être  prolongées  à l’infini  ; donc  à force  de  prolonger  l’une 
6c  l’autre, il  fe  trouvera  néceffairement  quelque  point  G delà  li- 
gne OG  qui  fera  plus  éloignée  de  l’afymptote  OE  que  le  point 
correfpondant^  de  l’hyperbole  ne  le  fera  de  la  même  afymptote. 
Ainfilepoint  G fera  dans  l’hyperbole , mais  le  point  O de  la  ligne 
OG  eft  hors  de  l’hyperbole  ; donc  cette  ligne  coupera  la  courbe 
en  quelque  point , après  quoi  il  eft  vifible  qu’elle  ne  le  coupera 
plus. 

.811. Proposition  CLXII.  Si  de  deux  ou  plufteurs  points  X, 
Rp  ris  fur  la  courbe  ( Fig.  y o8.  ) on  mene  des  droites  XH,  XS,  cb*. 
RL  , Ri  paralelles  aux  efyxaptottt , Us  rtiiangles  XH  x XS  , RL 
X LI  feront  égaux  entr  eux. 

Je  mene  par  les  points  X , R , des  droites  HE , MN , paralcl- 
les  à QP  ou  CD  & qui  fe  terminent  aux  afymptotes,  les  triangles 
femblables  MHx7mVI~d<uuiÊm_' 


-MX- 


HR.  RI;  ôcà 


caufe  des  triangles  femblables  NXS , ERL,  nous  avons  NX.  XS 
: : ER.  RL  5 multipliant  donc  les  termes  de  cette  proportion  par 
ceux  de  la  première,  nous  aurons  MX  x NX.  HX  x XS  : : HR 
X ER.  RI  X RL  ; mais  les  rectangles  MX  x NX , HR  x ER , font 
^gaux  entr’eux  {N.  8o5. ) donc  les  reûangles  HXxXS,RI 
X RL  le  font  auflî. 

8 1 2.  Corollaire  I*^  Si  du  fommet  B on  mene  les  droites  BV ÿ 
BT  paralelles  aux  aJÿmptotes(F'ïg.  y 08.)  Ufquelles  feront  égales  parce 
U elles  font  les  moitiés  des  lignes  BD,  BC  menées  aux  extrémités 
' ,C  du  petit  axe  ( N.  802.  ) je  dis  que  les  reSlangles  HX  x XS 
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RL  X RI  feront  égaux  chacun  au  cjuarré  de  VB  ou  de  fin  égale  BT. 
Car  menant  au  fommet  B de  l’hyperbole  la  droite  QP,  laquelle 
eft  dgale  au  petit  axe  CD  & coupée  en  deux  également  en  B 
( M Soi.)  les  triangles  femblables  MXH.  QBV  donneront  MX. 
XH  ::  QB.  BV;  & à caufe  des  triangles  femblables  NXS.  PBT, 
nous  aurons  NX.  XS  : ; PB.  BT;  donc  en  mulripliant  les  termes 
de  cette  proportion  par  ceux  de  la  précédente,  nous  aurons  MX 

X NX.  XH  X XS  : : QB  X PB , ou"QB.  BV  x£T  ou~BV  ; or  MX“ 

X NX  = QB  ( N.  802  ) J donc  XH  x XS  = BV  ; mais  XH  x XS 

= RI  X RL  ; donc  aulTi  RI  x RL  = B V. 

Nota.  Il  y a bien  des  Auteurs  qui  nomment  le  quarré  de  BT 
ou  de  BV  fon  égale  puijfance  de  l’hyperbole , à caufe  que  ce  quarré 
eft  toujours  égal  aux  redangles  XH  x XS , RI  x RL , ôcc. 

8 IJ.  Corollaire  II.  Si  dé  un  point  quelconque  X pris  fur 
r hyperbole  (Fig.  J 08.)  on  mene  une  ligne  XH  paralelle  à Pajymp- 
tote  OF  qui  ejl  de  [autre  côté  de  (hyperbole , le  reâlangle  XH,  OH 
de  lajigne  XH  par  la  partie  OH  qu'elle  coupe  fur  ( afymptote  O Y ef 
toujours  égal  au  quarré  de  BV,  cefl-à-dire  alapuijjance  de  dyper- 
bole.  Car  menant  du  point  X la  droite  XS  paralelle  à l’afymptote 

OY,  nous  aurons  HXxXS  = BV  (A^.  812.)  Or.  à caufe  des 
paralelles  HX,  OS  6c HO,  XS,  nous  avons  HO=XS;  donc 

HXxXS  = HXxXO,  6c  partant  HXxHO='BV.  Ceci  eft 
la  propriété  de  l’hyperbole  entre  fes  afymptotes. 

814.  Proposition  CLXII  I.  Si  de  deux  ou  plufteurs  points 
X,  R,  ôcc.  ( Fig.  ^09.)  pris  fur  [hyperbole, on  mene  des  lignes  XT  , 
RS,  Sic. paralelles  entr  elles , dr  qui  fajfent avec  (afymptote  OY  tel 
angle  que  (on  voudra,  & que  des  memes  points  on  mene  d'autres  li- 
gnes XH,  RL,  ôcc.  aulp  paralelles  entr' elles , ér  qui fafent  avec 
(autre  ajymptote  OF  un  angle  quelconque , je  dis  que  les  reSlangles 
TX  X XH , SR  X RL  , ôcc.  font  tous  égaux  entr  eux. 

Je  mene  par  les  points  X,  R,  ôcc.  des  droites  MN,  El  entre 
les  afymptotes  ôc  paralelles  au  fécond  axe  CD.  Les  triangles  fent- 
blables  MTX,EKS  donnent  TX.  MX  ::  SR.  ER,  ôc  à caufe 
des  triangles  femblables  HXN,  LRI,  nous  avons  HX.  XN 
: : LR.  RI  ; multipliant  donc  les  termes  de  cette  propordon  par 
ceux  de  la  précédente,  nous  aurons  TX  x HX.  MX  x XN  : ; SR 
X LR.  ER  X RI,  mais  MX  xXN  = ERxRI  ; doncTXxHX 
«SRxRL. 

Sty- 
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8iy. Proposition  CLXIV.  Si  t on  mtne  entre  les  ajymptotes 
une  ligne  MN  ( Fig.  y i o.  ) qui  cowe  F hyperbole  & qui  foit  inclinée 
au  premier  axe , les  parties  MX , RN  de  cette  ligne  comprifes  entre 
la  courbe  & les  afymptotes  font  égales. 

Jeprens  fur  la  droite  MN  une  partie  NR  égale  à la  partie  MX, 
fans  m’embarralTer  fi  l’ejctrêmité  R de  cette  partie  eft  en  dedans 
ou  en  dehors  de  l’hyperbole  ; du  point  R Je  mene  les  lignes  RT, 
RH  paralclles  aux  alymptotes , ôc  du  point  X les  droites  X£ , XS 
paralelles  aufii  aux  afymptotes.  C’eft  pourquoi  fi  le  point  R eft 
véritablement  fur  la  courbe , il  s’enfuivra  néceflairement  que  les 
redangles  RH x RT , SX x XE  feront  égaux ( A'.  8 ii. ) Voyons 
donc  fi  nous  trouverons  cette  égalité. 

Les  triangles  fcmblables  MSX , RHN  ayant  le  côté  MX  égal 
au  côté  NR  par  la  conftruôlion  font  égaux  ôc  MS  = RH,  SX 
= HN  ; or  à caufe  des  paralelles,  nous  avons  SX  = OE  ôc  RH 
= TO;donc  OE=HN,ôc  partant  OH  ou  TR  = EN  s de 
même  MS  = TO.  Les  triangles  fcmblables  MSX , XEN  don- 
nent MS  ou  TO.  SX  ::  XE.  EN  ou  OH>  donc  TOxOH 
ou  RH  X RT  = SX  X XE,  par  conféquent  le  point  R eft 
véritablement  fur  la  courbe.* 

8i5.  Corollaire  1“.  Plujieurs  lignes  MN,  SL  (Fig.  yi  i.) 
paralelles  entr  elles  & obliques  à F axe,  étant  menées  entre  les  afymp- 
totes , fi  du  centre  O F on  mene  leur  diamètre  OT , & du  fommet  Z 
la  tangente  HV  qui  fera  paralelle  aux  MN,  SL,  ôcc.  je  dis  que 
(este  tangente  fera  divifée  en  deux  également  en  Z.  Les  doubles 
ordonnées  XR,  YI  au  dijimétre  OT  font  coupées  en  deux  éga- 
lement en  E,  T par  ce  diamètre;  donc  fi  on  leur  ajoute  de  part 
ôc  d’autre  les  parties  égales  MX,  RN,  ôc  SY  , IL  ( M 8 1 y.  ) 
nous  aurons  ME  = EN,  ôc  ST=TL;  or  les  triangles  fembla- 
bles  OEN , OZV— donnent  EN.  ZV  : : OE.  OZ , ôc  à caufe 
des  triangles  fcmblables  OEM.  X)ZH , iiuus  avons 'ME.  HZ 
::  OE.  OZ;  donc  EN.  ZV  ME.  HZj  mais  EN  = ME^ 
donc  ZV  =ZH. 

817.  Corollaire  II.  Pofani  les  memes  chofesque  dans  le  Corol- 
laire précédent,  les  reFl angles  MX  x XN,  SY  x YL  Ôcc.  des  par- 
ties MX , SY  des  droites  MN , SL  ,par  les  refles  XN,  YL  de  ces 
mêmes  droites  font  égaux  entr  eux  & au  quarré  de  la  moitié  ZV  ou 
ZH  de  la  tangente  du  diamètre  OT.  Par  les  points  Y , X , Z Je 
mené  les  droites  Q^,  Pp,  Ff  paralelles  entr’elles  ôc  au  fécond 
»xe.  Les  triangles  fcmblables  SYQ,  MXP  donnent  SY.  QY. 
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::  MX.  PX,  & à caufe  des  triangles  femblables  LY^,  NX/>, 
nous  avons  LY.  Yq  : : NX.  X^;  inulciplianc  donc  les  termes  de 
CCS  deux  proportions  les  uns  par  les  autres,  nous  aurons  SY 
xLY.  QYxYp::  MXxNX.  PXxXP;  or  QYxY«  = PX 
xX/;(M8o5.)  doncSYxLY=MXxNX.  ' 

Maintenant  la  droite  ¥f  n’étant  pas  tangente  au  point  Z cou- 
pera l’hyperbole  en  deux  points , & à caufe  des  triangles  fembla- 
bles MXP,  HZF,  & NX/7,  VZ/,  nous  aurons  MX.  PX  : : HZ. 
FZ,  & NX.  Xp.  VZ.  Z/.  Donc  en  multipliant  ces  deux  pro- 
portions l’une  par  l’autre,  nous  aurons  MXxNX.  PXxX^. 

HZ  X VZ , ou  HZ.  FZ  X Z/i  mais  PX  x X/;  = FZ  x 7/{  N.  8o5.) 

donc  MX  X NX  = HZ  j or  MX  x NX  = SY  x YL  ; donc  SY 

xYL  = Hz! 

8 1 8.  CoROLLAtRE  III.  Donc  toutes  les  tangentes  terminées  entre 
les  deux  ajÿmptotes , font  coupées  en  deux  également  aux  points  d at- 
touchement. Ce  qui  cd  viliblc  par  le  précédent  Corollaire. 

819.  Corollaire  IV.  Deux  ou^plufteurs  tangentes  YVT , UK 
( Fig.  512.)  étant  menées  entre  les  ajÿmptotes , les  triangles  MTO, 
RLO  qu'elles  font  avec  les  afÿmptotes  font  égaux  entt^eux.  Des 
points  d’attouchement  N,  S je  mene  les  droites  NP,NV,SX, 
oZ  paralelles  aux  afÿmptotes , ce  qui  donne  PNxNV  = XS 
X ZS  (A'.  811.)  d’où  je  tire  NV.  ZS  : ; XS.  PN  ; or  les  para- 
lellogrammes  PNVO,  XSZO  ayant  l’angle  POX  commun  font 
équianglcs,  & à caufe  que  leurs  bafes  NV,  ZS  font  réciproques 
à leurs  côtés  XS,  PN,  leurs  hauteurs,  ccü-à-dire  les  perpen- 
diculaires Xjf,  Pp  feront  aulTi  réciproques  aux  bafes,  car  les 
triangles  femblables  XxS , PpN  donneront  Xx.  Pp  : : XS.  PN  , 
& partant  Xx.  Pp  ; : NV.  ZS  ; donc  nous  aurons  Xx  x ZS 
= Pp  X NV,  c’eft-à-dire  les  paralellogrammes  XSZO,  PNVO 
égaux  entr’eux;or  à caufe  que  la  tangente  MT  eft  divifée  en 
deux  également  en  N,  6c  que  PN  eft  paralelle  à OR,  le  côté 
Mo  du  triangle  MOT  eft  double  du  côté  PO  du  paralellogramme 
PNVO,  6c  fa  bafe  OT  eft  aufti  double  de  la  bafe  OV  ou  PN 
du  même  paralellogramme  5 donc  le  triangle  MOT  eft  double 
du  paralellogramme  PNVO,  6c  par  la  même  raifon  le  triangle 
LRO  eft  double  du  paralellogramme  XSZO  1 donc  puifque  Tes 
paralellogrammes  PNVO,  XSZO  font  égaux,  les  uianglcs 
MOV , RML  font  auffi  égaux. 
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820,  Corollaire  V.  Les  triangles  MTO,  RLO  (Fig.  jia. ) 
faits  par  deux  tangentes  MT , LR  avec  les  ajÿmptotes , ont  les  cotés 
autour  de  l'angle  con.mun  O réciproques  entr  eux.  NouS  venons  de 
trouver  ( A^.  8 19.  ) NV  ou  PO.  ZS  ou  OX  : : SX , ou  OZ.  PN 
ou  VO,  c’eft-à-dire  PO.  OX  ::  OZ.  OV  ; donc  en  doublant 
tous  les  termes,  nous  aurons  MO.  OR  : : OL.  OT. 

821,  Définition.  Deux  hyperboles  oppofées  étant  décrites 
avec  leurs  afymptotes  Yy,Tt  ( Fig.  y 1 3.  ) fi  l’on  prend  le  fécond 
axe  CD  de  ces  hyperboles  pour  le  premier  axe  de  deux  autres 
hyperboles  MCw , NDm  qui  auront  leurs  fommets  en  C & D , 
& dont  le  fécond  axe  fera  le  premier  AB , ces  deux  nouvelles 
hyperboles  fe  nommeront  conjuguées  des  deux  hyperboles  op- 
pofées. 

822,  Proposition  CLXV.  Les  hyperboles  conjuguées  ont  les 
mêmes  afymptotes  que  les  hyperboles  oppofées  (Fig.  y i 3.  ) 

Je  mené  par  les  fommets  'A,  B des  hyperboles  oppofées  & 
entre  les  afymptotes  les  tangentes  HL,  RS,  lefquelles  feront 
•paralelles  & égales  chacune  au  fécond  axe  CD  de  ces  hyperbo- 
les ( M 78 1.  ) ôc  divifées  chacune  en  deux  également  en  A , ôc  B 
de  même  que  CD  eft  divifé  en  O.  Donc  en  joignant  leurs  extré- 
mités par  les  droites  HR,  LS,  ces  droites  feront  paralelles  ôc 
égales  chacune  au  premier  axe  AO  des  hyperboles  oppofées,  ôc 
elles  feront  divifées  en  deux  également  en  C ôc  D par  les  extré- 
mités de  CD;  or  CD  eft  le  premier  axe  des  hyperboles  conju- 
guées , AB  eft  le  fécond,  ôc  les  droites  HR,  SL  qui  paflent  pat 
Je  fommet  de  ces  hyperboles  font  égales  ôc  paralelles  à AB , ôc 
de  plus  elles  font  divifées  également  en  C ôc  D de  même  que 
AB  l’eft  en  O ; donc  fi  du  centre  O on  mene  Yy,Tt  qui  paftent 

Çar  les  extrêmites-iC^ I ^ , .S,  H Hp  res  lignes , les  droites  Yy , 
'f  feront  les  afymptotes  des  conjuguéèîTf  A'L  elles  foiu 

aufii  les  afymptotes  des  hyperboles  oppofées , puifqu’ellcs  paflent 
par  les  extrémités  des  droites  RS,  HL.  Donc,  ôcc. 


823.  Corollaire  I".  La  puijfance  des  hyperboles  conjuguées  efi 
la  même  que  celle  des  hyperboles  oppofées.  Je  mene  les  lignes  AC, 
CB,  BD,  DA,  lefquelles  feront  égales  enrr’elles  à caufe  des  ex- 
trémités A , B de  l’axe  AB  également  éloignées  des  extrémités 
C,  D de  l’axe  CD,  Ôc  de  plus  elles  feront  divifées  chacune  en 

deux  également  par  les  afymptotes  ôc  BV  = VD  ; or  BV  eft  la 

C c c c ij 
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puiflance  des  hyperboles  oppofécs  ( A^.  8 12.  ) & DV  eft  la  puif- 
fance  des  conjuguées.  Donc,  &c. 

824.  CorollairbII.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  touchant  les 
hyperboles  oppofées  doit  fe  dire  aujfi  touchant  les  conjuguées.  Ce  q,ui 
eft  évident. 

825.  Remarque.  Ceci  peut  nous  faire  voir  aifément  d’où 
vient  que  dans  l’hyperbole  la  propriété  des  brdonnécs  au  fécond 
axe,  n’cft  pas  la  même  que  la  propriété  des  ordonnées  au  premier» 
car  nous  avons  vu  que  le  quarté  d’une  ordonnée  F/  au  premier 

axe  AB  eft  au  reflangle  FB  x AF  ou  au  quarté  OF  de  fa  diftance 

■ t 

au  centre  moins  le  quarté  OB  du  demi  premier  axe,  comme  le 

quarré  du  fécond  axe  CD  eft  au  quarté  du  premier  AB  ( N.  770.  ) 

' ■■■  1 

& qu’au  contraire  le  quatré/m  d’une  ordonnée  au  fécond  axe  CD 
eft  au  quarré  de  fa  diftance  mO  au  centre  plus  le  quarré  OD  du 
demi  fécond  axe,  comme  le  quarré  du  premier  axe  AB  au  quarré 
du  fécond  {N.  773.)  ce  qui  eft  bien  différent.  Mais  fi  nous  rap* 
portons  cette  ordonnée  fm  dans  fon  véritable  lieu , c’eft-à-dire 
dans  l’hyperbole  conjuguée  en  prolongeant  F/jufqu’à  ce  qu’elle 
coupe  la  conjuguée  enN,  ôc  menant  enfuite  l’ordonnée  Nd  qui 
fera  égale  zfm  \ on  trouvera  que  le  quatre  de  cette  ordonnée  eft 

au  reêlangle  dDxCD  ou  à Od — OD,  comme  le  quarré  BA 

■ 1 

eft  au  quarré  CD,  & par  conféquent  la  propriété  de  l’ordonnée 
Nd  au  fécond  axe  CD  de  l’hyperbole  PBQ  fera  femblable  à la 
propriété  de  l’ordonnée  Ff  au  premier  axe  de  cetre  hyperbole. 

826.  Corollaire  III.  Tous  les  premiers  diamètres  des  hyperboles 
oppofées  PBQ,  ZAX  (Fig.  ^\^.)font  des  féconds  diamètres  des 
hyperboles  conjuguées , & tous  les  premiers  diamètres  des  hyperboles 
conjuguées  font  des  féconds  diamètres  des  hyperboles  oppofées. 

Noms  avons  dé;a  dit  que  les  premiers  diamètres  d’une  hyper- 
bole font  ceux  qui  la  coupent,  & que  les  féconds  font  ceux  qui 
ne  la  coupent  pas , fie  que  les  uns  fie  les  autres  doivent  pafl'er  par 
le  centre  O.  Cela  pofé,  tout  diamètre  V«  des  hyperboles  oppo- 
fées doitpaffer  par  les  angles  YOT , tOI  des  afymptotes  qui  em- 
braflent  ces  hyperboles , car  autrement  il  eft  vifible  qu’il  ne  les 
couperoit  pas.  Donc  ce  diamètre  ne  pafle  point  TOY , lOt 
qui  embralient  les  hyperboles  conjuguées , fie  par  conféquent  il 
ne  les  coupe  pas  ; doi>c  V«  eft  un  fécond  diamètre  des  hypei- 
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Boles  conjuguées.  On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  droite 
F/qui  eft  un  premier  diamètre  des  conjuguées  eft  un  fécond 
diamètre  des  oppofées. 

827.  Corollaire  IV.  Si  par  les  extrémités  ^un  premier  dia- 
mètre V»  ( Fig.  y 1 4.  ) deux  hyperboles  oppofées  ou  de  deux  lyper- 
boles  conjuguées,  on  mene  des  tangentes  Yb,ln  qui  fe  terminent  aux 
ajÿmptotes,  ces  deux  tangentes  font  égales.  Je  mene  les  ordonnées 
ux,  \d  au  premier  axe,  Ôc  à caufe  de  «0  = V0  [N.  775.  les 
triangles  femblables  «Oa:  , VOâ  font  parfaitement  égaux  6c  xO 
= </0  ; or  pour  trouver  les  points^,  G où  les  tangentes  coupent 
le  premier  axe , il  faut  faire  : : xO.  BO.  Og  6c  : : dO.  AO.  OG, 
6c  dans  ces  deux  proportions  les  deux  premiers  termes  xO.  BO 
d'une  part  font  égaux  chacun  à chacun  aux  deux  premiers  termes 
dO , AO  de  l'autre  ; donc  le  troifiéme  Og  eft  égal  au  troifiéme 
OG  i ainfi  les  deux  triangles  gOu , GO  V font  ^aux , puifqu’ils 
ont  les  côtés  gO,  Ou  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  GO, 
OV,  6c  l’angle  compris  gO«  égal  à l’angle  compris  GOV,  à 
caufe  que  ces  angles  font  oppofés  au  Ibmmet;  donc»g  = VG; 
de  même  les  triangles  femblables  gbO , GnO  étant  égaux  à caufe 
de  gO  = GO , donnent  gb  = G«  ; donc  ng-\rgb  = VG  H-  G» , 
ou  ub  = Wn.  Mais  Yb  = 2ub(N.  818.)  6c  In=  aVw  ; donc  Y b 
= In,  6c  à caufe  des  triangles  égaux  6c  femblables  gOu,  GOV 
l’angle  guO  eft  égal  à fon  alterne  GVO,  6c  les  tangentes  font 
paralelles. 

Et  on  prouvera  de  la  même  façon  que  les  tangentes  menées 
aux  extrémités  d’un  pr«niier  diamètre  des  hyperboles  conjuguées 
& terminées  entre  les  afymptotes , font  égales  6c  paralelles. 

828.  Proposition  CLXVI.  Un  premier  diamètre  VP  des  hy- 
perboles oppofées  J Fig  y I y . ) étant  donné  avec  fes  deux  tangentes 
iVN,  IG  iermineeriamwÊ-^^tnf>tnt.e  ^ (fjc  gy  f,  de  tun  des  points 
eT  attouchement  P on  mene  deux  droites  PS,  P A pârAUttes  aux  afymp- 
totes, & qui  fe  terminent  aux  hyperboles  conjuguées,  ces  deux  lignes 
feront  coupées  chacune  en  deux  également  par  les  ajÿmptotes  aux  points 

H,  E. 

Dans  l’hyperbole  B le  rcflangic  PH  x HO  eft  égal  à fa  puif- 
lance  (N.  812.)  6c  par  la  même  raifon  dans  l’hyperbole  G le 
rectangle  SH  x HO  eft  égal  à fa  puiflance  i or  les  puiflances  de 
ces  deux  liyperboles  font  égales  ( N.  823.  ) donc  PHx  HO 
3=  SH  X HO  ; 6c  par  conféquent  à caufe  de  la  hauteur  commune 
HO  , nous  aurons  PH  = SH. 

C c c c iij 
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On  démontrera  de  la  même  façon  que  PX  eft  divifé  en  deux 
également  en 

82p.  COROILAIRE  !*'■.  Pofattt  les  mêmes  chofes,fi  du  point  S 
on  mene par  le  centre  le  diamètre  SX , ce  diamètre  ejl  ègal& paralelle 
à fune  ou  f autre  des  tangentes  YN , IG  du  diamètre  PV.  A caufe 
de  la  tangente  YN  divifée  en  deux  également  en  P ( M 818.  ) 
& de  PH  paralelle  à ON , nous  avons  dans  le  triangle  YON  la 
bafe  ON  double  de  HPj  de  même  que  YN  eft  double  de  YP; 
or  HS  = HP  {N.  828.)  doncSP  = 2HP  = ON,  & par  confé- 
quent  à caufe  que  SP  eft  paralelle  à ON  , nous  aurons  SO  égal 
& paralelle  à PN  & le  double  de  SO,  c’eft-à-dire  le  diamètre  SX 
égal  au  double  de  PN,  c’eft-à-dire  à la  tangente  YN. 

Nota,  Toute  tangente  YN  comprife  entre  les  afymptotes  eft 
égale  & paralelle  au  diamètre  conjugué  SX  de  fon  diamètre  PV. 

8jo.  Corollaire  II.  Pofant  encore  les  mimes  chofes  , fi  par  les 
extrémités  des  tangentes  YN,  IÇ  on  mene  les  droites  YG,  NI,  ces 
droites  feront  chacune  égale  & paralelle  au  diamètre  YP  ^ eir  elles 
toucheront  les  hyperboles  conjuguées  aux  extrémités  S,X  du  diamètre 
SX.  Elles  feront  égales  & paralelles  chacune  au  diamètre  VP; 
cela  eft  évident,  à caufe  que  les  tangentes  YN,  GI  font  para- 
lelles & égales  entr’elles  & au  diamètre  SX,  6c  que  de  plus  ces 
tangentes  âc  le  diamètre  font  coupées  en  deux  également  par  le 
diamètre  VP.  D’autre  côté,  les  mêmes  droites  YG,  NI  feront 
tangentes  en  S & X,  car  il  eft  clair  qu’elles  pafteront  par  ces 
points  6c  qu’elles  y feront  coupées  en  deux  également,  a caufe 
que  le  diamètre  SX  eft  également  éloigné  des  deux  tangentes 
YN,  IG}  or  elles  ne  peuvent  être  coupées  en  deux  également 
en  S 6c  X fans  être  tangentes  en  ces  points  ; car  fi  elles  coupoient 
les  hyperboles  en  deux  points,  elles auroient  chacune  une  partie 
en  dedans  des  courbes,  6t  deux  parties  entre  la  courbe  6c  les 
afymptotes  qui  feroient  égaies  entr  elles , ce  qui  empêcheroit  que 
l’une  des  panies  comprile  entre  la  courbe  6c  les  afymptotes  ne 
fût  égale  aux  deux  autres  ; donc  il  faut  nécelTaixement  que  ces 
droites  YG,  NI  foient  tangentes  en  S 6c  X. 

851.  Defisition.  Lorfque  deux  diamètres  VP,  SX  (Fig, 

J ly.  ) font  réciproquement  paralelles  à leurs  tangentes , c’eft-à- 
dire  le  diamètre  V P paralelle  aux  tangentes  YG,  NI  du  diamètre 
SX,  6c  le  diamètre  SX  paralelles  aux  tangentes  YN,  IG  du  dia- 
mètre PV  ; CCS  deux  diamètres  fe  nomment  Diamètres  conju- 
gués. 
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8 j2.  Corollaire  III.  Le  paralellogramme  de  deux  diamètres 
conjugués  auelconaues  VP , SX  ( Fig.  y 1 5.  ) cefi-à-dhe  le  paralello- 
gramme  ïNIG  fait  par  leurs  tangentes , efl  égal  au  reilangle  des 
deux  axes , cejl-à-dire  au  reélangle  HTRQ  fait  par  les  tangentes 
de  ces  axes.  Le  triangle  ONY  fait  par  la  tangente  YN  du  diamètre 
PV  avec  les  afymptotes , eft  égal  au  triangle  QOR  fait  avec  les 
mêmes  afymptotes  par  la  tangente  QR  de  l’axe  AB  { M 8ip.  ) 
or  le  triangle  OU  Y eft  le  quart  du  paralellogramme  YNIG,  6c 
le  triangle  QOR  eft  le  quart  du  rcdangle  HTRQ  j donc  le  pa« 
ralellogramme  6:  le  reélangle  font  égaux. 

833.  Corollaire  IV.  Tous  tes paralellogrammes  des  diamètres 
conjugués  font  égaux  entreux.  Ils  font  égaux  chacun  au  reâangle 
des  axes.  Donc,  6cc. 

834.  Corollaire  V.  La  différence  des  quarrés  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  ejl  égale  à la  différence  des  quarrés  des  deux  axes 
de  t hyperbole. 

Soit  un  demi-diamétre  quelconque  OR  [Fig.  y 17.)  le  demi 
premier  axe  OB , ôc  la  tangente  PQ  au  fommet  B,  laquelle  eft 
égale  au  fécond  axe  (A^.  801.)  ainfi  QB  fera  la  moitié  de  ce  fé- 
cond axe.  Je  mene  en  R la  tangente  YN,  laquelle  eft  égale  au 
diamètre  conjugué  du  demi-diamétre  RO  ( M 82p.)  ôc  partant 
iYR  eft  la  moitié  de  ce  diamètre  conjugué.  Je  mene  par  les 

{)oints  R , B , P , N des  droites  RS , BV,  PM,  NH  perpendicu- 
aires  à l’afymptote  OY.  Le  quatre  de  OR  eft  donc  égal  au 
quarré  de  OS,  plus  le  quarré  de  RS  à caufe  du  triangle  reâangle 
OSR , 6c  par  la  même  raifon  le  quarré  de  YR  eft  égal  au  c^uarré 
de  YS , plus  le  quarré  de  SR,  6c  retranchant  de  part  6c  d autre 
le  quarré  de  SR , la  différence  des  quarrés  des  demi-diamétre» 

conjugués  , OR  ll  inOmi.  g.,/.  SO , 

lYS.  Or  à caufe  de  YN  divifé  en  deux  également  en  R ( M 8t8.  ) 
&;  de  SR  paralelle  à NH,  nous  avons  YS=SH;  donc  la  diffé- 
rence des  quarrés  SO.  YS  eft  la  même  que  celle  des  quarrés  SO. 
SH  ; mais  SO  =»  OH -4- 2OH x SH  -4-  SH  (N.  140.)  donc  la 

'différence  des  quarrés  SO , SH  eft  OH-f-aSH  x OH , ou  OH 
-4-YHxOH,  ou  enfin  YOxOH,  6c  cette  différence  eft  la 
même  que  ceHe  des  quarrés  des  demi-diamétres  conjugués  OR, 
YR. 
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De  même  nous  avons  OB  = OV  -4-VB  à caufe  du  triangle 
reftangle  OVB,  & QB  = QV  -j-  VB  à caufe  du  triangle  rec- 
tangle QVB,  ôc  retranchant  de  part  & d’autre  le  quarré  VB,la 
différence  des  quarrés  OB,  QB  du  premier  axe  & du  demi  fé- 
cond axe,  fera  la  môme  que  celle  des  quarrés  QV,  VO;  or  à 
caufe  de  QP  divifé  en  deux  également  en  B & des  paralelles  BV , 

PM  nous  avons  QV  = VM;  donc  la  différence  desquarés  QV, 

VO  eft  la  même  que  celle  des  quarrés  VM,  VOi  mais  VO 

= MO  •+■  aVMxMO-hVM  ; donc  la  différence  des  quarrés 

eft  aVM  X MO  -H  ÎVÏO,  ou  MQx  MO-f-jvïO,  ou 
enfin  OQxMO,  6c  cette  différence  eft  la  même  que  celle  des 

quarrés  OB , BQ  des  deux  demi-axes. 

Il  refte  donc  à faire  voir  que  la  différence  YO  x OH  des 

quarrés  OR,  RY  des  deux  demi-diamétres  conjugués  eft  égale 

■ » i » 

à la  différence  OQxMO  des  quarrés  OB , BQ  des  demi-axes^ 
les  triangles  femblables  OHN , OMP  donnent  OH.  HN  ::  OM. 
MP  i donc  en  multipliant  les  deux  premiers  termes  par  OY; 
& les  deux  autres  par  QO,  nous  aurons  OHxOY.  HN  x OY 
::  QOxOM.  QOxMP,  ou  OHxOY.  QOxOM  ::  HN 
X OY.  QOxMF;or  HNxOY  eft  double  du  rriangle  YON; 
à caufe  que  HN  eft  la  perpendiculaire  menée  de  fon  fommet  N 
fur  la  bafe  OY,  ôc  par  la  même  raifon  QOxMP  eft  double  du 
triangle  QOP,  ôc  ces  deux  triangles  font  en  même  raifon  que 
leurs  doubles;  donc  OHxOY  QOxOM  : : YON.  QOP» 
mais  YON  = QOP  (A^.8ip.)donc  OIIx_OY  = QO  x OM, 

c’eft-à-dire  la  différence  des  quarrés  OR , RY  des  deux  demi- 

diamétres  conjugués  eft  la  même  que  celle  des  quarrés  OB,’ 
■ » 

QB  des  deux  demi-axes,  Ôc  par  conféquent  la  différence  des 
quarrés  des  diamètres  conjugués  eft  la  même  que  celle  des 
quarrés  des  deux  axes. 

83  J.  Proposition  CLXVII.  Le  quarri  dune  ordonnée  quelcon- 
que RS  à un  diamètre  VP  ( Fig.  j 18.)  ejl  au  retlangle  PSxSV  de 
fin  abfeijfe  par  le  diamètre  prolongé  ju/qu  à t ordonnée  ycomm'e  le  quarri 

du 
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du  diamètre  EF  conjugué  du  diamètre  VP  ejl  au  quarrè  du  diamè^, 

les  afymptotes  & la  tangente  HL  au  fommet  P du 
diamètre  VP,  laquelle  tangente  eft  égale  au  diamètre  EF  {N.  829.) 
& ie  orolonee  l’ordonnée  RS  de  part  & d’autre  jufqu’aux  afymp- 
totes en  M & en  N.  Les  triangles  femblables  MSP  , HPO  don~ 

nent  MS.  HP.  SO.  PO;  donc  MS’.  HP  : : S(^Ô  ; doac  MS 

— "HP*.  HP  : : SO PO.  PO.  Or  à caufe  de  HP  ==  MRx  RN 

(A^Siy.  ) nous  avons  MS — HP  = MS  — MRxRN;ôcà 
caufe  de  MN  divifé  en  deux  également  en  S , 6c  en  deux  iné- 

galcment  en  R,  nous  avons  MS  — MRx  RN=RS»  donc  RS. 

HP.*  : CSO  — "PO.  PO.  ou  RS.  SO  — PÔ  : : HP.  PO.  Or  SO 

_‘^‘=SPxSV  [N.  148.)  donc  RS.  SPxSV  ::  HP,  ou 

Eo!  PO*  : : EF.  VP. 

835.  Corollaire.  Le  quarrè  d'une  ordonnée  RL  au  diamètre 

EF  conjugué  du  premier  diamètre  PV  ejl  au  quarrè  LO  ,p!us  le  quarrè 

EO  comme  le  quarrè  du  diamètre  PV  ejl  au  quatre  du  diamètre  EF. 
Ce  qui  fe  démontre  de  même  qu  a 1 égard  des  ordonnées  au 

fécond  axe  (A'.  77  J.)  . et  , r- 

837.  Définition.  Deux  diamètres  conjugués  PV , EP  ( /•/£. 
5 18.)  étant  donnés,  la  troifiéme  proportionnelle  au  premier  ôc 
au  fécond  eft  U^amèirj^A'i  premier,  6t  la  troifiéme  propor- 
tionnelle au  fécond  6c  au  premier  ell  le  paramètre  du  fécond. 

838.  Corollaire  II.  Le  quatre  dune  ordonnée  RS  à unpremier 

diamètre  VP,  ^ au  reSlangle  SPxSV  comme  le  paramétré  de  ce 
diamètre  ejl  au  iTTf^^^^i*~^-iMtrrr  fV*  ie  aiiarré  dune  ordonnée  au 

fécond  diamètre  EF  conjugué  de  VP  ejl  au  ^rré  L6 , plus  le  quarrè 

EO*.  comme  le  paramètre  de  ce  fécond  diamètre  ejl  à ce  fécond  diamè- 
tre. Ce  qui  fe  démontre  de  même  qu’à  1 égard  des  deux  axes 
(W;  771. 774-) 

830.  Proposition  CLXVIII.  Un  premier  diamètre  Py  (rig. 
y I p.  ) étant  donné  avec  fes  tangentes  PX , VL  & fon  diamètre  con- 
jugué EF , fi  Fon  mene  dun  point  quelconque  pris  pn  la  courbe  une 
Vdonnèe  MR  diamètreF< &lne  tangente  MX  .laquelle  cou- 
pera les  tangentes  LV , PX  eSr  le  diamètre  conjugue  ‘ * 

Tome  I.  ^ 
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Que  la  droite  PR , c’eft-à-dire  le  diamètre  VP  prolongé  jufeiiià 
fôrdonnee,  ejl  divifè  harmoniquement  aux  points  P,  S,  V.  2°.  Oue 
le  rectangle  MRxOH  de  f ordonnée  MR  par  la  partie  OH  dulita- 

m'tre  conjugué  que  la  tan^te  MX  coupe  ejl  égal  auqttarré  OF  de  la 
moitié  de  f axe  conjugué  EF.  3°.  jJtte  le  reil angle  LV  x PX  des  par- 
ties LV , PX  des  tangentes  du  diamètre  P V que  la  tangente  MX 

coupe  ejl  encore  égal  au  quarré  OF  de  la  moitié  de  taxe  conjugué. 

A caufe  que  Fordonridc  MR  eft  menée  du  point  d’attouche- 
ment M , nous  avons  OR.  OV  : : OV.  OS  ; or  la  ligne  OP  ajou- 
tée à la  droite  OR  eft  égale  à la  moyenne  proportionnelle  OV. 
Donc  nous  avons  RV.  VS  : : RP.  PS.  {N.  yys.  ) ce  qu’il  fal- 
loir, 1°.  démontrer. 

Et  il  faut  obferver  qu’on  a aufti  RV.  RS  : : RO.  RP,  comme 
il  a été  obfervé  dans  l’endroit  que  je  viens  de  citer  (M  7 jj.  ) 

Les  triangles  femblables  MSR,  HSO  donnent  SR.  SO  : : MR. 
OH,  & multipliant  les  deux  premiers  termes  par  OR,  & les 

deux  autres  par  MR,  nous  aurons  SRxOR.  SOxOR  : : MR. 
OH  X MRî  or  à caufe  de  RV.  RS  : : RO.  RP,  nous  avons  SR 
X OR  = RV  X RP,  ôc  à caufe  de  : : OR.  OV.  OS , nous  avons 

ORxOS=Ôv‘;  donc  RVxRP.  Ôv‘::  MR.OHxMR,  ou 
MR.  RV  X RP  : : OH  x MR.  OV  i mais  par  la  propriété  de  l’hy- 
perbole nous  avons  MR.  RV  x RP  ::  OF.  OV  (A^.  85  5.)  donc 
OH  X MR.  OV  : : OF.  OV , & par  conféquent  OH  x MR 

= OF , ce  qu’il  falloir  2®.  démontrer. 

A caufe  de  : : OR.  OV.  OS , nous  avons  OR  — OV . OV 
: : OV  — OS.  OS,  c’eft-à-dire  RV.  SV  ; ; OV  ou  OP.  OSj 
donc  RV-4-SV.  SV  ;;  OP-+-OS.  OS.  c’eft-à-dire  SR.  SV 
: : PS.  OS  ; mais  à caufe  des  triangles  femblables  MSR , LSV , 
nous  avons  SR.  SV  ::  MR.  LV,  6c  à caufe  des  triangles  fem- 
blables PSX,  OSH,  nous  avons  PS.  OS  ::  PX.  OH;  donc 
MR.  LV  : : PX.  OH,  d’où  je  tire  MR  x OH  :^V  x PX  ; 

mais  MRxOH=OF;  donc  auflî  LVxPX  = OF,  ce  quil 
falloir  3°.  démontrer. 

840.  Proposition  CLXIX.  Une  jjtf  TPM  ( Fig.  y 20.  ) 
étant  donnée,  ji  ton  décrit  autour  du  premier  axe  AB  un  cercle 
ARBH,  & que  des  points  R,  H m /â  tangente  TM  coupe  le  cercle  f 
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on  êleve  des  perpendiculaires  IZ,  HX  fur  cette  tangente,  ces  per- 
pendiculaires pajjeront  par  les  foyers  X , Z hyperboles  oppojies. 

Les  parties  IR>LH  des  perpendiculaires  IZ,HX  font  deux  cor- 
des du  cercle  égales  ôc  partant  également  éloignées  du  centre  O 
(A'.2(Ty.)c’eft  pourquoi  fi  du  centre  O , je  mene  la  droite  FV  per- 
pendiculaire fur  ces  cordes, j’auraiFO=OV;ainfi  les  triangles  rec- 
tangles OVX , OFZ  étant  femblables  & égaux , j’ai  FZ  = VX , 
& retranchant  d’une  part  FR  moitié  de  la  corde  IR , ôc  de  l’autre 
.VL  moitié  de  la  corde  HL , j’ai  RZ  = LX.  Cela  pofé, 

Je  mene  en  A ôc  B les  tangentes  AM , BN  qui  coupent  en  M 
ôc  N la  tangente  TM;  les  triangles  reûangles  PHX,  PAMfont 
femblables  à caufe  de  l’angle  aigu  HPX  qui  leur  eft  commun  ; 
donc  PH.  HX  ::  PA.  AM; de  même  à caufe  des  triangles  fem- 
blables PRZ,  PBN,  nous  avons  PR.  RZ  : : PB.  BN;  donc 
en  multipliant  ces  deux  proportions  l’une  par  l’autre , nous 
avons  PH  x PR.  HXxRZ  : : PA  x PB.  AMx  BN  ; mais  à caufe 
que  les  cordes  AB , RH  fe  coupent  en  P , nous  avons  PH  x PR 
= PAxPB(A^.  27p.)  donc  HXxRZ=AMx  BN;  or  AM 

x BN  = OD  ( N.  83p.  ) donc  HX  x RZ  = OD , ôc  à caufe  que 

RZ=XL,  nous  aurons  HX  X LX=  OD  ; mais  XH,XB  étant 
fecantes  du  cercle,  donnent  XA  x XB  = HX  x XL  ( A''.  273,) 

donc  XAxXB  = OD;  donc  le  point  X eft  l’un  des  foyers, 
( N.  784.  ) de  même  à caufe  de  IZ  = HX  & de  RZ  = XL  . 

nous  avons  IZ  x Zft-».HX  x LX  = OD  ; or  les  fecantes  ZI , 

ZA  donnent  ZB  x ZA  = IZ  x ZR  ; donc  ZB  x Z A = OD  , 
ôc  par  conféquent  le  point  Z eft  l’autre  foyer  ( N.  784.  ) 

841.  CorollTTiw.J£[.  Si  J" un  point  efuelcontjue  T pris  Jur  tune 

des  hyperboles  oppofées  { 1 ig  | 1 1 j iiii~TTTTni  TM , tir 

des  droites  TZ,  "TX  aux  deux  j^oyers , les  angles  ZTM,  XTM 
faits  par  ces  deux  droites  dr  la  tangente  TM  font  égaux.  Je  mene 
l’ordonnée  TS  au  premier  axe  ôc  l’ordonnée  PE  dans  le  cercle; 
ainfi  à caufe  de  SO,  BO  : : BO.  PO  ( N.  777.  ) la  tangente  SE 
au  cercle  menée  du  point  S touchera  au  point  E ( A'.  292.  ) ôc 
comme  TS  eft  perpendiculaire  fur  AS  en  S , ôc  que  la  droite  TH 
qui  part  de  l’un  des  points  de  TS  paflTe  par  le  point  P,  où  l’ordon- 
née EP  du  cercle  menée  du  point  d’attouchement  coupe  Je 
diamètre  AB  de  ce  cercle,  il  s enfuit  que  cette  droite  TH  eft 

Dddd  ij 
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coupée  harmoniquement  en  R,  P ( A^.  302.)  & nous  avons  TR; 
RP  : : TH.  PH,  ou  TR.  TH  : : RP.  PH;  mais  en  menant  par 
les  points  R , H les  perpendiculaires  IZ,  XH  fur  TH,  les  trian- 
gles femblables  PRZ , PHX  donnent  RP.  PH  : : RZ.  HX  ; 
donc  TR.  TH  : : RZ.  HX,  d’où  il  fuit  que  les  deux  triangles 
rectangles  TRZ,  THX  font  femblables  à caufe  qu’ils  ont  les 
côtés  1 R , RZ  autour  de  l’angle  droit'  dans  le  premier  propor- 
tic^ncl  aux  côtés  TH,  HX  autour  de  l’angle  droit  dans  le  fé- 
cond, &c  par  conféquent  l’angle  ZTR  eft  égal  à l’angle  XTH. 

842.  Corollaire  II.  Pofant  les  mîmes  chofes , la  différence  des 
lignes  XT,  TZ  menées  des  deux  foyers  au  point  d attouchement  T, 
eft  égale  au  premier  axe  BA.  Je  mene  du  centre  O au  point  R la 
droite  OR,  laquelle  par  conféquent  e(l  égale  à la  moitié  du  pre- 
mier axe  AB  ; or  à caufe  des  angles  égaux  XTR,  ZTR  ( A''.  84.1.) 
& de  la  droite  TR  perpendiculaire  fur  ZI  par  la  conllruâion , 
les  triangles  reûanglcs  rTR,  ZTR  qui  ont  la  hauteur  commune 
TR  font  égaux,  ôc  nous  avons  FR  = RZ,  ôc  TZ  =TF ; ainfi 
XF  eft  la  différence  des  deux  lignes  XT,  TZ  menées  du  point 
T aux  foyers  ; or  à caufe  de  XZ  divifé  en  deux  également  en  O, 
& de  FZ  divifé  en  deux  également  en  R , les  triangles  fem- 
blablcs  ZFX , ZRO  donnent  FX  double  de  RO  ; donc  FX 
==2R0  = AB. 

843.  Proposition  CL.yP%..  De  tous  les  premiers  diamètres 
d'une  hyperbole  ou  de  deux  hyperboles  oppofées  ( Fig.  y 22.  ) menés  dé  un 
même  coté  BS  de  t une  des  hyperboles , le  plus  petit  efl  te  premier  axe 
AB,  elr  les  autres  font  d’autant  plus  grands  qu'ils  s'éloignettt  davan- 
tage de  celui-ci.  Et  de  tous  les  féconds  diamètres , le  plus  petit  efl  le 
fécond  axe  CD , & les  autres  font  dt  autant  plus  grands  qu'ils  font  plus 
éloignés  du  fécond  axe. 

Je  mene  dans  l’hyperbole  B pluffeurs  ordonnées  TM , SN  au 
premier  axe,  & de  leurs  extrémités  T,  S , je  mene  des  diamè- 
tres TP , SR  ; dans  le  triangle  reôlangle  OTM , nous  avons 

QT=0M-+-TM,  fie  le  triangle  reQangle  OSN  donne  OS 

=ON-f-SN  ; or,  ON  eft  plus  grand  que  OM , à caufe  que  l’or- 
donnée SN  eft  plus  éloignée  du  centre  O que  l’ordonnée  TM, 

& SN  eft  plus  grand  que  TM  par  la  même  raifon.  Donc 

ON-j-SN  eft  plus  grand  que  OM+TM,  & partant  OS  eft  plus 
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grand  que  OT , & OS  plus  grand  que  OT  5 ainfi  2OS  ou  SR 
eft  plus  grand  que  2OT  ou  TP , c’eft-à-dire  le  diamètre  SR  plus 
éloigné  du  premier  axe , ou  qui  fait  avec  cet  axe  un  angle  plus 
grand,  eft  plus  grand  que  le  diamètre  TP  qui  fait  un  angle  moin- 
dre avec  le  premier  axe  ; & il  eft  vifible  que  AB  doit  être  le  moin- 
dre de  tous  les  premiers  diamètres  ; car  le  fommet  B de  l’hyper- 
bole étant  plus  proche  du  centre  O , que  tous  les  autres  points  de 
la  courbe , la  droite  OB  eft  plus  courte  que  la  droite  OT , ôt  pat 
conféquent  AB  eft  plus  petit  que  TP. 

Et  la  même  choie  fe  démontrera  à Pégard  des  féconds  diamè- 
t«s  CD,  LV  , QX,  en  décrivant  les  hyperboles  conjuguées. 

844.  Proposition  CLXXI.  Si  du  centre  O (Fig.  yaj.  ),  eir 
avec  un  rayon  OH  plus  grand  que  le  demi-premier  axe  OB , on  décrit 
un  cercle  HMPRTV  , la  circonférence  de  ce  cercle  ne  coupera [ hyper- 
bole qu'en  quatre  points  M,R,T,V;C^/*/'o»  joint  ces  quatre  points 
par  des  droites  MR,  RT,  TV , VM,  deux  de  ces  droit esTK,  VM 
feront  des  doubles  ordonnées  au  premier  axe  égales  éntr  elles , dr  les 
deux  autres  MR , T V feront  des  doubles  ordonnées  au  Jecond  axe  éga- 
les entr' elles. 

iMl  eft  évident  que  la  circonférence  du  cercle  doit  couper 
l’hyperbole  en  quatre  points , car  l’extrémité  H du  rayon  OH  ne 
peut  décrire  le  quarr  de  circonférence  HP  fans  couper  la  demi- 
hyperbole  BZ  tout  au  moins  en  un  point  M , 6c  la  meme  chofe 
doit  arriver  à l’égard  des  autres  demi-hyperboles  AR,  AT , VB. 
a®.  Le  point  H en  décrivant  lë'quart  de  la  circonférence  HP  , 
ne  peut  couper  la  demi -hyperbole  BZ  qu’en  un  point  M,  car 
s’il  le  coupoit  en  deux  points , menant  de  ces  deux  points  des 
droites  au  cemre-Q^J^quelles  feroient  égales , puifqu’elles  fe- 

roient  rayons  du  iiiriniTTir  1i  , 1 m ili  m ih  n ili  i 

demi-diamétres  de  l’hyperbole , ôc  par  conféquent  les  doubles 
de  ces  droites,  c’eft-à-dire  les  deux  diamètres  feroient  égaux; 
d’où  il  s’enfuivroit  que  d’un  même  côté  BMZ  de  l’hyperbole  , 
on  pourroit  mener  deux  diamètres  égaux  , ce  qui  eft  impoftible , 
( N.  84Î.).  3®.  Du  point  M,  où  le  quart  de  cercle  HP  coupe  la 
demi-hyperbole , je  mene  dans  le  cercle  une  corde  paralelle  au 
premier  axe , cette  corde  fera  donc  perpendiculaire  furie  fécond 
axe , 6c  par^onféquent  elle  fera  coupée  en  deux  également  en 
Q , à caufe  que  ce  fécond  axé  pafle  par  le  centre  O ; or , la  dou- 
ble ordonnée  au  fécond  axe  menée  du  point  M , eft  aufti  coupée 
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en  deux  également  en  Q ; donc  la  corde  du  cercle  & la  doublé 
ordonnée  font  égales , 6c  par  conféquent  le  point  R où  la  corde 
coupe  le  cercle,  eft  le  même  que  celui  où  le  cercle  coupe  la 
demi-hyperbole  AR  ; on  prouvera  de  même  que  la  corde  menée 
du  point  R paralellement  au  fécond  axe , eft  égale  à la  double 
ordonnée  TR  menée  du  point  R au  premier  axe  , que  la  corde 
menée  du  point  T paralellement  au  premier  axe  , eft  égale  a la 
double  ordonnée  TV  au  petit  axe  menée  du  même  point;  Ôc  en- 
fin , que  la  corde  menée  du  point  V paralellement  au  fécond  axe , 

épale  à la  double  ordonnée  au  premier  axe  menée  du  même 
poin^  V ; donc  à caufe  des  paralefles  TV , RM,  ôc  TR , VM, 
les  deux  doubles  ordonnées  TR,  VM  au  premier  axe  font  éga- 
les , 6c  les  deux  doubles  ordonnées  RM, TV  au  fécond  axe,  le 

84c.  Proposition  CLXXII.  Si  tonprenâ  fur  U demt-fecond 
axe  OD  prolon^é.sille faut  ( Fig.î24.  ) , la  partie  O?  égale  au  demi- 
premier  axe  OB  ; & qu’on  porte  enfuite  la  diftance  PB  fur  le  dmt- 
premier  axe  prolongé  de  O en  Y,  t ordonnée  TV  menée  du  point  V au 
premier  axe  fera  égale  à la  moitié  CO,  ou  OD  du  fécond  axe,  > _ 

Dans  le  triangle  reftangle  ifofcele  POB  , nous  avons  PB 
_JÔB+ÔP=aOB , 6c  par  conféquent  OV=aOB  P^t  la 
propriété  de  la  courbe,  nous  avons  TV.  VBxVA  ou  VQ— 

;;  c5‘.  “ëB,  ÔBUaÔB— OB=OB*;  donc  TV.  OB 

::ëÔ*.  OB , 8c  par  conféquent  TV==CO^  ôc  TV==CO. 

845.  PROBLEME.  Une  hyperbole  XBZ  ( Fig.  •)  étant  donnée, 
trouver  fes  deux  axes , fes  foyers , fes  afymptotes , drc.- 

Je  mené  pluficurs  lignes  paralclles  MB , NR , ôcc.  termin  es 
de  part  6c  d’autre  à la  courbe,  je  les  divife  chacune  en  deux  ga- 
iement , ôc  pat  les  points  de  divifion , je  fais  palfer  une  »gn 
droite  TL,  laquelle  eft  un  diamètre.  Je  cherche  de  la 
çon  un  autre  diamètre  HV , ôc  le  point  O où  les  deux  diamètres 

fe  coupent , eft  le  centre  de  l’hyperbole. 

Du  centre  0 , 6c  avec  une  ouverture  de  compas  affez  granae 
pour  pouvoir  couper  l’hyperbole  , je  décris  un  arc  de  cerc  c , 
ôc  des  points  E,  I où  cet  arc  coupe  la  courbe,  je  mene  U droite 
El , laquelle  eft  une  double  ordonnée  au  oremiet  axe  ( • 
coupant  donc  cette  droite  El  en  deux  également  en  va , je  me 


Digitized  by  Gi?Ogl( 


DES  MATHEMATIQUES.  jgj 
du  centre  O la  droite  OG  qui  coupe  l’hyperbole  en  B , & par 
conféquent  la  droite  OB  eft  la  moitié  du  premier  axe. 

J’éleve  en  O la  droite  OS  égale  & perpendiculaire  à OB , & 
prenant  la  diftance  SB  & la  portant  de  O en  G , l’ordonnée  GI 
menée  du  point  G ell  égale  à la  moitié  OD  du  fécond  axe 
( A^.  84^.). 

Ayant  donc  porté  GI  de  O en  D , 6c  de  O en  C perpendicu- 
lairement fur  CD  pour  avoir  la  pofition  du  fécond  axe  CD  ; je 
mene  les  droites  CB,  DB  , 6c  les  divifant  chacune  en  deux  éga- 
lement aux  points  w.m,  je  mene  par  le  centre  0 , 6c  par  les 

f)oints  de  divifion  m , n , les  droites  indéfinies  Ornh , Onl  qui  font 
es  afymptotes  demandées  ( N.  802.  )• 

Enfin,  prenant  CB,  ou  DB,  6c  le  portant  fur  l’axe  prolongé 
de  part  6c  d’autre  de  O en  X , 6c  de  O en  x les  points  A , x font 
les  deux  foyers  (A'.  783.). 

847.  Problème.  Une  hyperbole  ou  deux  hyperboles  ovpofées  étant 
données  ( Fig.  y ad.  ) , trouver  un  premier  diamètre  qui  jaJJè  avec  fis 
ordonnées  un  angle  égal  à un  angle  donné  abc. 

Je  mene  les  afymptotes  OT , OV,  je  décris  un  cercle  MNL’ 
avec  un  rayon  quelconque,  6c  d’un  point  quelconque  M,  me- 
nant une  tangente  MZ  à ce  cercle  ; je  fais  en  M avec  la  tangente 
MZ  un  angle  ZML  égal  à l’angle  TOV  des  afymptotes.  Ainfi 
l’angle  ZML  efl  l’angle  du  fegment  MIL,  je  coupe  la  corde 
ML  en  deux  également  en  X,  6c  je  fais  dans  l’autre  fegment  un 
angle  MXN  égal  à l’angle  donné  abc.  Je  mene  les  cordes  MN, 
WL,  6c  je  porte  là  pfemkia  MN  fur  l’afymptote  OT  de  O en 
E,  6c  l’autre  NL  fut  l’afymptote  OV  de  O en  F ; je  mene  la 
droite  EF  , 6c  la  coupant  en  deux  également  en  R , je  mene  du 
centre  O la  dsaitftO]^  6c  fa  partie  OS  comprife  entre  le  centre 
O de  l’hyperbole  1 iiiVii  f«i«  !■  im'rir  fiu  difl***^**^ 

mandé.  Ce  que  je  prouve  ainfi. 

L’angle  du  fegment  ZML  vaut  la  moitié  de  l’arc  MIL  , or, 
l’angle  MNL  à la  circonférence  vaut  aufll  la  moitié  de  l’arc 
AIIL,  donc  MNL=ZML  ; mais  ZML=EOF  , donc  MNL 
=EOF , 6c  par^onféquent  les  deux  triangles  MNL  , EOF  font 
égaux,  à caufe  qu’ils  ont  les  côtés  MN  , NL  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  EO,OF,  ôc  l’angle  compris  MNL  égal  à 
- l’angle  compris  EOF.  Donc  l’angle  NML  eft  égal  à l’an^ 
OEF , 6c  le  côté  ML  égal  au  côté  EF , d’où  il  fuit  que  j-ML , 
ou  MX  eft  égal  à -jEF  ou  ER , 6c  que  par  conféquent  les  trian-< 
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gles  MXN , ERO  font  égaux  6c  femblables  à caufe  des  côtés 
MN,  MX  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  EO,  ER,  ôc  de 
l’angle  compris  NMX  égal  à l’angle  compris  OER;  donc  l’an- 
l’angle  NXM  eft  égal  à l’angle  ORE  ; or,  à caufe  de  EF  divifé 
en  deux  également  en  R , ôc  de  EP  = HE  (N.  8 1 j.  ) , nous 
avons  PR=RH  ; donc  la  ligne  OR  menée  du  centre  O eft  un 
diamètre  , puifqu’elle  coupe  PH  en  deux  également,  ôt  ce  dia- 
mètre fait  avec  fa  double  ordonnée  un  angle  ORP  égal  à l’an- 
gle MNX,  lequel  a été  fait  égal  à l’angle  demandé  aie. 

848.  Problème.  Un  diamètre  ou  un  demi-diamiire  OR  étant  donné 
( Fig.  J 27.  ) , trouver  fon  diamètre  conjugué. 

Je  mene  les  afymptotes  OX , O Y , ôc  la  tangente  PH  au  fom- 
mec  R du  diamètre  donné,  cette  tangente  eft  égale  au  diamètre 
conjugué  qu’on  demande  ( N.  82p.  ) , menant  donc  parle  cenrre 
O une  paralelle  à cette  tangente,  6c  faifant  OT=RH,  ôc  OL 
=PR , on  aura  la  pofition  de  ce  diamètre. 

84p.  Proposition  CLXXIII.  Si  du  pointT  prit  fur  tune  dei 
hyperboles  oppofées  ( Fig.  y 2 8 . ) , on  mene  une  droite  TP  à / autre  hy- 
perbole, les  parties  TS,  RP  de  cette  droite  comprifes  entre  les  courbes 
& les  afymptotes  font  égales. 

Par  les  points  T,  r , je  mene  entre  les  afymptotes  les  droites 
MN , HL  paralclles  au  fécond  axe  CD.  Les  triangles  femblables 
MTR , LPR  donnent  MT.  TR  : : LP.  PR , Ôc  à caufe  des  trian- 
gles femblables  TNS,  PHS,  nous  avons TN.  TS  ::  PH.  PS; 
donc  en  multipliant  les  termes  de  ces  deux  proportions  les  uns 
par  les  autres,  nous  aurons  MT  x TN.  TRxTS  ::  LPxPH. 
rRxPS,  mais  MTxTN=LPxPH,  à caufe  que  ces  deux  rec- 
tangles font  égaux  au  quarré  de  la  moitié  CD  du  fécond  axe 
(MSoy.);  doncTRxTS=PRxPS,  ôc  partantTR.  PR  ::  PS.TS  ; 
donc  en  compofanr  TR-t-PR.  PR  ;;  rS-l-TS.  TS,  ou  TP.  PR 

TP.  TS  , ôc  par  conféquent  PR=TS. 

8 yo.  Corollaire  I".  Si  entre  deux  hyperboles  oppofées  (Fig.  yap.)  j 

on  mene  plujieurs  lignes  TP , HL , ôcc.  paralelles  entr  elles  & au  pre-  | 

mier  axe  , ou  à un  premier  diamètre  EF  , les  r cingles  TSxSP  , 
HZxZL , des  parties  TS , HZ  de  ces  droites  compnfes  entre  F une  des 
courbes,  & la  plus  prochaine  afymptote  multipliées  par  les  reftes  SP,  ZL 
de  ces  lignes  font  égaux  entr  eux  au  quarré  de  la  moitié  OE  du 
diamètre,  auquel  ces  lignes font  paralelles. 

Par  les  extrémités  T , P , H , L des  lignes  TP , HL , je  mene  1 
entre  les  afymptotes  des  droites  MN , mn , XV  , xu  paralelles  au 
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fécond  axe.  Les  triangles  femblables  NTS  , VHZ  donnent  TN. 
TS  ::  HV.  HZ,  & à caufe  des  triangles  femblables  MTR,  XHr, 
nous  avons  MT.  TR  ::  XH.  Hr;  donc  en  multipliant  ces  deux 
• proportions  l’une  par  l’autre  , nouî  aurons  TNxMl’.  TSxTR  : : 

HVxXH.  HZxHr;  or,  TNxMT=HVxXH  ( A'.  8 17.)  ; donc 
TSxTR=HZxHr,  mais  à caufe  de  PR=ST,  & de  Lr— HZ 
( N.  849.  ) , nous  avons  TR=PS  , & LZ=Hr  ; donc  TSxTR 
=TS  X PS , & HZ  X Hr=  HZx  LZ,  & partant  les  rcdangles 
TSxPS,  HZxLZ  font  égaux  entr’eux,  & comme  à mefure  que 
les  lignes  TP,  HL  font  plus  proches  du  diamètre  EF,  leurs  pat' 
tiesZr,  RS,  &c.  comprifes  entre  les  alymptotes  diminuent  de 
plus  en  plus;  il  eft évident  que  lorfque  cette  partie  difparoîtra, 
on  aura  EOxOF=TSxPS=HZxLZ. 

848.  Corollaire  II.  Les  droitesTŸ  , HL'  menées  farahlUment 
à un  premier  diamètre  EF  Jont  coupées  chacune  en  deux  également  par 
le  diamètre  conjugué  de  ce  diamètre. 

Le  diamètre  conjugué  de  EF  , c’eft-à-dire  la  droite  pq  eft  un 
premier  diamètre  de  l’hyperbole  conjuguée  Gg , 6c  les  ordonnées 
Ggjôcc.  de  ce  diamètre  font  paralelles  au  diamètre  EF,  ôc  par 
confèquent  aux  droites  TP,  ôcc.  prolongeant  donc  jufqu’aux 
afymptotes  la  droite  ab  fera  encore  divifee  en  deux  également  de 
même  que  Gg  l’eft  par  fon  diamètre m , 6c  cela  à caufe  de  aG—bg,  < 
Or  les  triangles  Qba',  ORS  font  femblables  , 6c  le  diamètre  pq 
qui  palTe  par  leur  fommet  O divife  en  deux  également  la  bafe  ba 
du  triangle  Oba,  donc  le  même  diamètre  coupe  aulfi  en  deux 
également  etv*Ja.hafe  R S du  triangle  ORS.  Ainfi  ajoutant  à R/ 
la  partie  RP  , 6c  à la  droitêTlS , la  partie  ST  égale  à RP,  nous 
aurons  Tr=rP  , 6c  partant  la  droite  TP  eft  diviféc  en  deux  égale- 
ment en  t parle  diamètre  pq  conjugué  du  diamètre  EF , 6c  ainfi 
des  autres. 

849.  P R O B L E M tTnêr  a] y mpt  Ote  s ÿr;LiV^  (Fig.  fy<sr)'lrant 
données , & un  point  K de  f une  des  hyperboles  oppofees , décrire  f hy- 
perbole. 

Je  divife  l’angle  YOL  des  afymptotes  en  deux  également  par 
la  droite  OS,  6c  cette  droite  eft  dans  la  pofition  du  premier  axe. 

Je  mene  par  le  point  donné  R une  droite  RX  paralelle  à OS 
julqu’à  ce  qu’elle  rencontre  l’afymptote  LV  en  X , 6c  alors  je  la 
prolonge  jufqu’à  ce  que  XT  foit  égal  à NRiainfi  j’ai  RXxXT 
égal  au  quarré  de  la  moitié  du  premier  axe  (AI.  8yo.  ) > car  il  eft 
ydible  que  le  point  T doit  être  un  point  de  l’hyperbole  oppoféc 
Tome  I,  E e e e 
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à celle  qu’on  me  demande  , c’eft  pourquoi  prenant  une  moyens 
ne  proportionnelle  entre  RX  ôc  XT  , & la  portant  fur  OS  de  O 
en  B & de  O en  A ; i’ai  le  premier  axe  AB.  Par  Je  point  donné 
R je  mené  entre  les  afymptotes  la  droite  HM  perpendiculaire 
au  premier  axe,  & j’ai  HRxRM  égal  au  quarré  de  la  moitié  du 
fécond  axe  ( A'.  8o  j.  ),  car  ce  fécond  axe  doit  être  paralelle  à HM; 
Prenant  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  HR , ôcRM, 
& l’élevant  perpendiculairement  de  part  & d’autre  du  grand  axe 
au  centre  O ; j’ai  le  fécond  axe  CD  , 6c  les  deux  axes  étant  trou- 
yéb  , je  décris  l’hyperbole,  comme  il  a été  enfeigne  ci-deflus. 

Après  avoir  rrouvé  le  premier  axe  AB  on  pourroit  encore  plus 
aifément  trouver  le  fécond  CD  , en  menant  par  le  fommet  B la 
tangente  PQ,  laquelle  eft  égale  au  fécond  axe(  M Soi.);  c’eft 
pourquoi  fi  par  le  milieu  O du  premier  axe  AB  , on  mene  une 
droite  CD  perpendiculaire  fur  AB  , 6c  qu’on  prenne  fur  cette 
perpendiculaire  la  partie  OC  égale  a PB  , 6c  la  patrie  OD  égale 
a BQ , on  aura  le  lecond  axe  CD  dans  fa  pofitiom 


Fin  du  premier  Tome. 


Dtgi'ized  by  Google 


609451 


yS7 


T A B L E 

DES  CHAPIT  RE  S 

ET  DES  TITRES 

CONTENUS  DANS  CE  PREMIER  VOLUME. 


LIVRE  PREMIER, 

Contenant  les  Elemens  de  l' Arithmétique  & de  t Algèbre. 


Chap 


. I.  T^\  Ef  I N IT  ION  s & Principes. 
K ^ Axiome. 


Page  1 


Chap.  II.  Contenant  f explication  des  quatre  premières  Régies  d"  Ari- 
thmétique. Addition  fimple.  ibid. 

Addition  cotfspqféet  •"  ' 7 

Souftraêlion  fimple.  9 

SoufiraStion  compofce.  i o 

'Multiplication  fimple.  I2 

Divifion  fimple.'^  

Chap.  III.  Des  Fra6lions.  ^ ao 

'Réduire  deux  ou  plufieurs  frallions  à un  mime  dénominateur.  22 
Réduire  un  entier  en  JraAion  dont  le  dénominateur  fait  donné.  2^ 

Réduire  en  entier  une  firaSlion  improprement  dite , ou  dont  te  numéra- 
teur eft  plus  grand  que  le  dénominateur.  ibid. 

Réduire  une  fraélion  aux  plus  petits  nombres  qui  puijjent  t exprimer. 

FSamluer  uneJraSîion.  2 6 

Ajmaer  enfemble  deux  ou  plufieurs  /raflions, 

Soujlratre  une  firaflion  dune  autre. 


£ e e e i j 


27 

28 


Digitized  by  Google 


588  TABLE  DES  CHAPITRES 

Multiplier  une  fialfion  par  un  autre. 

du 

Divijèr  une  fratUon  par  une  autre. 

ibid. 

Des  fraSliens  de  frathons. 

Ch  AP.  IV.  De  la  Multiplication  & de  la  Divijion  compofëe. 

ibid. 

De  la  Divijton  compojee. 

ChaP.  V.  De  tAlp^ebre. 

41 

Des fijl,nes  de  t Algèbre.  ^ 

42 

Des  grandeurs  complexes  & mcomplexes , pofittves  ^ négatives 

• 4? 

De  lÆitton  des  grandeurs  htcrales.  ; 

De  la  Soujtraclion  des  grandeurs  littérales.. 

De  la  Multiplication  des  grandeurs  littérales. 

4« 

De  la  Divijton  des  grandeurs  littérales. 

«O 

Des  FuiJJances  des  grandeurs  incomplexes. 

Des  fuijjances  des  grandeurs  complexes. 

Table  des  Fuiffances  d'un  Binôme. 

f7 

De  I Extrait  ion  des  Racines  des  grandeurs  littérales. 

60 

De  r Extrait  ion  de  la  racine  quarrée  des  grandeurs  numériques. 

De  PExtrailion  de  la  racine  quarrée  des  grandeurs  numériques  par 

approximation. 

7« 

De  r Extrailion  de  la  racine  cubique  des  quantités  numériques. 

7« 

De  i Extrailion  de  la  racine  cubique  des  grandeurs  numériques  par 

approximation. 

2z 

Du  calcul  des  grandeurs  radicales. 

Changer  une  grandeur  non  radicale  en  une  autre  qui  (oit  radicale 

dom  t expofant /oit  donné. 

87 

Tirer  une  grandeur  hors  du  Jîgne  radical. 

ibi^ 

Réduire  à un  meme  fi^ne  deux  ou  plufieurs  grandeurs  radicaJes  qui onf 

dijjirens  figneSu 

89 

'jljouter  les  grandeurs  radicales. 

90 

Sûujtr aires  les  grandeurs  radicales. 

pr 

Multiplier  les  grandeurs  radicales. 

ibid. 

Divifer  les  grandeurs  radicales. 

P 2 

Du  calcul  des  expofans. 

Du  calcul  des  expofans  des  puiffances  des  muhînomes. 

S>7 

Chap.  VI  De  f Analyfe. 

99 

Principes  ou  axiSmes. 

ibid.. 

De  la  nature  des  Problèmes , & de  la  façon  de  les  refondre  par  ty4na- 

TV- 

100; 

Maniéré  de  dégager  une  inconnue  qui  fe  trouve  feule  dans  une  équa-t 

tion. 

Digitized  by  Google 


ET  DES  TITRES.  j8p 

Exemples  des  Problèmes  déterminés . i o (î 

Des  Equations  compofées  qui  ne  contiennent  qu’une  inconnue.  1 1 j 
De  la  formation  des  Equation  compofées.  1 1 y 

De  la  refolution  des  Equations  du  fécond  degré.  1 18 

De  la  rifolution  des  Equations  du  troiftéme , quatrième  f cinquième 
degré,  &c.  12  J 

Ch  AP.  VII.  Des  raifons , proportions  progrejftons  yirithmétiques. 

De  la  maniéré  de  compter  les  Piles  de  Boulets.  14  j 

Chap.  VIII.  Des  Raifons , Proportions  & Progrejfions  Géométrie 
ques.  . >34 

De  la  proportion  inverfè.  • 162. 

De  la  Réglé  de  Trois  direlte.  ibid. 

De  la  Réglé  de  Trois  indireâle. 

De  la  Réglé  de  Compagnie  ou  de  Société.  ibid. 

De  la  Réglé  ài  Alliage. 

Des  progrejftons  Géométriques.  1 58 

Chap.  IX.  Des  Raifons  compofées.  174 

Des  Réglés  que  les  Arithméticiens  nomment  Réglés  de  cinq,  de  fept , 
deneufyérc.  180 

Chap.  X.  Des  Incommenfurahles.  182 

Chap.  XI.  Des  Logarithmes.  1 85 

LIVRE  SECOND. 

j^ui  contient  les  Elémens  de  la  Géométrie , Théorique  & Pratique  des 
lignes , des  Surfaces  V~tktS9Üiies,  ek  la  Trigonométrie,  des  Seélions 
Coniques  , du  Toife  de  la  Mafonnerie  & des  bois  , & du  Calcul 
des  rraSlions  décimales. 

Chap.  I.  Définitions  principes. 

Chap,  II.  Des  fnrmryit  ^ de^  lignes 

perpendiculaires  & des  lignes  parallèles.  202 

Chap.  III.  Des  Triangles  (tr  des  Figures  de plufteurs  cStés,  conftderés- 
par  rapport  à leurs  côtés  & à leurs  angles.  251 

Des  Figures  comprifes  (bus  plus  de  trois  côtés.  241 

Chap.  IV.  De  la  puiffance  Lignes.  24.P 

Chap.  V.  Des  raifons , proportions  & progrejftons  Géométriques  des 
Lignes.  . 2jp 

Chap.  VI.  Des  propriétés  du  Cercle.  2p5 

Propriétés  du  Cercle  , utiles  pour  [ intelligence  des  Sellions  Coniques. 

33-0 


Digitized  by  Google 


ypo  TABLE  DES  CHAPITRES, &a 
Ch  AP.  VII.  De  tinfcription  des  Polygones  réguliers  dans  un  cercle  ^ 
& de  leur  circonjcnption  autour  du  cercle.  341 

Ch  AP.  VII.  De  la  Trigonométrie , de  la  Longimétrie  & du  Nivelle- 


34(î 
3Î0 

ou  ^ui  ne  font  pas  reéîan- 
3î2 
3Î4 
350 

3<Î4 


ment. 

Ve  la  refolution  des  triangles  rectangles. 

De  la  rejblution  des  triangles  obltquangles  j 
gles. 

De  la  Longimétrie. 

Du  Nivellement. 

Table  des  haijjtmens  du  niveau  apparent. 

Chap.  IX.  De  la  Plammétrie  ou  Mefure  des  furf aces  planes , & de 
leur  rapport  entP elles.  3^^ 

Du  changement  des  figures  & de  leur  réduÛiott  de  grand  en  petit  & 
de  petit  en  grand. 

De  la  Géodefie  ou  divifion  des  Figures  fur  le  terreiii.  îî>o 

Des  figures  Ifopérimétres.  39^ 

Chap.  X.  De  la  Stéréométrie , ou  de  la  Mefure  des  Solides , de  leurs 
furfaces  & de  leurs  rapports.  Des  différentes  pojitions  des  lignes  à 
^ (égard  des  plans , & de  celles  des  plans  entreux.  4°^ 

De  la  mefure  des  folides  , dn  de  leurs  rapports.  4*4 

Du  changement  des  Jblides.  44Î 

Des  furfaces  des  folides. 

De  quelques  ufages  du  Compas  de  proportion  néceffaire  pour  l intelli- 
gence de  ce  qui  a été  dit  dans  le  cours  de  ce  Livre.  4J8 

Chap.  XL  _DuT»fi-d*  la  Maçonnerie  y & du  Toifés  des  bois.  4<îo 
Du  toi  fi  des  Bois  de  Charpente , de  Menuiferity  de  Cbaronnage  y &c. 

Des  Fraélions  décimales. 

Chap.  XII.  Des  Seaions  Coniques.  Définitions  & principes.  474 
De  la  parabole  conftderée  dans  un  plan  hors  du  cône.  47® 

De  t tlhpfe  conftderée  fur  un  plan  hors  du  rone.^ 

De  t hyperbole  conftderée  dans  un  plan  hors  du  cône.  S Jo 


Fin  de  U Table. 


Digilized  by  Googl 


I 


yiPPROBATIO  N. 


J Ai  lù  par  l’ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier,  Elément  des  pr'wci- 
D.iles  Eartiei  des  Mathématiques , & le  Traité  de  Perfpeéîive , par  M. 
l’Abbc  Deidier , & je  n’ai  rien  trouvé  qui  puifle  en  empêcher  l’imprellion. 
Fait  à Paris  le  ip  Juillet  1744. 

MONTCARVILLE. 


PRIVILEGE  DU  ROY. 

LOUIS,  par  la  grâce  de  Dieu , Roi  de  France  & de  Navarre  ; A nos 
amés  & féaux  Confeillers  , les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement , 
Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  Notre  Hôtel , Grand  Confcil,  Prévôt 
de  Paris , fiaillifs , Sénéchaux , leurs  Lieutenans  Civils  & autres  nos  JuAU 
ciers  qu’il  appartiendra  ; Salut.  Notre  bien-amé  Charles-Ant.  Jombebt, 
Libraire  à Paris,  & ordinaire  pour  notre  Artillerie  & pour  le  Génie , nous 
a fait  expofer  qu’il  defireroit  faire  imprimer  & donner  au  Public  plufieurs 
Ouvrages , qui  ont  pour  Titres  Elément  de  la  Guerre,  des  SUges  , &c.  con~ 
tenans  l’Artillerie , l’Attache  la  Défenfe  des  Places  , par  M.  le  1j  lond  j 
Principes  du  Syjléme  des  Petits  Tourbillons  de  Defcartet , par  l’ Abbe  D e- 
LAUNAY;  Géographie  Plnfique  ou  IntroduÛion  à la  CorwoijJ'ance  de  l’Uni- 
vers , par  S T K U Y C K , traduit  en  François  ; les  Elément  de  la  Pltvjiqiie- 
Alathématique , par  s’G  ravesande,  traduit  en  François  ; Dicitonnaire 
de  Mathématique  tJrWoLFius,  traduit  en  François  ; Cours  de  Mathéma- 
tique de 01.EJ.U  s jjraduit  en  Fra^ois_i  Maniéré  degtaoer  en  Taille- 
douce  ir  à l’Eau  Forte  , pâfAbrttftarnD  os  s E ; /w  Régies  du  Dtjfein  éT  du 
Lavis  I Traité  de  Pk'tjique  expérimentale  , traduit  de  V Atglois  de  Desagu- 
LlEBs  ; Elément  Generaux  des  Parties  des  A'iaihtmatiques  nerejf  tires  à l’Ar- 
tillerie is“  au  Génie,  par  M.  P Abbé  D E i D r E R j s’il  nous  plaiibit  lui  accor- 
der nos  Lettres  dê"PrS4léac  pour  ce  ncceflaire.  A ces  causes  , voulant 

favorablement  traiter  l’Expolant,  Nous  lui  f,  y«iiiwnon?  par 

ces  préfentes  de  foire  imprimer  lefdits  Ouvrages  ci-deffus  fpécifiés  en  un  ou 
plufieurs  volume  ,&  autant  de  fois  que  bon  lui  femblera , & de  les  vendre  , 
faire  vendre  & débiter  par  tout  notre  Royaume,  pendant  le  tems  de  quinze 
années  confécutives , à compter  du  jour  delà  datte  defdites  Prefentes  j 
Faifons  défenfes  à toutes  fortes  de  perfonnes  de  quelque  qualité  & condi- 
tion qu’elles  foient,  d’en  introduire  d’imprefiion  étrangér.e  dans  aucun  lieu 
de  notre  obéîffonce;  comme  auflî  à tous  Libraires  , Imprimeurs  & autres  r 
d’imprimer , faire  imprimer , vendre , faire  vendre  ni  contrefaire  lefdits  Ou- 
vrages , ni  d’en  foire  aucuns  extraits  , fous  quelque  prétexte  que  ce  foit , 
d’augmentation,  correâion,  changemens  ou  autres,  fons  la  permiflîon  ex- 


Digitized  by  Google 


preffe  & par  écrit  dudit  Expofant , ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui , i 
peine  de confîfcation  des  exemplaires  contrefaits,  & de  trois  mille  livre* 
d’amende  contre  chacun  des  contrevenans,  dont  un  tiers  à Nous,  un  tiers  à 
rHôtel-i)ieu  de  Paris , & l’autre  tiers  audit  Expofant , & de  tous  dépens  , 
dommages  & intérêts  : A la  charge  que  ces  préfentes  feront  enregiftrées 
tout  au  long  fur  le  Regiftre  de  la  Communauté  des  Libraires  & Imprimeurs 
de  Paris,  dans  trois  mois  de  la  datte  d’icelles;  que  l’imprellîon  defdits  Ou- 
vrages fera  faite  dans  notre  Royaume  & non  ailleurs  , en  bon  papier  & 
beaux  caraftéres , conformément  à la  feuille  imprimée  Sc  attachée  pour 
modèle  fous  le  contrefcel  defdites  préfentes  ; que  l’Impétrant  fe  conformera 
entoutaux  Réglemensde  la  Librairie  , & notament  à, celui  du  dix  Avril 
172  J ; & qu’avant  de  les  expofer  en  vente  , le  manufcrit  ou  imprimé  qui 
aura  (ervi  de  copie  à l’imprellion  defdits  Livres  fera  remis  dans  le  même  état 
où  l’approbation  y aura  été  donnée  ès  mains  de  notre  très-cher  & féal  Che- 
valier le  Sieur  Dagueffeau , Chancelier  de  France  , Commandeur  de  nos 
Ordres , & qu’il  en  fera  enfuite  remis  deux  exemplaires  dans  notre  Biblio- 
thèque publique  , un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre  , & un  dans 
celle  denotredit  très-cher  5c  féalChevalier  le  SieurDaguelTeau,Chancellier 
de  France  , le  tout  à peine  de  nullité  des  préfentes  : Du  contenu  defquelles 
vous  mandons  5c  enjoignons  de  faire  jouir  ledit  Expofant  5c  fes  ayans  caufe, 
pleinement  5c  pailîblement , (ans  fouffrir  qu’il  leur  foit  fait  aucun  trouble 
ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  defdites  prcfentes  qui  fera  impri- 
mée tout  au  long  au  commencement  ou  à la  fin  defdits  Ouvrages , (bit  tenu 
pour  ducment  lignifiée  , 5c  qu’aux  copies  collationnés  par  l’un  de  nosamés 
5c  féaux  Confeillers  5c  Secrétaires,  foi  foit  ajoutée  comme  à l’original. 
Commandons  au  premier  notre  Huifiier  ou  Sergent  fur  ce  requis  , de  faire 
pour  l’exécution  d’icelles  , tous  Aftes  requis  5c  néceflâires , fans  demander 
autre  permiflSon  5c  nonobftant  clameur  de  Haro  , Charte  Nomande  5c  Let- 
tres à ce  contraires  : Car  tel  eft  notre  plaifir.  Donné  à Verfailles  le  vingt- 
’fixiéme  jtmrdnmbis  d’Avril.l’an  de  grâce  mil  fept  cens  quarante- trois, 
5c  de  notre  Régné  le  vingt-huitième.  Par  le  Roi  en  fon  Confeil , 

SAIN  SON. 

Rtgijlré  fur  le  Regijlre  XI.  de  la  Chambre  Royale  des  Libraires  & Impri- 
meurs de  Paris  N°.  I S y.  fol.  lyy.  conformemcm  aux  anciens  Reglemens , 
confirmés  par  celuidu  28  tévrier  1723*  si  Paris  le  23  Mai  I743. 

SAUGRAIN,  Syndic, 
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